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 Karnaugh Haritalar
* Karnaugh Haritalari ile Lojik Devrelerin
Sadelestirilmesi



KARNAUGH HARITALARI

Karnaugh(karno) haritalari, lojik ifadelerin ¢carpimlarinin toplanmasi seklinde
sadelestirilmesini saglayan kutucuklardan olusan bir yontemdir.

Degisken sayisina gore karno haritasinin hazirlanmasinda éncelikli olarak
bulunmasi gereken, kullanilacak kutucuk sayisidir.

Kutucuk sayisi ise 29¢gisken ifadesi ile bulunur.

Dogruluk tablosunda tanimli A ve B degiskenlerinin her bir ihtimali icin karno
haritasinda bir kutucuk vardir.
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KARNAUGH HARITALARI

IKi GIRiISLI KARNAUGH HARITASI
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A AB’ AB

Q=A.(A+B) fonksiyonu karnaugh haritasi ile sadelestirelim.
Tablodaki A-B degiskenlerinin bagintiya gore karsiliklari ilgili kutucuga yazilir.
Karno haritasi Gzerinde yapilmasi gereken bitun 1’leri gruplar icerisine almaktir.

Bunun icin icerisinde 1 bulunan birbirine komsu gruplar varsa 4’li, yoksa 2’li
yoksa da tekli gruplar olusturulur.

Gruplar 2’nin kuvvetlerinden(1,2,4,8,16...) baska olamaz.
Gruplama isleminde esas, mimkun oldugunca genis gruplar olusturmaktir.
Ne kadar blyuk gruplama yapilirsa o kadar sade sonuclar elde edilir.

Herhangi bir grup icine alinarak kullanilan bir kutu baska bir gruplama amaciyla
da kullanilabilir. Yani bir kutu birden fazla grupta yer alabilir
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IKi GIRiISLI KARNAUGH HARITASI

0
0 A 0 0
1
1

0
A A'B’ A'B 0
1
A AB’ AB 1
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Gruplamadan sonra grup bolgesinde 0 ve 1 degerlerini beraber iceren
degiskenler elenir.

Yukaridaki ornekte B degiskeni, grup icine alinan bolgede hem 1 hem de O
oldugu icin elenir.

Bu durumda sadece A degiskeni geriye kalmistir.

Grubun isaretlendigi bolgede A degiskeni 1 degerindedir.
Bu nedenle karno sonucu A ‘dir.

Q = A.(A+B) fonksiyonu Q = A olarak sadelesmis olur.
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IKi GIRISLI KARNAUGH HARITASI

Lojik ifadeler direk olarak karnoya yerlestirilebilir.

Ornegin Q = AB + AB + AB ifadesini karnoya aktaralim.

Istenirse dogruluk tablosu ile kontrol edilebilir.

Bu ifadede i AND islemi OR islemleriile birlestirilmistir.

AND islemleri karnoda karsiliklarinin bulundugu kutulara 1 olarak yazilir.
Bos kalan kutularin degeri O ‘dir. Daha sonra gruplama islemi yapihr.
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KARNAUGH HARITALARI

IKi GIRISLI KARNAUGH HARITASI
A B B 0 0 0
A 0 , | 12 0 1 1
A A'B A'B 1 0 1
A AB’ AB ’ : : 1 1 1
v
f1

Burada Q esitligini saglayan f1 ve f2 olmak Gzere iki tane grup olustu.
Karnoda bulunan buttn 1’'ler grup icine alinmis oldu.

f1 grubu A degiskeninin 1 oldugu bolgedir.

f2 grubu B degiskeninin 1 oldugu bolgedir.

Bu sebeplerle f1 = A ve f2 = B olarak alinir.

Butun gruplar VEYA islemine tabi tutularak sonug bulunur.

Q = AB + AB + AB ifadesi karnoda sadelestirilince Q = f1 + f2 = A+B sonucu

elde edilmistir.
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UC GIRISLI KARNAUGH HARITASI
Uc degiskenli karnaugh diyagraminda 23 = 8 tane kare bulunur.
Burada her kutu Ug¢ degiskenli bir terime karsilik gelir.

BC BC B'C BC BC’ BC
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10

N-0 000 001 011 010 0
A'B'C’ | AB'C | A'BC | A'BC’

100 101 111 110
A-1 AB'C’ | AB’C | ABC | ABC’ 1 1

Ornegin alt sirada en sagdaki kutuyu ele alalim.
Bu kutuda

v" A degiskeni 1,

v" B degiskeni 1,

v" Cdegiskeni 0 olur.
Buna goére bu kutu ABC (ABC') terimine aittir.

Bu sekilde her kutunun hangi terime ait oldugunu bulabiliriz.
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v UC GIRISLI KARNAUGH HARITASI
v Kutularin sol st kdsesinde bulunan giris degiskenleri cikis ifadesinin kutu

uzerindeki dagilimini etkiler.

v' Q = ABC + ABC + ABC + ABC ifadesini karno haritasina yerlestirelim.

BC B'C’ B'C BC BC’

A 00 01 11 10
N0 000 001 011 010
A'B'C’ |[\W'B’C/|\A'BC/| A'BC’

A1 100 101 110
AB'C’ | AB'C ABC’
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A'B'C’'-0
A'B'C-1
A'BC'-0
A'BC-1
AB'C'-0
AB'C-0
ABC' -1
ABC-1

v’ Sol Ust kdsedeki girislerin degistirilmesi karno Gzerinde yer degistirmesi

sadelestirme sonucunu etkilemez.

v" Onemliolan cikis ifadesine ait 1’lerin karno tizerinde dogru yerlestirilmesidir.
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UC GIiRiSLI KARNAUGH HARITASI
Q = ABC + ABC + ABC + ABC ifadesini karno haritasi ile sadelestirelim.
BC BC
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10
0 0 1 1 0 0 0 1 1 0
/
1 0 0 1 1 1 0 0 1 N 1
/ v \
f1 f2 Gereksiz grup

Sadelestirmede esas kural buttn 1’lerin grup icerisine alinmasidir.

Gruplamaya 1’lerin azinlikta oldugu yerden baslamak gereksiz grup olusturmay!
engeller.

f1 grubuicerisinde B girisi 0 ve 1 degerleri almistir. Fakat A yalnizca O, C ise
valnizca 1 degerine sahiptir. Bu durumda f1 = AC olur.

f2 grubu icerisinde C girisi 0 ve 1 degerlerialmistir. Fakat A yalnizca 1, B ise yine
yalnizca 1 degerine sahiptir. Bu durumda f2 = AB olur.

Sadelestirme islemisonunda Q = f1 + f2 = AC + AB elde edilir.
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ORNEK: Q = ABC + ABC + ABC + ABC + ABC + ABC ifadesini karno
haritasi ile sadelestirelim.

BC BC
A 00 01 11 10 A 00 01 11 10

0 1 1 1 1 0 1 1 ) 1 1

\
1 1 1 0 0 1 \ 1 1 y 0 \)
/

\/ v

f1 f2

Sadelestirmede bir kutucuk birden fazla grup icerisinde bulunabilir.
Ne kadar buyuk gruplar olusturulursa o kadar sade bir cikis elde edilir.

f1 grubu icerisinde A girisi 0 ve 1 degerlerialmistir. Yine C girisiO ve 1 Eleéerleri
almistir. Fakat B girisi yalnizca O degerine sahiptir. Bu durumda f1 = B olur.

f2 grubu icerisinde B girisi 0 ve 1 degerlerialmistir. Yine C girisiOve 1 d_egerleri
almistir. Fakat A girisi yalnizca O degerine sahiptir. Bu durumda f2 = A olur.

Sadelestirmeislemisonunda Q = f1 + f2 = A + B elde edilir.
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DORT GIRiSLI KARNAUGH HARITASI
Dort degiskenli karnaugh diyagraminda 24 = 16 tane kare bulunur.
Burada her kutu dort degiskenli bir terime karsilik gelir.

CD ¢ C'D CcD CcD’ CD
AB 00 01 11 10 AB 00 01 11 10

A’B" |A'B'C'D’| A’B'C’'D | A'B’CD | A'B'CD’

00 0000 0001 0011 0010 00

A’B | A’BC'D’ | A'BC'D | A'BCD | A’BCD’

01 0100 0101 0111 0110 01

AB ABC'D’ | ABC'D | ABCD | ABCD’

11 1100 1101 1111 1110 1

AB” | AB’C’'D’| AB'C’'D | AB’CD | AB’CD’

10 1000 1001 1011 1010 10

Burada da kurallar 2 ve 3 degiskenli karnaugh diyagramlarinda oldugu gibidir.

icinde 1 bulunan bitisik kutular onaltili, sekizli, dértli, ikili veya birli gruplar icine
alinirlar. Grup icine alinmamis 1 birakilmaz.

16 kutunun hepsinde 1 varsa fonksiyonun degeri Q = 1 seklinde olur. Hepsinde O
varsa fonksiyonun degeri Q = 0 olur.
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v" ORNEK: Q = ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD + ABCD
ifadesini karno haritasi ile sadelestiriniz.

cb

AB 00 01 11 10 v’ flgrubundaB=1,C=0,D=0 olar_a_k sabit
kalmaktadir. Bu durumda f1 = BCD olur.
00 0 0 0 0
o1 || 1 0 0 0 v' f2 grubunda A =1, B =1 olarak sabit
/ kalmaktadir. Bu durumda f2 = AB olur.
fl 11 1 1 1 1
0 | o / Ny v’ f3 grubunda A =1, C=1olarak sabit
/ N kalmaktadir. Bu durumda f3 = AC olur.
f2 f3

v Sadelestirmeislemisonunda Q = f1+ f2 + f3 = BCD + AB + AC elde
edilir.
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Karnoda capraz gruplama yapilamaz.

Gruplama yapilirken birbirine yakin olan tiim 1 'ler gruba dahil edilmelidir.

Bir grupta ne kadar cok 1 olursa o kadar sade bir tanim elde edilir.

Bir de sekilde gorildigu gibi en dis kisimda bulunan 1 'ler gruba alinabilirler.

Karno haritasini bir kagit gibi dusinursek, tst veya yan kenarlarini ug uca
getirdigimizde bu 1 'lerin bir grup olusturabildigini goruruz.
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KARNAUGH HARITALARI

v ORNEK GRUPLAMALAR

v" Bu YANLIS bir gruplamadir.
Cunki en blyuk grup olusturacak sekilde gruplama yapilmamaistir.

AN

v Ucg ayri grup yapilarak cikis ifadesi gereksiz yere uzatilmistir.

v" Bu da yukaridakine gore biraz daha dogru olsa da YANLIS bir
gruplamadir.

v" Grup yapilabiliyorsa tek basina 1 birakilmamaliydi.

Bu DOGRU bir gruplamadir.
Hicbir “1” acikta kalmamistir.

En blyuk sayidaki gruplar alinmistir.
AB (11) hiicresindeki 1 her iki gruba da dahil edilebilir.

SN XN X




v ORNEK GRUPLAMALAR

VA

Y A
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KARNAUGH HARITALARI

AN

Bu YANLIS bir gruplamadir.
Cunku 3 adet “1” ile gruplama yapilamaz.
Grup sayisi 1, 2, 4, 8.... olmalidir.

Bu YANLIS bir gruplamadir.
Cunku capraz grup yapilamaz.

Bu YANLIS bir gruplamadir.
Bos kutular gruba dahil edilemez.
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v ORNEK GRUPLAMALAR

Bu YANLIS bir gruplamadir.
Cunku grup icinde hem alt alta hem yan yana “1” olamaz.

Grup ya yan yana ya alt alta olmalidir.

Bu DOGRU bir gruplamadir.
Burada 4 adet grup bulunmaktadir

Karno haritasinda en yukardan en asagiya veya en sagdan en sola
gecis vardir.

v Bu DOGRU bir gruplamadir.
Burada dortla ve ikili olmak tizere 2 adet grup vardir.

:

I v" Ucu acik olan cizgiler birleserek dértlii grubu olusturmaktadir.
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v ORNEK GRUPLAMALAR

Y AL
CD

00

0l

AN

00 01 11 10
1 1
1 1
1 1
00 01 I 1 10
1 1
1 1
1 1
00 01 11 10
1 1
|7 IR
\ 1 1/
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Bu YANLIS bir gruplamadir.
Cuinkd altili grup yapilamaz.

Bu YANLIS bir gruplamadir.
Aslinda yanlistan daha ¢ok eksik bir gruplamadir.
Dortlu iki grup yapilabilirdi.

Bu DOGRU bir gruplamadir.
Kare icinde ve daire iginde olmak lizere 2 adet dortlu
grup vardir.
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v ORNEK GRUPLAMALAR

Y A
X 00 01 11 10
00 o
v" Bu DOGRU bir gruplamadir.
l ' v' Burada biri ikili biri dortlii olmak Gizere 2 adet grup vardir.
1 l 1 v" Ucu acik olan cizgiler icinde ikili grup bulunmaktadir.
10 ] |
W "'L
¢ DH ool ol b
0} |
m 1 o
mj v" Bu DOGRU bir gruplamadir.
[V
L{3 | i @
}.‘ £
A 00 o1 11 10
(00 1
“——
v I Q_l v Bu DOGRU bir gruplamadirr.
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FARKETMEZ (DON’T CARE) DURUMU iLE KARNO UYGULAMASI
Bazi tasarimlarda gerek giris gerekse cikis degiskenlerinin bir Gnemi yoktur.

Bu durumda ifadenin 6nemsiz oldugunu belirtmek icin O ve 1 disinda 6zel bir
karekter olan “X” kullanilr.

Buna farketmez, 6nemsiz vb... gibi adlar verilebilir.
“X” bulunan kutular duruma gore “0” veya “1” olarak kabul edilebilir.
Sadelestirme isleminde en buyuk gruplamay! yapmak esastir.

Farketmezlerin hepsi 1 veya hepsi 0 olarak kullanilabilecegi gibi en blyuk
gruplama yapabilmek icin istenilen “X”i alip, digerlerini grup disinda
birakabiliriz.

“X” isareti yerine bazi kaynaklarda “d” isareti de kullanilmaktadir.
ORNEK:

A B B
Al X Bu durumda cikis ifadesi Q = B’ olur.
A 1
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v" ORNEK: Verilen karno haritasini sadelestirelim.

BC BC
A 00 01 11 10 A 00 01

11
——
0 X 1 1 X 0 X (1 1] X |
/ T —

1 0 1 X 1 1 0 1 |
Y N
f1 f2

v" f1 grubu icerisinde C girisi yalnizca 1 degerine sahiptir. Bu durumda f1 = C
olur.

v' {2 grubuigerisinde B girisi yalnizca 1 degerine sahiptir. Bu durumda f2 = B
olur.

v" Sadelestirmeislemisonunda Q = f1 + f2 = C + B olarak elde edilir.
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v ORNEK: Verilen karno haritasini sadelestirelim.

cD

AB 0 01 1 10

00 « \ . . , v' f1 grubundaC=0, D_= 1 sabit kalmaktadir.
| Bu durumda f1 = CD olur.

01 X 1

v' f2 grubunda B =0, C = 1 sabit kalmaktadir.
Bu durumda f2 = BC olur.

11 X 1 X

10 1 /1 X\
/h‘\

v' Sadelestirme islemisonunda Q = f1 + f2 = CD + BC elde edilir.
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v ORNEK: Verilen karno haritasini sadelestirelim.
v 1)

BC

A 00 01 11 10
0 X 1 0 1
1 X 0 X 1

v 2)

BC

A 00 01 11 10
0 1 1 1 X
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v ORNEK: Verilen karno haritalarini sadelestirelim.

v 1) \¢D
AB 00 01 11 10
00 1 1 1
01 1 X 1 X
11 X X 1
10 1 X X
v 2) \o
AB 00 01 11 10
00 X 1 X
01 1 1 X 1
11 1 X 1
10 X 1




KARNAUGH HARITALARI

v ORNEK: Uc adet butonun kullanildigi bir sistemde iki veya daha fazla butona
basilmasi durumunda sistemin calismasini saglayan devreyi karno
haritalarindan faydalanarak tasarlayiniz.

v' 1. ASAMA: Durum tablosunun olusturulmasi

BUTONLAR CIKIS
IS T T T
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1

v' 2. ASAMA: Durum tablosundan karno haritasina yerlestirme

BC
A 00 01 11 10
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v" 3. ASAMA: Karno haritasinda gruplamanin yapilmasi ve sadelestirme

BC
A

00

01

11 10

0

1

v' 4, ASAMA: Uygulama devresinin ¢izimi

A
»)

B
o)

>

f1

Cc
O

AB

= o

m o

BC

0o

f3

f1=AC
f2=AB
f3=BC

Q = AC + AB + BC

e
jAC % :\/ 5Q
B
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v ORNEK: Bir alarm cihazinda dért adet sensor kullanilarak kumanda
edilmektedir. Bu sensorlerden herhangi li¢ tanesi kapali olmasi durumunda
alarmin calismasini saglayacak lojik kumanda devresini tasarlayiniz.

Al lcl ol a
0 0 0 0
0 0 0 1 ch
0 0 1 0 AB 00 01 11 10
0 0 1 1
00
0 1 0 0
0 1 0 1
0 1 1 0 01 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 11 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0 10 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
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ABD

ACD

BCD

v,
CD
AB 00
00
01
11
10
7
f1
v f1=ABD
v f2=ACD
v f3=ABC
v f3=BCD

= O
m o
oo
o<

Q=f1+1f2+1f3+f4=ABD+ ACD + ABC + BCD



KARNAUGH HARITALARI

v ORNEK: Bir ydnetim kurulu toplantisinda 4 adet kurul tiyesi isciler adina kararlar
alacaktir. Uyeler bulunduklari birimlerdeki isci sayilarina gére temsil oranlarina sahiptir.
Birinci Uyenin %10 temsil hakki, ikinci Gyenin %25 temsil hakki, Gg¢linct Gyenin %30
temsil hakki, dordiinci tyenin ise %35 temsil hakki bulunmaktadir. Yapilan oylamalarda
%50 ve Ustl elde edilmesi durumunda ilgili karar gegerli olacaktir. Kararlarin gecerliligini
gosterecek lojik kumanda sistemini tasarlayiniz.

A B C D
%10 %25 %30 %35
0 0 0 0

0 0 0 1 ch
0 0 1 0 AB 00 01 11 10
0 0 1 1 1
00 1
0 1 0 0
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 01 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 11 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0 10 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 1
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BD

cD

BC

v,
cbh
AB 00 01 11 10 A B CD
o oo o0 O
00 1
N
01 1
11 l{ 1
-/
10 \
oI eI e RN ¢!
/ \J A B C D
f1 f3
v f1=BD
v f2=CD
v f3=BC

Q =f1+f2+f3=BD+ CD + BC

W@W



