LINEER SISTEMLER

Muhendislikte herhangibir sistem sekil(ref: xqs402) deki gibi dikdortgen blok icinde
gosterilir. Sisteme disaridan etki eden faktorler giris, sistemin bu girislere karsi
gosterdigi tepki cikis olarak adlandirilir. Sisteme birden fazla giris olursa cokgirisli,
sistemin bu girislere gosterdigi tepki birden fazla degisken uzerinden disaridan
gozleniyorsa cokcikisli sistem olarak adlandirilir.
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X(qs402 Fiziksel Sistem semasi

lineerlik ve nonlineerlik

Lineerlik (dogrusallik) prensip olarak giris ile cikisin orantili olmasidir. Sistem girisi x
ve cikisi y olsun. Matematiksel olarak lineerlik asagidaki gibi tarif edilir.
giriste x1 uygulandiginda cikis y;
giriste x2 uygulandiginda cikis y;
olsun. Sisteme
X3 = ax1 + bxz
girisi uygulandiginda a, b herhangi sabitler olmak uzere, sistem cikisi
ys = ay1 + by
oluyorsa sistem lineerdir denir.
sekil(ref: xqs401) de gorulen yay sisteminde k yayin uzama katsayisi,F uygulanan
kuvvet, x uygulanan kuvvet sonucu yayin uzamasidir. Sistemin giris cikis bagintisi
a)x=L b)x = £
olarak veriliyor. Her iki durum icin sistemin lineer olup olmadigini arastirin.
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xqs401 a)Yay ve kuvvet sistemi b)Kuvvet-yerdegistirme grafigi
cozum:a) Sisteme giris F, cikis ise x'dur. Sistem modeli yukaridaki notasyonlay = -



olur.

=
X1 = F]_ = y]_ = Tl

=
X3 =aF; +bF, = Y3 = —aFl;bFz = a% + b%

ys = ayi1 + by, oldugundan sistem lineerdir.
b)Yukaridaki islemler aynen burada da yapilir.

i
X1 = Fy = y =
3
X2 = F3 = y2=k
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X3 =aF;+bF, = y3= K k

ys # ayi + by, oldugundan sistem lineer degildir.

Fiziksel sistemlerin hicbirisi ideal anlamda lineer degildir. Ornek olarak
O.P(ref: xqp401) deki yay kutle mekanizmasini ele alalim. Kucuk yerdegistirmeler icin
yayin kuvvet-yerdegistirme bagintisi x = % seklindedir. Fakat yay belli bir miktar
uzadiktan sonra giris cikis bagintisi x = FTZ yay asiri uzatilip sinira dayanirsa x = | olur.
Yani giris F ne olursa olsun cikis x sabit kalir. Bu durum sekil(ref: xqs401.b) de
gosterilmistir.

Baska bir ornek olarak sekil(ref: xqs405) deki direnc ve gerilim kaynagindan devreyi
ele alalim . Devreden gecen akim | = % dir. Fakat direncden gecen akim direnci bir
miktar isitir. Isinan direncin R direnc degeri degisir. Dolayisiyla gecen akim degisir. Bu
ise uygulanan V gerilimi ile gecen | akimi arasindaki iliskinin lineer olmamasi(nonlineer
olmasi) anlamina gelir.
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Sekil(xqs405 a)Direncli devre b)gercekte ve pratikteki akim-gerilim grafigi
Lineerligi kisaca giris cikis bagintisi orijinden gecen bir dogru ise o sistem lineerdir
diye tanimlayabiliriz. Sekil(ref: xqt401)de pratikte raslanan bazi nonlineerlikler
gosterilmistir.

xqt401 Pratikte raslanan nonlineerlikler ??athertondan aktar.
Fiziksel dunyada hicbir sistem ideal anlamda lineer olmamasina karsilik kullanim



sinirlari icinde lineer kabul etmekte buyuk bir hata yoktur. Nonlineerligin ihmal
edilemeyecek boyutlarda oldugu cogu durumlardada sistem belli lineer bolgelere
ayrilir. Ornek olarak Sekil(ref: xqs407.a) deki diyodun karakteristigini ele alalim.
Diyodun akim-gerilim karakteristigi analiz edilirken diyot Sekil(ref: xqs407.b) deki gibi
varsayilir. Boylece lineer bolgeler elde edilerek analiz yapilir.
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Sekil(xqs407) a)Diyodun akim-gerilim karakteristigi b)lineer bolgelere ayrilmis
(lineerlestirilmis karakteristik

Sistem Dinamigi

Fiziksel sistemlerin az veya cok ataletleri(tembellikleri) vardir. Yani sisteme etkiyen
etken ile sistemin verdigi tepki arasinda belli bir sure gecer.

Mesela sekil(ref: xqs411.a) de elektrik devresinde de kondansator elemaninin
ataletinden dolayi uygulanan gerilim etkisini zamana yayilarak gosterir.
sekil(ref: xqs411.b) de uygulanan gerilim ve sekil(ref: xqs411.c) de uygulanan gerilimin
etkisi ile kondansator geriliminin degisimi gosterilmistir.

AV Ve

sekil(xqs411) a)Kondansatorlu devre b)u(t) uygulanan gerilim c)Gerilimin etkisi ile
gecen akim.

Benzer sekilde sekil(ref: xqs401.a) daki yay sisteminde yaya etkiyen kuvvet etkisini
hemen gosteremez. Kuvvetin etkisi yayin kutlesi ve hava surtunmesinden dolayi
zamana yayilarak etkisini gosterir.

Bu sekildeki sistem ataleti matematik modellemede diferansiyel denklemler olarak
karsimiza cikar. Lineer sistemlerin modelleri

n n-1 n
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dt n-1

xqe401



seklinde lineer diferansiyel denklemlerle ifade edilir.

Zamanla Degismeme

Dinamik sistemin modeli zamandan bagimsiz ise, zamanla degismiyorsa sistem
zamanla degismeyen sistemdir. Matematiksel olarak zamanla degismeme su sekilde
tanimlanir.

X(t) girisine karsi y(t) cikisini veren bir sistem

eger x(t — p) girisine karsi y(t — p) cikisini veriyorsa

sistem zamanla degismeyen sistem olarak adlandirilir.

Butun sistemlerin modelleri sicaklik basinc gibi etkenler altinda degismekle beraber
pratik anlamda cogu sistemler zamanla degismez kabul edilir. Zamanla degismesi
dikkate alinmasi gereken sistemlere ornek olarak bir savas ucaginin veya roketin yakiti
azaldikca kutlesinin azalmasi ve sistemin matematik modelinin degismesini ornek
olarak gosterebiliriz. Sistem lineerse ve zamanla degisiyorsa (ref: xqe401) deki
ai,az,...an,b1,by,...by katsayilari a;(t),az(t),...an(t),b1(t),b2(t),...bn(t) seklinde
zamana bagli olarak degisir.

Lineer Sistemlerin Analizi

Yukarida bahsedildigi gibi mekanik hidrolik, elektrik sisteemler cogu kere lineer kabul
edilerek liner zamanla degismeyen diferansiyel denklemlerle modellenebilir. Bu
yuzden Lineer zamanla degismeyen diferansiyel denklemlerin cozumlerini kisaca
incelemek gerekir.

(ref: xqe401) ile verilen diferansiyel denklemin homojen ve ozel cozum olarak
adlandirilan iki cozumu vardir. Toplam cozum iki cozumun toplamidir.

Homojen (Oz) Cozum
Diferansiyel denklemin homojen(oz) cozumunun « sabit bir sayi olmak uzere

x(t) = ce*t xqe461
formunda oldugu gosterilebilir. (ref: xqe461)'deki x(t) degeri
% = cae”, % = ca’e ... % = coe™t
seklinde turetilerek (ref: xqe401)'de yerine konulursa
ca"e™ +anca"te? + ap_pca2e™ + ajcae™ + agce™ Xq4e472

elde edilir. (ref: xq4e472)'in her iki yani (Le-) ile iarplrsa. (¢ # 0)

a +ap1a"t +ana"? 4., aia + ag xge403
elde edilir. (ref: xqe403) polinomunun kokleri a1, az, as, ...... an-1, an olsun. Eger
butun kokler birbirinden farkli ise (ref: xqe401) dif denkleminin cozumu de

X(t) = c1e%t + coe%t 4+ c3e®t +...... Cneant
seklindedir. Burada c1,C2,Cs...... cn tamamen keyfi sabitlerdir. Yani c1,C2,Cs...... Cn

katsaylar —o , + oo arasnda herhangibir degeri alabilirler. Btn aldklar deS8erler ifin dif



Lineerlestirme
L(x) = f(x0) + fx(x0) (x-x0) = f(X0) + fx(x0) Ax
= f(xo) + Af

f(x¢): fonksiyonun x, daki degeri
fx(Xo): fonksiyonun turevinin xo daki degeri
Af = fx(x0) (x-X¢) fonksiyonun diferansiyeli

Ax =(x- X¢) Xpcivarinda x in degisme miktari

x degeri X civarinda Ax kadar degisirse, fonksiyonun

degeri Af kadar degisir.

P212) f(x)=x", x=3 civarinda lineerlestirin.

Cevap: f(3)=3%=9, fx(3)=2 3=6

L(x)=f(3) + £x(3) (x-x0)
=3242 3(x-3)=9 +6 (x-X0)
x=3 icin fonksiyonun degeri f(3)=9 dur.
x=3.1 icin:
Ax =(3.1-3)=0.1
Af=1x(3) (x-x0) =6 0.1=0.6
Fonksiyonun Yaklasik degeri
3+0.6=3.6
Fonksiyonun Gercek deger: f(3. 1)=3.1’=9.61
Hata=9.61-9.6=0.01

P221)a)f(x)= " fonksiyonunu x=3 civarinda
lineerlestiriniz.

c)elde ettiginiz linner denklemlerden faydalanarak
fonksiyonun x=3.1 deki degerini hesaplayiniz.
d)buldugunuz degerleri fonksiyonuin gercek degeri

ile karsilastirin.

Cozum:

f(x) =™ > 1fx=0.5 "

L(x)=f(x0) + fx (X0) (X- X0)
=" +05¢" 7 (x-3)
=4.48+2.24(x-3) = 2.24x-2.24

b) L(3.1)=2.24x-2.24=2.24,3.1 -2.24=4.7058

O)f(3.1)=e"*=¢" *=e'"P=47115

d) f(x)-L(x)=4.7115-4.7058=0.0057

P221)a)f(x)= e”** fonksiyonunu x=5 civarinda
lineerlestiriniz.

c)elde ettiginiz linner denklemlerden faydalanarak
fonksiyonun x=4.9 daki degerini hesaplayiniz.
d)buldugunuz degerleri fonksiyonuin gercek degeri

1le karsilastirin.

Cozum:
f(x) = X > =05 ™™
L(x)=t(x0) + fx (x0) (x- X0)
=e05510.5%5 5 (x- 5)
=12.18+6.09(x-5) = 6.09 x-18.27
b) L(4.9)= 6.09x-18.27=6.09,4.9 -18.27=11.5734
0)f(4.9)= " = % *?= > =11.5883
d) f(x)-L(x)= 11.5883-11.5734=0.015

Ozet:
e¥™~2.24x-2.24 (x=3 civarinda)
%% ~6.09 x-18.27 (x=5 civarinda)



Lineerlestirme: Bir robot bacag: modellenmesi:

Lineer olmayan sistemler denge noktast etrafindaki kiigik
pertiirbasyonlar igin Taylor serisiyle lineerlestirilebilirler. Ornek olarak
bir robot bacaginin lineelegtirilmesi problemi ele alinacaktir.

Mg cos 8

Mg sin 0
@ b) ; {c)

Sekil 3.14 (a) Basit sarkag; (b) Mg kuvvet bilesenleri; (c) serbest cisim
diyagrami
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J—+—Mgsinf=T
dt
A A
x, =0 ,,=£
2
Mgl . 1
X=X , == simx, +—
2J

(3.18)

Denge noktalar1 x,=6 =0 ve x,=d0/dt=0 civanndaki kiigiik degisimler:

X, =0+6x, X,=0+8x, (3.19)

f(x)’in denge noktas: civarindaki Taylor agiliminda yiiksek dereceli
terimler ihmal edilirse: <

f(x)=f(x,)+df(x)/dx sso (%%,)

sinx, =sin0+dsinx, /dx,| , ,&x = 0x,

sinx1= 6x1
ox, = 0x,;
ox, = — Mo ox, + g
A ] J

(3.20)

Yukaridaki denklem lineerdir ve denge noktasindan kiiciik sapmalar icin
lineer olmayan denkleme oldukga yakindir.
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Table 2.6. Transfer Functions of Dynamic Elements and Networks

Element or System G(s)

1. Integrating circuit

R
u V'Y l Vi(s) 1
Vis) & Vas) S

d =i Vi(s) RCs+ 1
2. Differentiating circuit
- yLE 1LY
71 Vis) _  RCs
Vi RS Vi) V() " RGs + 1

Va(s) s+ 1/R,C
Vis) s+ (R + R)/RR,C

Vis) _ (1 + st )1 + s7)
Vi(s) T TS + (7, + 7 + Ta)s + 1
_ (1 + st )L+ s)
T (1 + sn)( + sm)

0(s) _ K,
Vi(s) — s(Us + f)Lss + Ry)

0(s) _ K,
Vis) SR + LSYJs + f) + KiKy

(11}



Continued
Element or System =

r, two-phase control field

ﬂ(s) K.
Vis)  s(rs + 1)

CQ) e A2
m S m = slope of linearized torque-speec
| field

i curve (normally negative)

Vi) _ _ (K/RR)
V,(5) VC(S) (ST: + I)(S‘i's 4= l)
= LJ/R, 7,= L,,/Re
Forthe unloaded case, i; = 0, r, =~ 1,
0.05 sec < 7, < 0.5 sec

s iator

x(t), Control valve
l displacement

Yo) K
X(s)  s(Ms + B)

Ak, A
K= = =
%Y (f & kﬂ)
-‘7"_3, .
Bx xo, e 3}’ Pg’

7 & = g(x, P) = flow
Load  y(f) A = area of piston

k,"-

Gearratio = n = —

Nzer. =7 M.aun 8.{. = nsm

Wy = Nw,,
V) _ R _ R,
Vis) R R +R;
. g N
F o ™

Continued
1



Table 2.6.—Continued

Element or System

G(s)

12. Potentiometer error detector bridge

6,
4 qTEM_:J
! Vls)
-0 Error
voltage
13. Tachometer
Shaft
S
8(s), wls) ¥a(s)
14. dc-amplifier
+o— ot
Vi) Vals)
— o
15. Accelerometer
Frame
“ xi“{ f}
D o ¥

Mass

16. Thermal heating system

%/ Fluid out

Heater

Vas) = kf0i(s) — 8,(s))
VE{S) e ksﬂen'or(s)

k - Vbnnery

ama;

Vis) = Ko(s) = K sb(s);

K, = constant
VI(S) it ku
Vi(s) st + 1
R, = output resistance

C, = output capacitance
r=RC,7«1
and is often negligible for

servomechanism amplifier

X(f) = 1) — xul2),

XLs) _ —s?

Xols) s+ (fIM)s + K/M

For low-frequency oscillations, where w
< wﬂ!

Xge) | &
Xo(jw)  K/M
7(s) _ 1

where

as)  Cs+ (0S+ I/R)’
T =1, — 7, = temperature difference
due to thermal process
C, = thermal capacitance
QO = fluid flow rate = constant
§ = specific heat of water

R, = thermal resistance of insulation

g(s) = rate of heat flow of heating element
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