Limit

Ornek 1

Sin(x)/x fonksiyonunu ele alalim. x=0 icin 0/0 belirsizligini alir. Ancak x sifirdan £ kadar uzaklassa sin(x)/x
degeri bire yakin bir deger alir. Burada £ cok kucuk bir sayi anlaminda kullanilir.

X (radvan) | Sin(x) (x:radyan) | Sin(x)/x A, S0

-1.50 -0.997494986604054 | 0.6649966577 cK

-1.00 -0.841470984807897 | 0.8414709848

-0.50 -0.479425538604203 | 0.9588510772 / \ P

0.10 0.099833416646828 | 0.9983341664 \/ 4 o
-0.05 -0.049979169270678 | 0.9995833854

-0.00100 | -0.000999999833333 | 0.9999998333

-0.00010 | -0.000099999999833 | 0.9999999983

0 0 0/0 belirsiz

0.00010 0.000099999999833 | 0.9999999983

-0.00100 | -0.000999999833333 | 0.9999998333

0.05 0.049979169270678 | 0.9995833854
0.10 0.099833416646828 | (0.9983341664
0.50 0.479425538604203 | 0.9588510772
1.00 0.841470984807897 | 0.8414709848
1.50 0.997494986604054 | 0.6649966577

Burada en muhim nokta x negatif degerlerden sifira yaklasdiginda sin(x)/x bir oldugu gibi, x positif degerlerden
sifira yaklasdiginda da sin(x)/x 1 olmaktadir. Dolayisiyla sin(x)/x fonksiyonunun x=0 icin limiti vardir ve bu

deger | e esittir.

Ornek 2
i A By

Benzer sekilde f(x)= fonksiyonunu inceleyelim. Burada goruldugu gibi x=1 icin f(x) 0/0

(x+1)
olmakta fakat x 1 den cokaz uzaklassa f(x) in degeri -2 olmaktadir.

SR I 8
X x-2x%-x42 x-1 (x+1)
0.8 10.432 02 216
0.9 0.209 0.1 -2.09
0.95  10.102375 -0.05  |-2.0475
0.99  0.020099 -0.01  -2.0099
0.99  0.020099 0.01  |-2.0099
0.999  0.002001 -0.001 -2.001
0.9999  0.0002 -0.0001 |-2.0001
0.99999 0.000002 0.00001}-2.00000
1 0 0 0/0 belirsiz
1.00001 -0.00002 0.00001}-2.0000
1.0001  -0.0002 0.0001 |-1.9999
1001 -0.002 0.001 -1.999
1.01  -0.0199 0.01 |-1.9899
1.1 -0.189 0.1 -1.89

1.2 -0.352 02 .76

3 2
X" =2X"—X+2
Buradada f(x)= x+ ) fonksiyonunun x=1 icin limiti vardir ve bu deger -2 ve esittir.
X

| f(x), xp cjvimndfi gqlk bir Ei“:‘lhi(t&‘; tammli olsun (x, da tammir olmayabilir). Xo'a yete-
rince yakin biitiin x igin f(x) L degerine keyfi derecede (istedigimiz dlciide L’ye yakin)

yaklagiyorsa, x xo'a yaklagirken, f L limitine yaklasiyor deriz ve “x x,’
i SasEdige b, ; aniagt Xo a yaklagirk
f(x)"in limiti L dir” diyve okunan s

im f(x) =L
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ORNEK7  flx)1 Hesaplayarak Limit Bulmak
(a) liﬂ‘if"r} = 4
(b) lim (4) =4

e o B
(c) Iim}x = 3
(d) Iin"t_g{ﬁ.t - 3)=10—3=7
X
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ORNEK 6 Limit Degeri Fonksiyonun X da Nasil Tammlandigina Bagl Degildir.

Sekil 2.5'teki f fonksiyonu x = 1'de f tanimsiz oldugu halde, x — 1 iken limiti 2'dir.
2 # g(1) oldugu halde, x — 1 iken, g fonksiyonunun limiti 2'dir. fonksiyonu, x — 1 iken

b -

Pl
I

(€) hix) =x + 1|




oo o | (a) Sigrar: Birnm basamak fonksiyonu U(x)’in x — 0 iken limiti yoktur, ¢iinkii degerleri
a=b olarak veriliyor, ve sonucta 2=1 bulunuyor. Asagidaki islemde hata nerededir. x = 0'da sigrama yapar. x"in sifira yakin negatif degerleri i¢in U(x) = 0°dir. x'in sifira

?tef_ b gf:::“ yakin pozitif degerleri i¢inse U(x) = 1'dir. x — 0 iken, U(x)’in yaklastig1 tek bir L

2. a® = ab Miltiply bolli sides of (1) i degeri yoktur (Sekil 2.7a).

3 a? — b =ab — B Subtract b2 from both sides of (2) (b) Cok biiyiir: x — 0 1ken g(x)'in limiti yoktur, ¢iinkii x — 0 iken g’nin degerleri mutlak

‘51- (a "bb)(ﬂb+ b) = b(a — b) FDE_GTIL 1;‘:3151?:;5 ﬂf;(i) _—_ deger olarak ¢ok biiyiir ve herhangi bir reel sayiya yaklasmaz (Sekil 2.7b)

6. g;': b R;;lla e a b;ﬁ: ?5)(13)&;:;&; el (¢) Cok fazla salmir: x = 0 iken f(x)’in limiti yoktur, ¢iinkii fonksiyonun degerleri 01
and simplify iqzeren biitlin a1k araliklarda —1 ile +1 arasinda salinir. x — 0 iken, degerleri herhangi

7.2=1 Divide both sides of (6) by b bir saymin yakiminda kalmaz (Sekil 2.7¢). -

Limitin var olmadig birkag durum Sekil 2.7°de gosterilmekte ve bir sonraki érnekte L
incelenmektedir. TANIM1  Limit Kurallar

ety L, M, c ve kreel sayilar ve

lim f(x) = L ve lim g(x) = M, ise

0, x<0 oy i
" vy 1. Toplama Kuralr: Ei_l'f':_(f(-‘t‘) +gx)=L+M
Iki fonksiyonun toplaminin limiti Iimﬁlerinin toplamdir,
0] i e _;H 2. Fark Kural: ‘j_i_r_ﬂr(f (%) =.gCx)) =L = M
""lainl, x>0 Iki fonksiyonun farklarinin limiti limitlerinin farkidur.
AR 3. Carpim Kuralr: EEU (x)-g(x)) = L-M
(a) Birim basamak fonksiyonu Ulx) (b) g(x) (€) f1x) Iki fonksiyonun ¢arpiminin limiti limitlerinin ¢arpimudir.

SEKIL 2.7 x 0’a yaklasirken bu fonksiyonlardan hig birinin limiti yoktur (Ornek 9).

_ , ! 4. / . : . e B
x — 0 1ken asagidaki fonksiyonlarin davramiglarini inceleyin. Sabitle Carpim Kurah. _,!’_'E,(k fx)) = k-L
8. 220 Bir fonksiyonun bir sabit katmnin limiti fonksiyonun limitinin sabit katidur.
(a) Ulx) = 1 Sl 4 flx) 1
L1 2= S. Boliim Kurali; im — =< M=# 0
¢ ] x—c glx) M
5 x#0 Iki fonksiyonun béliimiiniin limiti, bdlenin limitinin sifir olmamas; kosuluyla,
(b) g(x) = IR limitlerinin béliimiidiir,
b 6; Ku‘we{ Kurali: r ve s ortak garpani bulunmayan iki tamsay1 ve s # 0 ise
0. ry<( L"*"nin bir reel say1 olmas: koguluyla,
(¢) flx) =9 :
sind, x>0 lim ()" = L7

dir. (s cift ise L > 0 oldugunu varsayiyoruz)

Bir fonksiyonun herhangi bir rasyonel kuvvetinin limiti, bir reel say1 olmasi
kosuluyla, limitin o kuvvetidir,



ORNEK1  Limit Kurallanni Kullanmak

Asagidaki limitleri bulmak igin limew,. k= k ve lime—.x = ¢ gozlemlerini (Bolim 2.1,

Ornek 8) ve limit ézelliklerini kullanm.

' T
@ lmG® + 42 -3) () lim*—tx"—1
X—¢ x—c x% 4 5

Coziim

@) lim(x* + 4x* = 3) = lim x* + lim 4x2 - lim 3

X—*¢ X—*c X—+e X=*c

=3 + 4¢% - 3
Ly A T

®) fim 2t X’ =] pmw )
m = -
x—¢ x*+5 ]im'(.t'z + 5)

lim x* + lim x* = lim 1
X—*C X=v¢ X=p

lim x% + lim §

X—*p X—ep
¢t + 2 -1
¢+ 5

(©) lim V4ax2 =3 =V lim (4 - 3)

x—+=2 I_"_'z

=V lim 4x* — lim 3

x—+=2 x—4—2

= V4(-2)? -3

ORNEK2  Bir Rasyonel Fonksiyonun Limiti

(€) lim V4x? -3

b o L |

Toplam ve Fark Kurallan

Garpim ve Sabit Kat Kurallan

Baoliim Kuraly

Toplam ve Fark k

Kuvvet veya Cary

rs=12 ile Kuvvet
Fark Kurah

Carpim ve Sabit Kat

.
sl PS (-1 + 5

Sra—3 (1) +4-1?-3

=0

S

TANIM  Bir Fonksiyonun Limiti
- fix), x, civarinda (xo'da tamimh olmayabilir) bir agik aralikta tanimli olsun.
Her € > 0 sayisina karsilik,

0 < | x—xo| < 8 esitsizligini saglayan biitiin x’ler igin | f(x) - L|<e

olacak sekilde bir 8 > 0 sayist bulunabilirse, x x,'a yaklagirken, f(x) L limitine
yaklasiyor der ve

lim f(x) =L,

X—"Xp

Bana bir & verdiginde ben sana bir 6 vermeyi taahhud ediyorum.

Verecegim & siniri icinde kalirsan, yani fonksiyonda x yerine (xg- 8). (Xo+ d) arasinda bir deger verirsen,
fonksyonun degeri kesinlikle L- & ile L+& arasinda kalir.

Sen istedigin kadar kucuk & ver, ben sana 6 verecegim. & u diledigin kadar (sonsuz kucuk) yapabilirsin.

Xo = &0 Xo + dino
Yamit

|x —xg| <80 (bir sayr)

~
I
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= [
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-
=

Yeni Meydan okuma:
o)

~ 1000




f(xo)=5%-3=5 0.9985 -3 =1.9925

A Y y 1.9925 sayisi 1.99 ile 2.01 arasinda midir.
| it evet oyledir.
L+ 100,000 £=0.00000000000000000001 olmasini istiyorum. Buna uygun bir x, bulabilirmisin.
7 Tamam & = £ /5=0.000000000000000000002 xq yerine |1 — 8| olacak sekilde bir deger koy. Sonuc kesinlikle
_ L ' istedigin gibi olacaktir.
I I
| -
100,000 E £=0.00000000000000000000000000000000000000000010lmasini istiyorum,
/ : Tamam 6= & /5= £&=0.00000000000000000000000000000000000000000002
() . Z I "
0 0 Sonuc:
Yeni Mu::;dar; okuma: Yanit: Yeni Meydan okuma:
€= 100 000 | x = x| < 81100000 e i .
1R lim(5x —3)=2
x—]
y | ORNEKZ  Tanim Test Etmek
2 +d | ]m“THn=?
| oldugunu gosterin.
‘N Cozim  Limit tamminda xp= 1, f (x) = 5r = 3 ve L =2 koyun. Verilen herhangi bir € > 0
. _ 2 igin, x 2 lve 6 > 0 ve x'inxp= 1"e uzaklifn 6'dan kigciik ise, vani
0<x=-1]| <38.
0 ise fix)'in L = 2'ye uzakh@ e'dan kiiciiktir, yani
1fix) — 2| < e

ifadesinin dogru olacagi uygun bir § bulmaliyiz.
&’v1 e-egitsizlifiirden geriye Cofiru giderek buluruz:

7 (&5 =3) —2|=|x—-3|<e
OLCEKLIDEGIL Slx—-1| <e
x— 1| <ef5.
SEKIL2IS  f(x)=S5x -3 ise, pedl g
0 < |x— 1| <e/Solmast Boylece, & = /5 alabiliniz (§ekil 2.15). 0 < |x-1| <8 = €/5 ise,
| f(x) = 2| < € olmasim garantiler Be A 3] 2 LY Bl -1 i
Omet 2, [ 3) =2|=|5x—-5|=5|x - 1| < 5(¢/5) = e,
dur ve bu lim,_,;(5x — 3) = 2 oldugunu ispatlar.
0<|x—1|<8& olmasiun|5x-5|< eolmasim gerektirdigi tek deferé =€/ de-
geri degildir. Daha kiiciik he-hangi bir § da olur. Tamim “en iyi” pozitif § sormuyor, ise
varayacak bir tanz soruvor, n
L=2. x¢=I;

0 =& /5, yani bana verecegin £ degerini bese bol. istedinigin 6 budur.

£ =0.01 verilsin. iddia: yani ben oyle bir X, bulabilirmiyim ki f(xo) ile 2 ile arasindaki fark £=0.01 den kucuk
olsun. Boyle bir xo degeri varmidir.

Cevap: 6= £/5=0.01/5=0.002 yani xg yerine 1-0.002 ile 1+0.002 arasinda degerler verirsen f(xq) kesinlikle 2-
0.01 ile 2+0.01 arasinda bir deger olur, 2-0.01 ile 2+0.01 disina cikmaz. Ben bunu garanti ediyorum.
1-0.002=0.998, 1+0.002=1.002
2-0.01=1.99, 2+0.01=2.01

Deneme: 0.998 ile 1.002arasinda bir deger olarak 0.9985 veriyorum.
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