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TANIM R S ORNEK:B={(x,y):1sx<3, 0sy<4) bolgesi iizerinde flx, y) = 2xy
i T | fonksiyonunun iki kath integralini hesaplayimiz.
B kapali ve sinirh bir bolge ve f bu bélge tizerinde tanimii bir fonksiyon
olsun, B bolgesinin bir P ={ B, , B, ..., B, } parcalanmasi verildiginde, g 2 ; ?
= Ef L2 b parg Ein Coziim : f; flx,y)dA= fmﬂdxdy f ;.,,rmx]d}
AA, , B, bolgesinin alamni, (x;,y;) da B, bolgesinin herhangi bir nok- by B 0 !
tasini gostermek lizere 4 4
dtiia B - G AW | - T 3 3
= [ (x“y") ‘ ay= [y =y>)dy
RHPJ"Zf( k;}’k)ﬂﬂ;: : f }J ; f .}? G
-i-féadasinﬂ' f fonksiyonunun P parc;a]&nma’smaikargmk'-gﬂlﬁn Riemann top- | 3 St
lam: veya infegral toplanu adi verilir. X [ 8yidy=2y* | =24%*=512.
' ' o 1 : B
TANIM i !5 i i
. | | _ olur. Integrasyon sirasmm degigtirerek; yam 6nee v, sonra x degiskenine gore
Eger i | integral alinirsa sonug defismez. Gergekten
Bivrs é F ('I* :F:) AA ; 3 4 4
T e e _ ffﬂx y)dA = f2xy3dmx f fzrﬁd}
| 1
- limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun B iizerindeki iki kath integrali 4 G 3
i _
nir, . . f% 4| de= [128xdx =647 | =512
i fends: @ (14.1) i 5 5 |
E | | ar . * ¥ .
ile gosterilir. %}‘(I,'y). ifadesine integrant, B bdlgesine de integrasyon bil- DHHEK P i Katl Bir |I'ItEQI'E|l Hesaplamak
gesi denir, ' fooy)=1-6x ve RRO=<x=<2,-1=<y=<1 igin ﬂR f(x, y) d4’y1 hesaplaym.
| / il
B e o | (Birinel Fubini h&ur;mf : Caziim Fubini teoremiyle, *
B={(xy:asx=sb, ¢sy=sd} ve f:B—> R fonksiyonu siirekli olsun. |
Bu takdirde / fx, = [ f 1 — 6x*y)dxdy = / [x o 2.11:3r a‘y
b af b
[ reywda= [|[f(xy)dy dx:j{jf(,t,y)dr d | |
H - o S 18 1
i | = f (2 - 16p) dy = |29 — 82|, = 4
. . S O == = -1
- Bu teoreme gore, integrasyon bilgesi bir dikdortgensel bolge oldugunda integra- g B :
lin swas: degistirilebilir. g N . . - £ bulunur. Integrasyon sirasim degistirmek de ayni sonucu verir:
2 rl 2
" — : ]f (1 - 6x%) dy i = f [y - 3327, ds
0 J-1 0
e T i L 2
| | f[(1-3x (—1 —3x%]
7 : 5 y
ORNEK : B={(x,y): 1l <x<3, (0 <=y <4} bolgesiiizerinde fix, y) = 2y’ = 2 =
; - . - ~ = [ 2dx =4
fonksiyonunun iki kath integralini hesaplayimz. 127 0




BOLGEDE INTEGRASYON

y=B x=D

A [ [y,

y=A x=C
Seklindeki integrallerde integral bolgesi bir dikdortgendir.

A

C D

>
X

Bu durumda integrasyon sirasinin bir onemi yoktur. Once Xx’e gore yada once y’ye gore integral alinsa sonuc ayni olur.

y=B x=D x=D y=B

j j f(x, y)dxdy = j j f (x, y)dydx

y=A x=C x=C y=A

B) Integrasyonun x sinirlari sabit ise once y’ye gore integral alinir.
A

y y=h(x)
i x=B  y=h(x)
] [ £ 0x, y)dydx
{: — x=A  y=g(x)
A B X

C) Integrasyonuny sinirlari sabit ise once x’ye gore integral alinir.
A

y=D x=q(y)
j f (x, y)dxdy
- y=C  x=p(y)

X

D) Integrasyonun x ve y sinirlari sabit olnuyor ise bolge parcalara ayrilir her parcanin ayri integrali alinir ve toplanir.

X
=h(x) x=B x=q(y y=D
HATALI YAZIMLAR | [ f(x, y)ddy . ) v
y=g(x) x=A x=p(y) y=¢C

y=nh(x) x=qd(y)

J' f (x,y)dxdy  seklindekiintegraller anlamsizdir, hatalidir.

y=9(x) x=p(y)



ORNEK : B bolgesi y =2, y=2x parabolleri ile y=4x dogrusu tarafindan
sinirlanan bolge olduguna gore flx, y) =x+ y+ 1 fonksiyonunun B iizerindeki

integralini hesaplayimz.
Problemin degisik cozumleri mevcuttur.
Cozum 1)

2
=2x° y=x
Aky y

y=4x

y Y

=2x°

B,

»
|

X

»
|

X

y=x’

B,

Sorulan integral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=B;+B; oldugu aciktir. Dolayisiyla B; ve B, yi hesaplar sonra

P= B;+B, hesaplariz.

1= [[ feyyda+ [f foey)da
By B,

= f I[x+y+])dyd,1:+ /
0,2 3
2 A

-"F.d..
=fxy+-”*—+y
0 2

22
A

P

244 105 :
_244 1052 1296 _ 432 _gc 4

15 15 15 5

Cozum 2)

4.1
/(x+ y+ 1)dvdx

:
3l

4
1
dx + T+ —yi+y
X i/’(lx} 2} +})

4x
ngix &*Rx

by




2
=2x° y=x
Ay y

y=4x

2x°

v

v

Sorulan integral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=M-N oldugu aciktir. Dolayisiyla once N ve M yi hesaplariz

sonra P=M-N yi hesaplariz.

= . . l
e @) 1 ol X
N= [(X(MJ) "l’t’_‘.:'—’l -fl-ut)— (xtlﬁj] + - 4 )
0
L affx(

' % bt
| =/u7\?“-f3xx+wx-{-2x 4+ 2 X 4 ;(j
| a -

1 ) %

! 3 SIS
; :jé__zx"f__?'y\ ..i--{JX

) 2z
') A
T % J 8 4 ¥
— b of X 4w Tz
__-2.? L!'T 3 T

0
o B

|

.. fo 9 Lo

- x{—i—'X‘T + 7 + X f'l

5 2. 0

N =13 7660 - =13 3443 5)

' “< 1, KR ol ux
1
w\:j (x4a41) dy dx _ [ (xy -l-% +j)J X
A=D
g u\ﬂ(ﬂ_ %> zQ 1x L
T
&Y L) dx

T /

&T L
:f.(xu.-n} -g-Lﬁ_i—- roen) — <>€Cx“}~t‘

a

P

1,} DAK

¥
(XA X

x5 —éﬁfﬂ“"i?""l*z’{l'\
=7 yo 4 4
‘_—_ 100, 94~ = 00,266 ) -

I Ix* waz (00,1667

N:‘f@.féé:’

— 192, 26 -13 76

= gb.4 51
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Cozum 2.b)Yukaridaki integralde integral sinirlarini degistirerek once x e sonra y ye gore integral alarak da hesaplayabiliriz.

Ay x=\yf2 =y y

x=y/4

A X= \N

x=y/4

v




y=8 x=y/4 y=16 x=y /4

N= j j (X +y+1)dxdy, M= j j (x+y+1ldxdy,  N=13.8667, M=100.2667, P=M-N=86.4
y=0 x=,y/2 y=0 x=\/?
Cozum 3)
2
A, V=2X y= A y=2X
y=4x y=4x
J
Q K
- -

Sorulan integral Q alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=K+J oldugu aciktir. Dolayisiyla K ve J yi hesaplar sonra
= K+J yi hesaplariz.
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‘Bir mtegmlda once hdngi degiskenin diferensiyel; yazilmigsa Onee 0

deffigkene gore integral alinir. f(x,y) ifadesine en yakin s mrlar bnce difer-
| ensweh yazﬂan degiskenin sinirlandir, i

i
8 ol R Rl

TEOREM 142

{lkinci Fubini Teoremi)
i, v |a b] = R fonksiyonlan siirekli, Yx € [a, b] icin u(x) g v(x) ve

B={(xy):a s;s: < b Wx)su(x) } olsun. f2B-»R fonksiyonu siirekli
1se |

e e e T T e e T

b PL‘J

ff fle)a

dir, L
o5 ot e A I ittt il

i) dyds -

a uﬁr}

Teoremde stzil edilen B« bilgest yandaki gekilde gosterilmistir. Boyle bolgelere
diigey hasit bilge adi verilir, Boyle bir bolgede diigey olarak gizilen her dogru
pargastnm (st ucu y = v(x), altucu y = u(x) egrisi iizerinde bulunur, Bu dog-
runun biitiin bolgey! taramas igin x = ¢ dogrusundan baglayip x = b dojrusu-
na kadar hareket etmesi gerekir.

Benzer olarak, D={(x,y):c<sy<d, g(y)<xsy(y) } bolgesi tzerindeki

Integral by
‘ d )
|| fayyda= [ | fxy)dvdy
n : g g
igiminde hesapanebili. — 2

diisey basit bolge

i |
y=x"+|

D bolgesi tipindeki bolgelere yatay basit bélge adi verilir. Béyle bblgelerde ya-
tay olarak ¢izilen dogrular x = g(y) ve x =1(y) egrilerini birer noktada keser.

ik

&

O yatay basit bolge X
ORNEK : B={(x, v): 0=x=<3, 2x=sy=<x*+ 1} bblgesiiizerinde
i{“ 2y
H.I (x+ 1)2 integralini hesaplayimz.

(Coziim : Verilen bolgenin grafigi yanda verilmistir. Buna gére

3 ¥+ 3

dA:ff 2 dydxzf =

5 3 [+ 1)? q G+ 1)?

4y

2 .:rz+!

3
~ f{x3+ 1)2— 4x

0 (x+ 1)2

? f[;r?ﬂ—zx){,x P2+D)
(x+ 1)*

olur.

{(.r-—l:ﬁ dx=1 (17 | = =3B+ 1)=3

\ IL'I: —.15['

ORNEK : B bélgesi y =% ve x=)? parabolleri tarafindan simirlanan bolge
olduguna gore

[ dxdy
B
integralini hesaplayiniz.

Coziim : Verilen bblge yanda gosterilmistir. 4y v

N 1 JJ: ] %
[fdxdy = [ [dvax=[y]', ds
B 2 g 4

olur.

ORNEK : B bolgesi, birinci bélgede y = 4x2, y = x2 parabolleri ile y = 1
dogrusu tarafindan sinirlanan bélge olduguna gére

I=[[ (x+y)dA
i

integralini hesaplayiniz.



Cozim : Sozkonusu bolge yandaki sekilde gosterilmistir. Bolge yatay basit bol-
ge nldugundan dnce x degiskenine gore integral almak gerekir.
!

il
[ +xy
S =

_l'
II-I. }I A .!'- & 1

‘] ) {I e }l‘i"{'d"ﬂ d}’ i y=4yd  yERE
[ 2

() /¥

o (g b oa S.a. 1 an
_Uf(g}+2y )d}! 167 +51 ‘{}

2

Vo

bulunur. 4 .
ORNEK : /= f f xy dx dy integrali veriliyor.
4 Wi

(a) Integrasyon bilgesini ¢iziniz.
(b) Integrasyon strasim degistiriniz.

(¢) Integrali hesaplayimz.

¥

(H)I=1@ = j?=.?f2, I=%
Bu egriler ve dodrular ¢izilirse yandaki sekil elde edilir. Integrasyon sinirlarina

dikkat edildiginde, mntegrasyon bolgesinin tarah bélge oldugu goriiliir,

Coziim : = y=2x, y=0 ve y=4 tir.

(b) Once y degiskenine gore integral alalim. Bélge i¢inde y eksenine paralel
bir dogru ¢izildiginde, bu dofru parcasimn alt ucu y = x? efrisi, iist ucu y = 2x
dogrusu iizerindedir. Bu nedenle y nin sinirlant x* ve 2x dir. Bolgenin en sol-
unda bulunan noktanmn apsisi x = 0, en saginda bulunan noktanin apsisi x = 2
oldugundan, verilen integral

2 %
I=f fxy dy dx
D 2

(c) Integrasyon sirasinin degigmesi integralin degerini degistirmediginden, inte-
grallerden herhangi biri hesaplanabilir. Son integrali hesaplayahm.

biciminde de yazilabilir.

& o .
= [ [odyde= [ -

0 52 0

: 3 .3':75: _2 4 Ih 2_ 06
=[-! (?_1: —?)fﬁ’f—zi -TE‘ |{21 E

olur.

Limit ve toplam semboliiniin 6zelikleri gbzoniine alindifinda asagidaki 6zelik-
lerin varhg kolayca gosterilebilir, Buradaki f ve g fonksiyonlart B iizerinde
surekll fonksiyonlardir, 140

4
_ ({3 I
_.[3[(5,1:4+1: + x ) + {("EI —X" +]LIE+4I)

(1) Her ¢ sabiti igin

Jf cfxyda=c [f fay) da
B B

dar.
@ [fep+gey)]da= [[ fayda+ [ ga.yda .
B B B

(3) B, ve B, , arakesitleri, en fazla bir egri pargasi olan iki bolge ise

JI fixyda= ff flx,y)dA+ f [ fix.y)da

H]UBE
drr.
(4) Her (x, y) € B i¢in fix,y) < glx, y)

Jf feyyda< ([ gxyda
B

i)

dir.

ORNEK : B bolgesi y =%, y=2x> parabolleriile y=4x dogrusu tarafindan
sinirfanan bolge olduguna goére flx, y) =x+ y+ 1 fonksiyonunun B iizerindeki
integralini hesaplayimz.

Coziim : Sozkonusu bdlge yanda gosterilmigtir. Bu bélge iki diisey basit bil-
genin birlesimi oldugundan, istenen integral iki integralin toplami olacaktir.

I= [[ feyyda+ [f feeyda
B By

2 0xd 4 4
—f f(x+y+1)d}a',x+ f [(x+}+1)dydx

.-'l-' 2 .I

X s 5 1 I 11 4
{3 51 . 1l .5 .0
(ml x? ( i 4I+3I+2‘r)‘2
_244 1052 1296 _ 432
15 15 15 s
} &
ORNEK : /= / f cos(x?)dxdy integralini hesaplayiniz.
"2 141
Coziim : cos (x*) fonksiyonunun x degiskenine gére integrali hesaplanamaz.

Simdi integralin sirasin1 degistirelim. Bunun igin énce integrasyon bélgesini ci-
zelim



Y= % ise y=2x ve x=1 dogrulan ¢izilirse integrasyon bdlgesinin, yandaki
sekilde taral olan bélge oldugu goriiliir,
Once y sonra x degiskenine gore integral alinirsa | / y=2
|

cos (x%)dydx = fms(xz)yﬁdx
n 0

!

I
:Hh""‘“:_

|
=f2xcos(x2)dx=sin(xz) ‘Iﬂ=3in |
0

bulunur.

ORNEK : B bolgesi x = y*> paraboliiile x+y=2 dogrusu tarafindan sinirlanan
bolge olduguna gore

I= f f dA  integralini hesaplayimz.
B

Coziim : Integrasyon bolgesi yanda ¢izilmigtir,

Buna gére o 2
\ X=¥=
‘! ! o | 2'_} (I'l-ll}
I= [ [ddy= [xf
~2 2 -2

Yukandaki integral, integrasyon sirasin
degistirerek

I=ﬂ dydx+ || dydx

B, B 2
4 2-2x
j [dvdx+f jd}m
0 _fx fI
4

[ afmne [ fomss )i
0 0

9 i
5 142

0

biciminde de hesaplanabilir.




Integrasyon Sinirlarini Bulmak 1076

Simdi, integrasyon smirlarim bulmak igin, diizlemde bir ok bdlgeye uygulanabilen bir
prosediir veriyoruz. Bu prosediiriin ige yaramadif1 daha karmasik bolgeler, ¢ogunlukla bu

prosediir uygulanabilecek sekilde pargalara ayrihr,
ffR f(x, v)dA integralini, 6nce y’ye sonra da x’e gore integre ederek hesaplamak

i¢in, agagidaki adimlan 1zleyin.

1. Cizim. Integrasyon bolgesini ¢izin ve strlayic: egrileri belirtin.

> X

2. Integrasyonun y stmirlarint bulun Artan y yoniinde R'den gegen dikey bir L dogrusu
hayal edin. L’nin girdigi ve ¢iktig1 v degerlerini isaretleyin. Bunlar integrasyonun y
simrlaridir ve genellikle x"in fonksiyonlandirlar (sabit yerine ).

¥
T T yz‘ufl—_t:z’d@

/ ¢ikar

v=1—xte
girer

L - i
i 2

3. [Integrasyonun x-smrlarim bulun R'den gegen biitiin dikey dogrular kapsayan x-

simrlarmm segin. Integral
/ f(x,y)dA =
R

=1 pv=V\1-x |
/ / flx,v) dvdx
" x=0 Jy=]1—x

olur.

:

0
#
En kiigik x En biiyiik x
x = 0'dr x = 1'dir,

Aymi iki katl: integrali, integrasyon siras1 degismis tekrarli integral olarak hesap a
i¢in, 2. ve 3. adimlarda dikey dogrular yerine yatay dugrrumr kullanin, Integral '

f(x, y) dx dy

E

olur.

ORNEK 4  Integrasyon Sirasini Degistirmek

L P
/ﬁ (4x + 2) dy dx
0 Jx

integralinin integrasyon bolgesini ¢izin ve integrasyon sirasi degistirilmis egdeger bir in-
tegral yazin.

Cozim  Integrasyon bijlgesi, ¥ <y < 2x ve 0 = x < 2 esitsizlikleriyle verilmektedir.
Dolaywsiyla, x =0 ve x = 2 dogrulan arasinda y = x” ile y = 2x egrilerinin simrladig
bolgedir (Sekil 15.13a).

SEKIL15.13  Ornek 4’{in integrasyon bélgesi !

Degistirilmis sirada integrasyonun smirlarim bulmak icin, bdlge boyunca seld
giden bir vatay dogru haj,fal ederiz. x = y,/2'de girer ve x = Vy'de gikar. Bayle biltis
lar1 kapsamak iizere, y’yi y = (°dan y = 4’e gotiiriiriiz (Sekil 15.13b). Integrsl!

Vi
// (4x + 2) dx dy
S0 Sy

olur. Bu integrallerin ortak degeri 8'dir.



ALAN HESABI

R boélegesinin alam

A=/7dﬂ
-
x=B y=h(x)

Alan= | | dyex

Tek degiskenli fonksiyonlarda alan
negatif olabilir.

I 'ﬁfﬁlm_




ORNEK : 2y = x? — 4x parabolii ile y = x dogrusu arasinda kalan bdlgenin
alanini hesaplayiniz.

Coziim : S6z konusu bilge yandaki sekilde tarali olarak gosterilmistir. Bu bolge
bir diisey basit bélge oldugundan, integrali 6nce y, sonra x defiskenine gore
almakta yarar vardir. Buna gére A alam

X

0 %(Iimh) o 13(x2-a)
b Lol B oo T ik
= | (Sx—ixz)dtz—'z—xz—gf |u=54— 36=18 birimkare olur.
ﬂ f

ORNEK : y = egirisiyle y = x dogrusu tarafindan sinirlanan bolgenin alanini
hesaplayiniz.

Coziim : Alam istenen bolge yanda gosterilmigtir. Sekilden de goriildigii gibi,
stz konusu bolge iki basit bolgeden meydana gelmisgtir. 147 ‘

Dolayisiyla

e m wr w—r




232)Bir cismin agirligi o(x,y)=x’y olarak degisiyor. Asagidaki noktalardaki agirliklari bulun. A(2,3), B(5,6), C(0,0)
Cevap: A(2,3), x=2, y=3, o(x,y)=x"y=223=12
:B(5,6), x=5, y=6, o(x,y)=5>6=150

x=B y=h(x) x=B y=h(x)
Alan= _[ Idde , — Kutle M= _[ IU (x, y)dydx
X=A y=g(x) X=A y=g(x)
x=B y=h(x) x=B y=h(x)
j IXO'(X,y)dde j IXO‘(X,y)dde
X = XZA y=9(0 _ X=A_ y=0(©
Agirlik Merkezi M x=B y=h(x) M
j J'a(x, y ) dydx
X=A y=g(x)
x=B y=h(x) x=B y=h(x)
[ Jyoooyydydx [ [yo(x, y)dydx
y, = XA y=90 _ X=A y=g(0)
M x=B y=h(x) M
[ Jo(x y)dydx
X=A  y=g(x)

ORNEK : Bir kenarinin uzunlugu 3 birim olan kare seklindeki bir levhanin
yogunlufu, her noktada o noktanin karenin bir kdsesine olan uzakliginin karesi
ile orantili olarak degigmektedir. Bu levhanin kiitlesini bulunuz.

(Coziim : Karenin stzkonusu kdgesini orijin, bu koseden ¢ikan iki kenar da koor-
dinat eksenleri olarak alalim. & oranti katsayis: olmak iizere

o (x,y) =k (x*+?) nlacagmdan

3 oy
M= tjﬂ ,: fﬁk(.x + y* )d'ydx Jlj,:: 1,:+ ] dx e (3,3)
=r’(f(34;3+9)fit=k(,r3+9_r) |:;:54,{' x24y2
0 -
bulunur. o > )
’
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ORNEK : y2=4x+4 ve y*=-2x+4 parabolleri tarafindan sinirlanan bélge-
ye yerlestirilen homogen levhanin agirhk merkezini bulunuz.

Coziim : Once levhanin alanim bulalim.

1

2 3 (4-5?) 2 363 2 |5(4-5?)
A:f f dxdyzzhl fdxdyz?,fx dy
IO O
o B 0 [P
= Gﬂ-yz)dy=6y—_-—y3 = § br?
/(-3 2|
bulunur.
o B
, L4y 1 2 ;2 > (4 })dy
% =5 [[xddy=5 [ [xdeay=822 |
& 8 | 7 (5%-4)
P T

olur. Bélge Ox— eksenine gore simetrik ve levha homogen oldugundan y =0

olacaktir. O halde agirlik merkezi M (% , 0) noktasidir. 154



ORNEK : x=0, y=0 ve x+y=1 dogrulan tarafindan sinurlanan iiggensel
bolge icine yerlegtirilen bir levhanm (x, y) noktasindaki yogunlugu o noktanin
koordinatlar1 carpimina egittir. Bu levhanmn agirlik merkezini bulunuz.

Coziim : 65 i

M= [[o@y)dwdy= [[ xydudy= [ [ xydydx
B B

&Y
¢ 0

\ | 2 i 1 |

1] o
/2

1y 9.z 1
r::rl\;'-u 27 37 T47 |l

olur. Buna gére
| 1-2

#ffx O (x,y) dxdy = 24 f f.r.xydyd.x
0 0

|
dx=1zj.x2{1—x}?¢r
(

X

} —x

=2 l "',:'('2_}‘2 ‘n

|
=12 f(x2-1r3+x”')dx= 12(%1:3- lJ{“‘+l.1:?5) ‘1
0

N .
-12( 2+5) 5
2

bulunur. Benzer gekilde y= < oldugu gésterilebilir. Buna gore verilen levhann

agirlik merkezi (% 1%) noktasidir,

13| —

Lh



v

(1,2)

SEKIL 15.17

ORNEK4  Degisken Yogunluklu Ince Bir Plakanin Kiitle Merkezini Bulmak

Ince bir plaka, birinci doértte bir bolgede x-ekseni ile x = 1 ve y = 2x dogrularimn
simrladign  tiggensel bolgeyi kaplamaktadir. (x, y) noktasinda plakanm yogunlugu
8(x, y) = 6x + 6y + 6’dir. Plakanin kiitlesini ve koordinat eksenleri etrafindaki birinci mo-
mentleri ile kiitle merkezini bulun.

Cozrim  Plakay gizer ve hesaplamamiz gereken integrallerin integrasyon simirlarim be-
lirleyecek kadar detay ekleriz (Sekil 15.17).
Plakamin kiitlesi

e ] g
M=// S(x,y)dydx=]/ (6x + 6y + 6) dy dx
0 Jo 0 Jo
v=2x

!
l [
= ] {fmy + 3% + 6y} dx
] =0
L

1
=f (24x* + 12x) dx = {83:_3 + ml} = 14
0 0

olarak bulunur, -
x-ekseni etrafindaki birinci moment

1 £2x 1 2x
M, = // yo(x,y)dydx = // (6xy + 6y* + 6y) dy dx
0 J0 o Jo

L =2y 1
=/ {3){)}2 + 2p% + 3y2]' dx = f (28x° + 12x%) dx
0 =1} ¥

1

= {Tx“ T 4x3J =11 olur.

{F

Benzer bir hesaplama, y-ekseni etrafindaki momenti verir:

1 fax
M, =f / x8(x, y) dy dx = 10.
0 .Jo

Dolaysiyla kiitle merkezinin koordinatlan

L J | . (—
M- 147 7

=l
SES

il olur.
14




UC KATLI INTEGRALLER

B y=h()  z=w(x.y) y=D  x=q(y) z=w(xy)
I .[ J'f(x,y,z)dzdydx, J' I I f(x,y,z)dzdxdy,
x=A y=g(x)  z=Uu(x,y) y=C  x=p(y) z=u(xy)

7=8 y=4z X=yz

(xeyz + cos(xyz))dxdydz

7=5  y=sin(z) x=y’+73

Ornek

x=2 y=5x*  z=x’+y

J= J. I I (4x*z + y)dzdydx  integralini hesaplayin.

x=0 y=4x z=1

Cozum
x=2 y=5x> z=X’+y x=2 y=5x> [ z=xC+y

J= j I I(4xzz+y)dzdydx: I I ( I (4xzz+y)dszydx
X=0 y=4x z=1 x=0 y=4x z=1

Ic integrali hesaplayalim.
7=x*+y

7=
z=1

7=x*+y 22
j @x’z+y)dz= (4x2 -+ yz]

z=1

z=1

=F  y=n(z) x=t(y.z)

2=E y=m(2) x=r(y.2)

=20 (X 2y + Y ) (Y + YD) =X +Y) =2X 44X Y 42Xy Yy Yyt —2X -y

Ustte yerine yerlestirelim.
x=2  y=5x

J= J. I 22X +4x Yy 42Xy +yxX* + Y —2x7 —y)dydx

x=0 y=4x

x=2 [ y=5x
J= _[ { J X +4x Y 42Xy +yX + Yt =27 —y)dy}dx

x=0 y=4x
y ye bagli ic integrali hesaplayalim
y=5x>

J. X +4Ax Y +2X°Y? + Y +y? 2% —y)dy

y=4x

y=5x

2 3 2 3 2
= 2x6y+4x4y—+2x2y—+y— x> +y——2x2y—y—
2 3 2 3 2

y=4x

_2X2(5X2)_ (5)(22)2

252 25\3 252 243
:(2x6(5x2)+4x4—(5)(2) +2x° (5)(3) +(5X2) X + &%)

|

—(2x6(4x)+4x4 (4;()2 +2%° (49’ + (4%)° X+ (4;()3 —2x° (4x)—%] =K(x)

3 2
K(x) ifadesi integralde yerine konularak
X=2
J=[ K(odx
x=0

Interali hesaplanirsa
J=456.321 bulunur.

f(X,y,z)dxdydz

= (2xzz2 + yz] o 2 (X +Y)’ + V(X +Y) —[2x212 + yl]



UC KATLI INTEGRALDE SINIRLAR

Aciklamalar

x=3: sayi dogrusu uzerinde bir noktadir
0
3

| [ ] »
T »

x=3: x,y ekseninde bir dogrudur
y

3

V %

x=3: X,y,z ekseninde bir duzlemdir

z

X=X, y=f(x) z=g,(x,y)
Hacim formulu I dz dy dx
x=x y=fi(x) z=g,(xy)

Tek degiskenli integraller

j’.
a
b

J

a

S R e 0 ey T

0 ey 0 ey T

dx=x[=b-a

AL

xclx:x7 =%(b2—a2)
Xn+1
x"dx =
n+l1
n+l
(ax + b)" dx _ (ax+b)" |
a(n+1)
px
e™ dx = ¢
Pl

b
cos(ax)dx = lsin(ax)
a

a

sin(ax)dx = — lcos(ax)
a

b

a

b

a

1 b
[—dx=Tnx]
Z X

b
j ™ £'(x) dx = e™

a

b
a

x=B y=D z=F

A) I I '[f(x,y,z)dzdxdy,

x=A y=C z=E

Seklindeki integrallerde integral bolgesi bir dikdortgen prizmasidir.




Bu durumda integrasyon sirasinin bir onemi yoktur. Once x’e gore, once y’ye gore, once z ye gore integral alinsa
sonuc ayni olur.

x=B y=D z=F y=D z=F x=B z=F x=B y=D
I I I f(X,y,z)dzdxdy = I j j f(X,y,z)dxdzdy = I I I f(x,y,z)dydxdz
x=A y=C z=E y=C z=E x=A z=E x=A y=C

UC KATLI INTEGRAL UYGULAMALARI

Hacim Hesabi
x=B y=h(x) z=w(x,y)

A I I

x=A y=g(xX) z=U(X.y)

z=u(x,y) z=—o dan gelirken hacmi hesaplanacak bolgeye ilk temas eden yuzey denklemi.
z=w(x,y) hacmi hesaplanacak bolgeden cikip z=+o a giderken cikista temas eden yuzey denklemi .

y=g(x)  hacmi hesaplanacak bolgenin x-y duzlemindeki izdusumunu alalim. Izdusum bir yuzeydir. y =—co dan
gelirken bu yuzeye ilk temas eden egri denklemi y=g(x) dir.

y=h(x)  hacmi hesaplanacak bolgenin x-y duzlemindeki izdusumunu alalim. Izdusum bir yuzeydir. Bu
yuzeyden cikip y =+o0 a giderken cikista temas edilen egri denklemi.

x=A, x=B izdusumun x eksenindeki sinirlari.

ORNEK 435)Sekildeki dikdortgenler prizmasinin hacmini hesaplayin.

x=B y=h(x) z=w(X,y)
jdzdydx

x=A y=g(x) z=u(X,y)

Hacim=



%
z — bolgeden cikip z=+ a giderken cikista temas eden
Fl- yuzey z=F duzlemidir.

z =—wo dan gelirken ilk karsilasilan yuzey z=E

; duzlemidir.

X
x vey sinirlarini bulmak icin hacmin x-y duzlemindeki izdusumunu aliriz.

A

z y
Iki boyutda D l---__
gosterim
C ____ ' :

<V

>
w
x

A
y ﬁyuzeyden cikip y = +oo a giderken
D p----- cikista temas edilen egri y=D
dogrusudur.
C{----- .
A B x y =—o0 dan gelirken yuzeye ilk
temas eden egri y=C dogrusudur

Benzer sekilde x =—owo dan gelirken yuzeye ilk temas eden nokta x=A, yuzeyden cikip x=+ oo za giderken son
temas noktasi x=B dir.

H:J' .[ Z_[dzdydx—.[ _[ Z_[dz dydx= X_[ j( )dydx

x=A y=C z=E x=A y=C \z=E x=A y=C
x=B y=D x=B

H = j j (F —E)dydx= j (F-E j dy |dx= j (F—E)D-C)dx
x=A y=C X=A

H :(F—E)(D—C)(B—A)

Ornek: x+y+z=2, x=0, y=0, z=0 duzlemleri tarafindan sinirlanan dortyuzlu icine yerlestirilen cismin hacim

integralini yazin.



i

x degiskeni 0<x<2 arasinda degismektedir.
x1=0, x,=2
y degiskeni x ekseni (y=0) ile x+y=2 dogrusu arasinda degismektedir. f}(x)=0. £;(x)=2-x
z degiskeni x-y duzlemi (z=0) ile x+y+z=2 duzlemi arasinda degismektedir. g;(x,y)=0. g2(X,y)=2-x-y

hacim formulu.

ORNEK : ; = y? silindiri, z=0, x=0, x=1, y=-1 ve y=1 diizlemleri

2 tarafindan sinirlanan bolgenin hacmini bulunuz.
L e £k . .. ’ oanin IR, ;
ez E ;f Coziim : Hacmi istenen bolge yanda gosterilmigtir. Bu bélgenin x 0 y- diizle-
L ) ;?5 | mi iizerindeki dik izdiigimii B={(x,y):0sx<1, -1 sy=<1} dikdorgensel
:' 1 bblgesidir. Buna gire

- R 11 Ly 2 by

B Y= pilx = Ydydy= | = =— [dx=—

] o [ aes foe

i .
birimkiip olur.



ORNEK 1 Bir Hacim Bulmak
z=x+3" ve z=8-x*-)? yiizeyleriyle cevrelenen D bélgesinin hacmini bulun.

Coziim Hacim, F(x, v, z) = 1’in D {izerindeki

- [fava

integralidir. Integrali hesaplamak i{;in hltegrasyon SlIllTlEI.I‘lI‘II bulmak p ce b o

Ti uzermde kesisirler. D nin xy-diizlemine deusumu olan R holgesmm smm, (denk e
ulan bir elipstir: x* + 2)* = 4. R’nin “ist” smm y = V(@ — x2)/2 egrisidit &

-4 —xz)/ egrisidir.



L 1102

2,0.4% 2= + 35
z = 2% 4 3y"'den
girer TR RERRRt TR e
y=-V{4 - xz)fz’dgn _.;; ' ,, T
oirer, i S

¥y = V(4 - x%)/2'den ikar

SEKIL 15,28 Tki paraboloid tarafindan gevrelenen bu bdlgenin hacmi Ornek
1" de hesaplanmaktadir,

Integrasyonun z-sinirlarini bulalim. R nin tipik bir (x, 1) noktasindan, z-eksenine paralel
olarak gegen M dofirusu D’ye z = X+ 3 dengirervez=8 x - VP den gikar,

Simdi de intcgrasyonun v-simrlarint bulahm. (x, y)'den, y-eksenine paralel olarak
gecen L dogrusu R'ye y = —\/a — x%)/2'den girerve y = V(4 - x2)/2.den cikar.

Son olarak integrasyonun x-stmrlarm buluruz. L, R’yi tararken, x’in dederi
(=2, 0, 0)ydax=—-2den (2,0, 0)'da x = 2’ye kadar degisir. D’nin hacmi

o [ e

D



2 PN (43472 pR-xi—yt
= / / : / dz dy dx
Vid—x?2 Je2en?

P id- ¥4)/2
// (3_21 — 4y%) dy dx
"'.{4 P

v="\ (d—x")2

=/ [[8 = 2%y —%y?’} o dx
- = y==V{4- x%)/2

) ![2 (2(8 ~ Zr_%E _ 58 (4 ;x2>3_.-':)c&

2

5N 312 N 3f2 2
:/:2 [8<4—2x) _%(4__2.53) }dx:%\/’:’/ (4_x2)3f'2dx

= 371‘\/2.‘}. v= 2 sin ¢ déniisimii ile integrasyondan sonra




IL15.29  Dért yiizti ile smitli £
lgesinde taniml bir fonksiyonun iig katl
ini hesaplamak i¢in integrasyon
mrlanm bulmak (Omek 2),

ST W SLP I UEIATUG WY (VAU SO '1 .

Siradaki érnekte, farkh bir integrasyon sirasinin nasil kullamldigmny
D’yi xy-diizlemi yerine xz-diizlemine iz diisiirliyoruz.

ORNEK 2 Integrasyan Simirlarini dy a7 dx Sirasinda Bulmak

Késeleri (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) ve (0, 1, 1)de olan dort yiizlii ile sl D bolgesin
bir F(x, 3, z) fonksiyonunun ii¢ katl: integrali igi}; integrasyon sinirlarini belirleyin,

Coziim  D’yi xz-diizlemindeki “gélgesi™ R ile birlikte cizeriz (Sekil 15.29). D’nin fist "

(sag taraftaki) sinir ylizeyi y = 1 diizlemindedir. Alt (sol taraftaki) sinir yizeyy =x +z
dizlemindedir. R’nin st siin z =1 —x dogrusudur. Alt sinir z = 0 dogrusudur.

Once integrasyonun y-sumrlarini buluruz. R™nin tipik bir (x, z) noktasindan y-ekse-
nine paralel olarak gegen dogru D'ye y =x + z'den girer ve y = 1'den gikar.

Sonra integrasyonun z-sinirlarim buluruz. (x, z)'den z-eksenine paralel olarak gegen
L dofrase Riyez=Udan guet ve 7=\ — ¥'en gikar.

Son olarak integrasyonun x-sinwlanimi buluruz. L, R’yi tararken, x'in degerleri:

x=0dan x = I'e degisir. Integral
i=x r1
/] / Fx, y,z) dy dz dx I
0 .Ju 14z

ORNEK 3 Dmek 2yi dzdy dy Siras le Tekrarlamak

Flx, 3. z)’yi dort yiizlii ile siirli D bdlgesinde dz dy dx sirast ile integre etmek igin‘adimla-
I asagidaki gibi diizenleriz.

Once integrasyonun z-sinirlarini buluruz. xy-diizlemindeki “gélge” nin tipik bir
(¥, ») noktasindan z-eksenine paralel olarak gecen bir dogru D’ye z = 0'dan girer ve
denklemi z = y — x olan iist yiizeyinden ¢ikar (Sekil 15.29).

Sonra integrasyonun y-smurlanini buluruz. xy-diizleminde, z = 0, ddrtyiizlinin egik
yiizeyl dizlemi y = x dogrusu boyunca keser. (x, y)'den y-eksenine paralel olarak geger
bir dogru xy-diizlemindeki gélge’ye v = x’ten girer ve y = 1’den cikar.

Son olarak integrasyonun x-sinurlarim buluruz. Onceki adimdaki y-eksenine paralel
dogru gblgeyi tararken, x’in degerleri x =0'dan (1, 1, 0)'da x = 1’e degisir. Integral

I f1 fy—x
/// Flx, v, z) dzdy dx
0 Jx JO

olur. Ornegin, F(x, y, z) =1 ise

1 £ pymx
=// dz dy dx

olur.

bulunur.



Ayni sonucu dy dz dx sirastyla integre ettigimizde de buluruz,

1104

1 =g 75 1
V=/f f dydzdeE. &
0 Jo ol

Gordiigiimiiz gibi, bazen (ama her zaman degil) iki kath integralleri hesaplamak i¢in
ardigik tek katls integraller iki farkli sirada ahmabilir. dx, dy ve dz alt farkh sekilde
siralanabildiginden, iig kath integraller igin bu say1 alti olabilir. Her siralama, uzaydaki in-
tegrasyon bolgesinin farkl bir tanimlamasim ve farkh integrasyon siirlar: verir.

ORMEK 4  Farkl Integrasyon Siralanini Kullanmak

Asapidaki integrallerden her biri Sekil 15.30°da gdsterilen kati cismin hacmini verr.

1 fl-—z p2 1 fl—y f2
(a) f f [ dx dy dz (b) [ / dx dz dy
0 Jo 0 0 J0 0
I 2 fl-z 2 L opl-z
(c) f f f dydxdz (d) f f ] dy dz dx
0 Jo JO 0 JoJo
12 fl=y A O S i
@ [ o [ [ ewn
o JO JO 0 Jo Jo

apliyoruz.

1 fl-y p2
V=/f /cirdzdy
el 0 (h)deki integral
I pl—y
:_// 2dz dy
0 Jo
1 z=1-y
:f ‘:22} dy
0 =0
|
2 / 21 — y)dy
0
1.
SEKIL15.30  Ornek 4, bu prizmamn L p2 ploz
igin alt1 farkh ardigik ti¢ kath integr = / / / dy dx dz
Verit. Vil 9 (cydeki
I p2
Z[](l--z)dxdz
o Jo
1 =2 1
Zf[x—zx} dz =](2—Zz)dz =1
H x=0 A0

(a), (d), (e) ve (fydeki integraller de V= 1"1 verir.

mtegral




x=B y=h(x) z=w(xy) x=B y=h(x) z=w(xy)
Hacim= I I dzdydx, — Kutle M= j ja(x, y, Z)dzdydx
X=A y=g(x) z=u(x,y) X=A y=g(x) z=U(X,y)
x=B y=h(x) z=w(x,y) x=B y=h(x) z=w(Xx,y)
I .[XG(X, y, z)dzdydx j J‘X(T(X, y, 2)dzdydx
. g . x=A y=g(X) z=u(Xx,y) _ x=A y=g(x) z=u(Xx,y)
Agirlik Merkezi Xy =~ Yoh(0 Z=w(x.y) = M
j ja(x, y, 2)dzdydx
Xx=A y=g(x) z=u(x,y)
x=B y=h(x) z=w(x,y) x=B y=h(x) z=w(x,y)
J' I yo(X,Y,z)dzdydx j J‘ yo(X,Y,z)dzdydx
_ X=A y=9g(x) z=u(xy) _ X=A y=g(x) z=u(x,y)
Yvw = =B y=h(x) z=w(X,y) -
M
j J'a(x, y, 2)dzdydx
Xx=A y=g(x) z=u(x,y)
x=B y=h(x) z=w(x,y) x=B y=h(x) z=w(x,y)
J jZJ(x, Yy, z)dzdydx I IZJ(X,y,Z)dZdde
_ X=A y=g(x) z=u(x,y) _ X=A y=g(x) z=u(x,y)
Y = s y=h(x)  z=w(x,y) - M
j Ia(x,y,z)dzdydx
X=A y=g(x) z=U(X.,y)




ORNEK : x+v+z=2, x=0, y=0, z=0 diizlemleri tarafindan simrlanan
dortyiizli i¢ine yerlestirilen bir cismin her noktadaki yogunlugu, o noktamin xOy
diizlemine olan uzakligina esittir. Bu cismin kiitlesini bulunuz.

Cozim : o (x,y, z) =z olacagindan

2 d-x 2-x-—y

lef _] fzdzddxm%

0 0 0
§ 3 E 1
e Nt e s L
= 6uf{2 x }}[ =
e Vs it X8 B
& 24{2 ) 24 3




Duzlemde Kartezyen ve Kutupsal Koord. Sist.
Duzlemde bir noktanin x,y ile belirtilmesi kartezyen
koordinat sistemi olur.

Bir noktanin r(genlik,uzunluk.mesafe) ve o (aci) ile

Ny

belirtilmesi kutupsal koordinat sistemi olur. 127"
A X=r cos 0 ..................... -4
y . y=r sin 0
r
A0 . Ny v dx=3, y=-4, D 1=\/XC + y* =4/3% + (—4)* =5,
X o=tan” Y. 0 =tan L =tan(-4/3) =-53.1°=360-53=307
X
X
-1 . A

tan (z): arg tan(z) demektir.
P611) Asagidaki kartezyen koordinat sisteminde verilen 307" 3
noktalari kutupsal koordinat sisteminde belirtin. a)(3,4) AR >
bY34), O(-3-4), A34) P
Corum: EN
a)x=3, y=4, D r=/X* + y* = 3* + 4 =5,

o=tan” ¥ =tan”'(4/3) = 53.1°
X P613) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen

A noktalari kartezyen koordinat sisteminde belirtin.
a)(r=3, 0=45") b)(r=3, =225

4 o o)(r=10, 0=225%, d)(r=10, 0=-60°),
ol b > Cozum:
3 2)0=45", =3

x=r cos(45%) =3 0.707=2.12
y=rsin(45%) =3 0.707=2.12

b)x=-3, y=4, D 1=/X* + y* =4/(=3)? +4* =5,

A
0=tan"! ¥ =tan"(4/(-3)) =180-53.1°=127" 212 ,
X 3,/’
“ /,’,_) 450 | -
2.12 "
beereraersrenaerens 4
0 b)0=225", =3
0 127 ’
= (N > x=r1¢c08(225") = 3 (-0.707 =- 2.12
-3 y=rsin(225%) =3 (-0.707) = - 2.12

A

: 3_>
127° P

f 212

O)x=-3, y=-4, D 1=1/X> + Y’ =1r=1/(=3)> + (-4)* =5,

0=tan” ¥ =tan"(-4/(-3)) =180+53.1°=233°=360-233"=-
X

)0=225" =10
x=r c0s(225%) = 10 (-0.707 =-7.07
y=r15in(225%) = 10 (-0.707) =- 7.07




A
7.07 228
. ( N
0
....................... -7.07
d)0=-60°, =10

x=rcos(-60") =10 0.5= 0.5
y=rsin(-60%) = 10 (-0.86) =- 8.6

A

Kutupsal koordinatlarda gosterim:
Kutupsal koordinatlarda verilen bir noktayi koordinat
sisteminde gostermek icin uc turlu yol ile cozebiliriz.

Birinci yol: onceki problemde oldugu gibi kartezyen
koordinat sistemine cevir ve X,y noktalarini bul.

Ikinci yol: a) merkezi orijinde olan r yaricapli bir daire
ciz. b) x ekseni ile 0° lik aci yapan dogrunun daireyi
kestigi noktayi bul.

Ucuncu yol: a) x eksenine 0° lik aci yapan dogruyu ciz.
b)Dogru uzerinde orijinden r kadar git ve noktayi bul.

P617) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen
noktalari koordinat sisteminde gosterin. a) (r=3, 6=45°)

Ikinci yol: ile cozelim.
=3 yaricapli daire ciz.

0

x ekseni ile 0=45° ik aci yapan dogru ciz.

Ucuncu Yol a) x eksenine 45 ° lik aci yapan dogruyu
ciz.

145/ S

b)Dogru uzerinde orijinden r kadar git ve noktayi bul.

o

»

P618) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen
noktalari koordinat sisteminde gosterin.

a)A (r=3, 0=0°)  b) B(r=3, 0=30") ¢) C(r=3, 6=45"),
d)D (r=3, 6=60") ¢)E (r=3, 6=90°)

Cozum: noktalarin hepsinde r=3 dur o halde noktalar
r=3 yaricapli cember uzerinde bulunacaktir.

o
N

0=0°, 0=30°, 0=45°, 6=60" 6=90°
acilarin cemberi kestigi noktalar aranan noktalardir.

v

3

1
(98]

v

1
W

v

1
(98]
D

RO

v

1
W

,| 6=90

v

(

P617) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen
noktalari koordinat sisteminde gosterin.

a)A (r=3, 0=0")  b) B(r=3, 6=30")

d)D (=3, 0=60") e)E (=3, 6=90°)

fF (=3, 0=120°)  g) G(r=3, 6=180")



h) H(r=3, 6=225°), j)J (=3, 6=270%) k)K (=3, 6=330") | Kutupsal koordinatlarda Grafik Cizimi.

Derece olarak belirtilmemise © devamli olarak radyan
Cozum: noktalarin hepsinde =3 dur o halde noktalar | alinir.

r=3 yaricapli cember uzerinde bulunacaktir.

E 5 Ornek 312 : r= 0, grafigini cizin.
F/\B O(radyan) | 0 | 0.1 | 1.57 [ 3.14 | 6.28 | 10
/ O(derece) | 0| 5.7]190 [ 180 | 360 | 572

G L,

| / > r 0]10.1]1.57(3.14]6.28 |10

P623) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen 1.57
noktalari koordinat sisteminde gosterin. K
a)A (=3, 0=60%) b)B (=6, 6=60") 3.14 6.28

v

A
a)C (r=9, 6=60") a)D (r=12, 6=60") / \_J
Cozum. noktalarin hepsi 6=60° lik aci dogrusu
uzerindedir.

Ornek 313: r=1+cos(0O), grafigini cizin.

O(derece)| 0 | 45 | 90 | 135 | 180 | 225 | 270 | 315 |360
r 21171 03 10 03 |1 1.7 |2

-,
1

y=f(x) ve r=g(0) fonksiyonlarinin donusumu.

A X=r cos 0
y - y=r sin 0
-’
e ., =y X +y’
) 0=tan™' Y
X

P231) y’=x*+3, ise r=f(0) nedir.
Cozum: x=r cos 0, y=r sin 0 konulursa,
(r sin 0)* = (r cos 0) *+3,

P231) y’=-x>+16, ise r=f(0) nedir.
Cozum:

(r sin 0)* = ~(r cos 0) >+10,

(r sin 0)* + (r cos 0) *=10,

? sin’ 0 +1? cos’ 0 =10,

r (sin2 0 + cos’ 0) =10,

% (1) =10,

=10,

0 ne olursa olsun r=+/10 dur. su halde aranan fonksiyon
bir cemberdir.




Kutupsal koordinatlar
Ornek 312 : =0, grafigini cizin.

O(radyan) | 0 | 0.1 | 1.57 | 3.14 | 6.28 | 10
O(derece) | 0 | 5.7 | 90 180 | 360 | 572
T 0]10.1|1.57]3.14|6.28 |10
A
1.57
3.14K> 6.28

Ornek 313: r=1+cos(0), grafigini cizin.

O(derece)| 0 | 45 | 90 | 135 | 180 | 225 | 270 | 315 [360
r 211711 03 10 03 |1 1.7 2
y

Kutupsal koordinatlarda integrasyon.

Integral alinan alan kutupsal koordinatlara uygun ise
sekil dairesel veya kutupsal formda basit oluyor ise
bu metod tatbik edilir.

Ornek 315. r=f(©)=a ise. Asagidaki bolge (daire) icin

alan formulunu yazin.
A y

N2

j rdr dO

r=0

6=360

J

Ornek 315. r=f(O)=a ise. Asagidaki bolge (daire
parcasi) icin alan formulunu yazin.

Ornek 323. r=f(©)=a ise. Asagidaki bolge icin alan
formulunu yazin.

0=360 r=

j jb rdr dO
6=0 r=a

Tek katli Integralin anlami f(x) egrisi ile x ekseni
arasinda kalan alandir.

A

X1 X2

v

arasindaki bolgede integral hesaplanir.
A

A

X| X

»
»

“ )
X=X,  y=f(x)

g(x,y)dy dx
x=x  y=f(x)

ozel olarak g(x,y)=1 ise integral sonucu alani verir.

kutupsal koordinatlarda da benzer durum vardir.
0=0, r=f,(0)
g(r, 0)dr do

0=0, r=f,(0)



v

g(r,©)=r ise integral sonucu alani verir.
Ornek 351: a yaricapli cember ile b yaricapli cember

arasinda kalan alani hesaplayin.
y

£,(0)=b
r

[
X

6=27 r=b

Alan= j j rdr d0 =n(b*-a’)
G= r=a

=0 =

v

Ornek 352. 2 yaricapli cember ile r=2(1+cos O) egrisi
arasinda kalan alani hesaplayin. © bu soruda ¢

olarak gosterilmis.

R

7 i
£
21 + cosg) 2 2(1 + cosg)
j rdrdg

ks ]

b

£l
[ rdrdp =2 |
I 3 = 0
2
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Il 15]  ~~ a1 + cose) kardiyoidi tarafndan surlanan bolgenin alamon bulunuz.

Coziim  Kardiyoidin grafigi yanda verilmistir.

u AR g edE L W .
«4-—5_[{,- ”F’"ffﬂ'-:f“-zjﬂ --a5{1+2.mj¢+.-msz ¢)de

A
a” pim | g . 1 : - :
5 _[ﬂ [1+2_.pnaq:_-.+ —_-2-_-_(1_ .+_ens-2m]]d¢

x .ﬂz 3 l i
= Zp+24i e .
> [Eﬂl ..Zﬂingp+ﬁsm2¢:|E

2. -
a |3, | 3
=—|=2n40+0 |=—72
2-[2 ,_ ] 2

' Kardiyoid kutup eksenine gore simetrik oldug L

| biciminde de hesaplanabilir.

i . . _ : o

=2 gemberinin iginde, =2 (1 + cosp) kardiyoidinin disinda kalan bilgenin alanms
bulunuz. | | | !

O kutup noktasindan gecen ve sdzkonusu bolgeden gegen 151n gézontine alindiginda,
tginin egrileri kestigi M nokias: O kutbuna daha yakindir. © halde r,,;, . =2(1 + cosg),
Tuzak = 2 dir. Digier taraftan [#N] dogru pargasinn, alan istenen blgeyi taramasi igin

PR SR . S g R ol ; ; .
uin o den = ye kadar degismesi gerekir. Buna gore,

A= Jon [2 <2t roose)? Jag =27 [1200n0-+cos* g ag

PR O osed e < o h
==2] oo [Z‘_Emmpfgchmﬁ;zw]dg

. ' 1
=—2[:2.ﬁ1ntp+ 2+T-.am-z¢]L =8-1
R N

br? olur.
~ 374

R
™1 . ,
R T T i mw ot B L R



ORNEK m

Coziim

#.y

P
iy

1
*

qnmn

55D

. bolgenin alanin: bulunuz.

L
el

Stzkonusu alan yandaki sekilde gsterilmistir, Taralt alan 4 tane simetrik alandan
olugtuBundan, bunlarm birinin alanim bulup 4 ile carpmak yeterdir. Birinei bolgedeki
alam bulalim.

15 ke A, .
% 5?" (1=sin@)’do = E_J'ﬂﬂr (1-2sin@+sin” @) do
| H

=2|2 1~-23‘in-_$=+%{1-=—~m%@} do

=~2(%¢;+ Z'mstﬁ,-ésinﬁtﬁ] t ' =-i;~~2 br? olur,

9.4 KUTUPSAL KOORDINATLARDA YAY UZUNLUGU HESABI

Kartezyen koordinatlarda y = f (x) denklemi ile verilen egrinin yay uzunlugu
diferensiyelinin

dl =1+ () dx

oldugunu biliyoruz.

— =7 cosQ—rsin@, —— = ¥sin @+ reos:
Jo @ P dp Q@
oldugundan

s e L B =7'2 +(F’_)2 dir,

&) (&
dir. Buna gbre, yay diferensiyeli

dt = Jri-k« @) do.

olur. O halde egri izerinde P(r,, o), r,, B) noktalarim birlegtiren yayin uzunlugu

£ =_[2Jr2'+(r')2 dg

Wit



Koordinat Donusumleri

1)Duzlemde Kartezyen koordinat sistemi
2)Duzlemde kutupsal koordinat sistemi
3)Uzayda Kartezyen koordinat sistemi
4)Uzayda Silindirik koordinat sistemi
5)Uzayda Kuresel koordinat sistemi

Duzlemde Kartezyen ve Kutupsal Koord. Sist.
Duzlemde bir noktanin x,y ile belirtilmesi kartezyen
koordinat sistemi, r(genlik,uzunluk.mesafe) ve o (aci)
ile belirtilmesi kutupsal koordinat sistemi olur.

A X=r cos 0
y - y=T sin 0

O=tan! Rd

X

v

tan'l(z): arg tan(z) demektir.

Ornek Asagidaki kartezyen koordinat sisteminde
verilen noktalari kutupsal koordinat sisteminde
belirtin. a)(3,4) b)(-3,4), c)(-3.-4), d)(3.,-4)
Cozum:

a)x=3, y=4, D 1=1/x* + 7 = \/3? + 4 =5,

o=tan" £ =tan'(4/3) = 53.1°
X

A

57
'7 53
3

v

b)x=-3, y=4, D r=4/x> + 7 =4/(-3)* +4° =5,
o—tan™ £ =tan'(4/(-3)) =180-53.1°=127°

X
A

[ 4

X127°

O)x=-3, y=-4, D r=1/x" + y* =1=4/(=3)> + (-4)* =5,
0=tan” £ =tan™(-4/(-3)) =180+53.1°=233°=360-

X
233%=-127°

-127°

1/

d)x=3, y=-4, D r=1/x* + y? =/37 +(-4)* =5,

0=tan” 2 =tan™(-4/3) =-53.1°=360-53=307
X

307°
Mm-S
D&
5
-4 N\

Uzayda Silindirik Koordinat Sistemi
Silindirik koordinatlar (1, 6 z) sirah iiclileri ile uzayda bir P noktasin
temsil ederler. Burada,
1. rvef, Pninxydizlemine dik izdigtiminin kutupsal koordinatlandur.

1. zkartezyen dikey koordinattir.




Kartezven (x, v, £) ve Silindirik (r, 4, 7) Koordinatlar|
Baglayan Denklemler
z =z,

x = rcosf, y = rsinf,

tan § = y/x

r? = x? +y2,

s
# ve 2 dedisir

Ornek Problem. Asagidaki kartezyen noktalari
silindirik koordinata cevirin.

a)(1,2,3), b)(-1,-2,3)

Cozum. a)x=1, y=2, z=3,

Silindirik koordinatlarda z=z yani z=3 dur.

* =1 +2% =2.23
) O=tan™'(2/1)=63"
L
I”‘) 9
1 Ll
b)(-1,-2,3)

=4/(=1)* +(=2)* =2.23
O=tan™'(-2/-1)=180+63=243"

ini

r=4/(=1)> +(=2)* =2.23

j’ O=tan™(-2/-1)=180+63=243"
T
-1 ©
N
l$’, X
/,, '2
Z VA
3
!
! R |1
'/ L | './ »
2 0 / A\ iﬁ\l//
X X
A
Z
l\.\
N .\3
!
k=17
-2 \%
X

Uzayda Kuresel Koordinat Sistemi

Kiiresel Koordinatlar uzayda bir P noktasini,

1. p, P'den orijine uzaklik.

2. ¢, OP "nin porzitif z-ckseni ile yaptigt agi (0 < ¢ = )
3. 4, silindirik koordinatlardaki ag1

olmak tizere, sirall (p, ¢, f) tgliileri ile temsil eder.

Kuresel(p, ¢, 0), Silindirik(r,0,z), Kartezyen(x,y,z)
arsindaki bagintilar.




..1
Il

p sin ¢, x = rcos# = psingcosh,

z=pcos$, y=rsinf=psindsinb, ¢=go sabit,
p ve B degisir by

p=Vil+yr+2=Vrt+22

p=a sabiil::, . S

¢, ve B degisir ' '-
B =6, oysa o
g ve ¢ degisir

Koordinat Diniisiim Formiilleri

SILINDIRIKTEN KURESELDEN KURESELDEN
KARTEZYENE KARTEZYENE SILINDIRIGE
x =rcosf x = psingcosl ¥ = psing
y = rsing y=psingsingd z=pcos¢
z=1z z=pcos¢ 6 =12
HACIM FORMULLERI

dV = dx dy dz

= dz v dr do

= p?sin ¢ dp dp d@




Ornek Problem. Asagidaki kartezyen noktalari
silindirik ve kuresel koordinatlara cevirin.
a)(1,2,3), b)(-1,-2,3)

Cozum. a)x=1, y=2, z=3,

Silindirik koordinatlarda z=z yani z=3 dur.

* =+1> +2> =2.23
) O=tan™'(2/1)=63"
L
- R
1

Kuresel koordinatlar icin

p Z\/)c2 +y2 +z° = \/z2 +p2 =3.74
z=p cos(¢p) = ¢p= arg cos(z/p)
¢= arg cos(3/3.74)=36.66°
© = 63° (silindirik koordinat ile © aynidir)

Cozum. b)x=-1, y=-2, z=3,
Silindirik koordinatlarda z=z yani z=3 dur.

A
SN 1=4/(=1)? +(-2)* =2.23
< >
O=tan™'(-2/-1)=180+63
2T _2

=243=-117°
Kuresel koordinatlar icin

© = 243’ (silindirik koordinat ile © aynidir)

p=yx+1>+2° =22+ p* =3.74

¢= arg cos(z/p) =arg cos(3/3.74)=36.66°




ORNEK3  Kartezyenden Kiiresel'e Doniistirme 1120
¥+ y*+ (z— 12 = 1 kiiresi igin bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz.

izim  x, y ve z’yi doniistiirmek igin (1) denklemlerini kullamriz:
P4yt (z— 1P =1

plsin? ¢ cos? O + plsin® psin®8 + (peosdp — 1) = 1

p*sin” ¢p(cos? @ + sin?8) + p*cos’d — 2pcos + 1 =1

L
g p*(sin® ¢ + cos® ¢) = 2pcos P
e e
1
SEKIL15.43  Ornek 3'teki kiire. p* = 2pcos @
p=2cosd

Sekil 15.43”e bakin.

ORNEK4  Kartezyenden Kiiresel'e Donistiirme
z = Vx* + y*konisi icin bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz (Sekil 15.44).

Giiziim 1 Geometri kullamm. Koni, z-eksenine gére simetriktir ve yz-diizleminin biri
bolgesini z = y dogrusu boyunca keser. Bu nedenle, koni ile pozitif z-ekseni arasindaki a
/4 radyandir. Koni, kitresel ¢ koordinat 7r/4’e esit olan noktalardan olusur dolayisty
la denklemi ¢ = /4 tiir.

Cizim2  Cebir kullamin. x, y ve z’yi doniistiirmek igin (1) denklemierini kullamrsak aytii
sonucu elde ederiz:

= VS
pcosd = VipPsintg ~ Omk3

pcos¢ = psing p=0.sind =0

cos¢ = sing
= 0=¢d=mw
¢ 4

X
SEKIL15.644  Ornek 4'teki koni.

Kiiresel koordinatlar, merkezleri orijinde olan kiireleri, kenari z-ekseni olan yandﬁzlgmleﬁ
ve tepe noktalar orifinde, eksenleri z-ekseninde olan konileri tanumlamakta yararlidir. Bu
gibi yiizeylerin sabit koordinat degerli denklemleri vardir:

p=4 Kiire, yarigap 4, merkez orijinde
- Orijinden yukan agilan koni, pozitif z-
¢ = ckseniyle 7/3 acis1 yapar

g
T z-gkseni etrafinda dénen yan diizlem, pozitif
&

8 = x-gkseniyle /3 agis1 yapar.



.11 || BOLGE DONUSUMLERI

(1, v) noktalar: bir D bdlgesinin elemanlan olmak iizere,

{I = flu, v)
=g (u,v)

. o £ 776 TR

a 3{u],u2,.... un)

a b
Hatirlatma:determinat:

c d

L0 G5 b o
. _ﬂl

€, -&3

| G Fx % |

T |8
& <12

=(12+5)-20- __.10} £apr

=ab-cd,

B,Ii B‘II ax,
du;, Ju, du,
sz 3.1:2 3,1*2
_|ou, odu, du,
ax 3 a.rn ax A
3“1 ou 5 du .
5
Ornek: =2,6-5,4=-8,
6
b b
~4, T Mg
'_f:.;l ﬂﬁ’ 2

8) = 13.

st

(13.6)



a
A= rf!l
C

! 1

ab_c a.b.c ﬂ-bﬂ

123

Goziim :

172"%3 e b |
A=(abc+abc+abc) (c1b2ﬂ3+cba+cb

1 2 4}~ B e
‘3 0 1| determinantini hesaplaymiz.
2 15
A 24“
2 AR PR

Jakobien Hesabi

P441)
X=u+2v, y=3u+4v
B a (..1: - _1‘.) it .-:‘_“ '1- Vv
Iw,v) |y, ¥y,
XU Xv 2
J = = :1)(4'3)(2:'2
Yo Yo B 4

P442) x=U’+V,

Yo Yy
balcil28 ornek

y=cos(u)+sin(2v)

2u 2v

-sin(u) 2cos(2v)

=4ucos(2v) + 2vsin(u)

73
0= (0+4+12)- {ﬂ+1+3€l}='[6 3i=—-15
1 L3



KOORDINAT DONUSUMLERINDE ALAN HACIM HESABI

U Katli integrallerde Dedisken Daniisimii

Baliim 15.6'daki silindirik ve kiiresel koordinat déniistimleri, ii¢ katl integrallerdeki de
giskenlerin degigimlerini, ti¢ boyutlu bélgelerin déniigiimleri olarak resimleyen bir doni
siim yonteminin 6zel durumlandir. Yontem, simdi iki yerine ii¢ boyutta galigmamizin | 1
sinda, iki katl integrallerdeki yontem gibidir.

uvw-uzayindaki bir G bélgesinin xyz-uzayindaki bir D bélgesine, Sekil 15.517de 611*
rildigi gibi,

x =glu, v, w), v =h(u, v, w), z=kiu, v, w)

formundaki diferansiyellenebilir denklemlerle bire-bir olarak donigtiirildigiinii varsayin
Bu durumda, D iizerinde tanimli herhangi bir F(x, y, z) fonksiyonu G tizerinde tammls bir:

Flg(u, v, w), h(u, v, w), Ku, v, w)) = H{u, v, w)

fonksiyonu olarak diisliniilebilir. g, # ve k’nin birinci mertebe kismi tiirevler: var ve surel(d
iseler, F(x, y, z)'nin D {izerindeki integrali H(x, v, w)'nun G iizerindeki integraline

ﬂ[F(x,y,z}dxdydz= /f Hu, v, w) |, v, w)| du dv dw I?lg
n’ ¢

denklemiyle baghdur.

W ' z

x = gli, 1, W)

¥ = hin, v, w}
- 7= k{u, v, w)
—

\;-v

u Kartezyen uvw-uzayi x Kartezyen xyz-uzayl



2 = 27
f=ff r2cos20 +r2sin20 rdrde = ffzdrdﬂ

0 1

W 4 2T g ; M
- [ 5 [ido= [ (§-3)a0=] [ ao=1
bulunur.

ORNEK : B bolgesi 2x% — 2xy + y> = 5 elipsi tarafindan sinirlanan bilge ol-
duguna gére

x=2u+tv Y

V=3u—-V
dontisiimii yardimivla / /7

I= ([ /262~ 2xy+ y? dxdy 7 z
B

integralini hesaplaymniz.
Cozim : 2x* - 2xy +y* =5 "
denkleminde 1
x=2u+ v, / \
y= 3 —v k | ;
yazilirsa J

2Qu+ v —-22u+v)Bu—-v)+Bu—v)3*=5
= Swr+v) =5
= u+vi=1

¢emberi bulunur.

xﬂ IF_Z I ThX
I _]‘_—5
oldugundan

I= [ /2x2=2xy+y? drdy= [[ /5 +v?) 5 du dv
B £

olur. Kutupsal koordinatlara gecilirse
i

[ = sf’ﬁffrrdrde 5y 5[-"3—\;9:5;52;:

=%¥Eﬂ'
144

bulunur.
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] (3) denkleminin sag tarafindaki integralin, f{ cos 8, r sin #)’mn kutupsal koordinat
diizleminde bir bélgede integrali olmadiima dikkat edin. f(r cos #, ¥ sin #) ve ¥'nin
carpmminim, Kartezven r@-dizleminde bir G bélgesindeki integralidir.

Asagida bagka bir degigken déniiglimiiniin 6rnegi vardir.

ORNEK1  integrasyon icin Bir Diniisim Uygulamak

& FrmfpBlblag oy
/ — dx dy
0 Jx

=_1»‘,-'"2 2
. integralini
. S )
Kartezyen ré-diizlemi W= 5 V=75 .!
l v =rcost déniigtimiinli uygulayarak ve wv-dizleminde uygun bir bélgede integre ederek hesaplaym.,
¥ =y &inf

Gbzim xy-diizlemindeki R intcgrasyon bolgesini ¢izer ve sinirlarim belirleriz (Sekil 15.49).

Kartezyen xv-diizlemi

$EHI|. 1548 x=rcosé, y=rsind
denklemleri G'yi R ve dontigtiiriir.

SEKIL154% x -+ v ve y = 2v denklemleri G’yi R’ye dontigtitrir.
Déniigiimii u - (2x - 3)/2 ve v yl,.-"f2 denklemlerivle tersine gevirmek
R’yi ye doniistiiriic (Ornek 1),

(1) denklemini uygulamak igin, karsihk gelen wv-bolgesi G'yi ve donilgiimiin Jako- -
biyenini bulmamiz gerekir. Bunlarnn bulmak igin, (4) denklemlerinden x ve y'vi 4 ve v
cinginden ¢izeriz. Kisa bir hesaplama

* x=utv y=2v (8)
verir. Bu ifadeleri R'nin simirlanimin denklemlerinde yerine koyarak G'nin sinirlarim bulu-
ruz (Sekil 15.49). }
R’nin stmirlarimn G’nin simirlarmin karsihk Basitlestirimis |

xy-denklemleri gelen nv-denlklemleri rv-denklemleri
= 2 #+v=2u/2=uv =0

x = {12} +:1 wtaw = Quf2) + 1 = vt u =1

y =0 2v = 0 v=20

y=4 2v =4 v =




SEKIL15.50 x=(12/3) - (v/3) ve
=(2u/3) = (v/3) denklemleri G'vi R’ye

doniigtiirtir. Doniisiimil & — x + v ve

v =y — 2x denklemlerivle tersine

cevirmek, R’yi G'ye déniistiriir (Ornck 2).

157 Cok Katl Integratlerde Deisken Dinisim

Dontiglimiin Jakobiyeni (vine (5) denklemlerinden)

dx  dx ot
'Jr 2 == . — == —
= e L omy 2 (am) 4 &
du  dv du( " dy <V

bulunur, Artik (1) denklemini uygulamak igin her seye sahibiz:;

4 Jl':{_'b'l,-"..?.\}+1 Zx — p "= u=
// 5 dedy = / / w|Ju, v)|du dv
0 Ja=yi2
2 l 2 S
// (1) 2) du duv -f {uz} a'u=/ dv = 2
i i 0

-

ORNEK2  Integrasyon Icin Bir Dnisiim Uygulamak
Asafidaki mtegrali hesaplayin.

I Fl=x
[ \/x+y{y— 2xY dy dx
0 Jo

15.50), lr1t~3[5,rramj1 u =x +yvev=y—2xdoniigiimiinii dnerir. Biraz cebir, x ve v'yiu

fozim  xy-diizlemindeki integrasyon bolgesi R’yi cizer ve smurlan belirleriz {ﬁ
cinsinden verir:

sl W v
3 B % g '3

(6) denklemlerinden uv-bélgesi'nin simrlarini bulabiliriz (Sekil 15.50).

R’nin simrlarmin G’nin simrlarinin karsihk Basitlegtirimis
xy-denklemleri gelen uv-denklemleri uv-denklemleri
- u_v 2u -
¢l e (3 3)4—(3—4—3) | u =1
- L =
x=10 5 8 0 V=i
_ 2u v _ g
y=10 3 A 0 v 2u

(6) denklemindeki doniisiimiin Jakobiyeni

ax  dx |

du  dv 3 3 |
Pl ay a2 1] 3

ou v 3 3

olarak bulunur.
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(1) denklemini uygulayarak, integrali hesaplariz:

1 fl—ux u=1 fu=u )
f/ Vx + vy — 2V dydxe = / / w2 v? | u, v)| dv du
0 .0 Ju=l r——2u
I fu — (1 ) 1 1 - 1 . V=i
TRERTE - dvdu=—/ u [—vl du
l[?u 3 3 0 3 v==2u
|

| 1
= 'l-f w2 + 8ud) du = / u'?du = ZHM} =
9o Jo R

Il

U¢ Katli integrallerde Degisken Déniistimii

Boliim 15.6'daki silindirik ve kiiresel koordinat déniistimleri, {i¢ kath integrallerdeki de
giskenlerin degisimlerini, ii¢ boyutlu bdlgelerin déniigimleri olarak resimleyen bir dﬁn_:
stim yonteminin 6zel durumlandir. Yontem, simdi iki yerine G¢ boyutta gahigmamizin d:
sinda, iki katl1 integrallerdeki yontem gibidir.

uvw-uzayindaki bir G bélgesinin xyz-uzayindaki bir D bolgesine, Sekil 15.51de ﬁn‘
rildigi gibi,

x = glu, v, w), y = h(u, v, w), z = k(u, v, w)
formundaki diferansivellenebilir denklemlerle bire-bir olarak déniigtiirildiigiinii varsayin
Bu durumda, D iizerinde tamimli herhangi bir F(x, y, z) fonksiyonu G iizerinde tanimls bir
Flg(u, v, w), h(u, v, w), Ku, v, w)) = H{u, v, w)

fonksiyonu olarak diigiiniilebilir. g, # ve &’nin birinci mertebe kismi tiirevler var ve surekﬂ
iseler, F(x, y, z)'nin D Gzerindeki integrali H(x, v, w)’'nun G iizerindeki integraline

[// Flx,y,z)dxdydz = Hu, v, w) |, v, w)| du dv dw m
D [;[] ﬂg

denkiemiyle baghdur.

x = gli, v, w)
¥ = hin, v, w}
- 7z = klu, v, w)
—_———
u Kartezyen uvw-uzayt x Kartezyen xvz-uzayl

SEKIL15.51  x = g(u, v, w), v = A(i, v, w) ve z = k(x, v, w) denklemleri
Kartezyen xyz-uzayinin bir D bolgesindeki bir integrali Kartezyen
wvw-uzayimn bir G bélgesindeki bir integrale donistirmemizi saglar,
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