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Yariya Bolme yontemi

[a b] araliginda f(x)=0 sartini saglayan x degerini bulun.

Ornek: f(x)=-x*-cos(x)+2=0 a=05, b=2

Cozum:

Kontrol:

f(a) = f(0.5) = —0.5? —c0s(0.5) + 2 = —0.25 — 0.8766 + 2
=0.8724

f(b)=f(2)=-2%-cos(2) +2=-4+0.4161+ 2 =-1.5839
f(a) ve f(b) farkli isarette. f(a) pozitif f(b) negatif o halde
arada kesinlikle bir kok var.

Algorithm:
Start:
mid =272 Ve £ (mid) = —mid? — cos(mid)+ 2

If f(mid)f(a)>0then a=mid, else b=mid.
Goto start.

f(mid) f (a)>0 olmasi f(mid) ve f(a) degerleri ayni
isarette demektir. Ya her ikisi de pozitif ya her ikisi de
negatifdir.

mid =222 _1 95

f (mid) = f (1.25) = -1.25 — cos(1.25) + 2
=-1.5625-0.3153+ 2
=0.12222

Test:
f(mid) = f(1.25)=0.1222>0 and
f(a)=f(0.5)=0.8724>0

f(mid) and f(a) has the same sign so

a=mid=1.25

Algorithmayi tekrar uygula: a=1.25 b=2
1.25+2 1625

mid =

f (mid) = f (1.625) = —1.625% — cos(.625) + 2
= -2.64-0.0542 + 2
= -0.5864

f (mid) = f (1.625) =-0.5864 <0
f(a)=f(1.25) =0.12222 >0

f(mid) ve f(a) zitisarette
b=mid=1.625

Algorithmayi tekrar uygula: a=1.25 b=1.625

mid = 125+1.625 _, jooe

f(mid) = f (1.4375) =-0.1993
f(mid) ve f(a) zitisarette
b=mid=1.4375

Algorithmayi tekrar uygula: a=1.25 b=1.4375

a b mid

1 |05 2 1.25

2 [1.25 2 1.625

3 |1.25 1.625 1.4375

4 |1.25 1.4375 1. 34375

5 [1.25 1.34375 |1. 296875

6 [1.296875 [1.34375 |1.3203125

7  |1.3203125 |1.34375  |1.3203125

8 |1.3203125 |1.3320312 |1..3261718

9 |1.3203125 [1.3261718 |1.3232421

10 |1.3232421 |1.3261718 |1. 3247070

11 |[1.3247070 | 1.3261718 |1. 3254394

12 [1.3254394 |1.3261718 |1.3258056

40 |1-325622 [1.325622 [1.3256225

f(mid) f(a) b-a

1 |0.1222 0.8724 1.5
2 |-0.5864 0.1222 [0-75
3  ]-0.1993 0.1222 [0.375
4 ]-0.0308 0.1222 [0.1875
5 10.0476 0.1222 [0-09375
6 |0.0089 0.0476  [0-046875
7 |-0.0108 0.0089 [0-0234375
8 |-0.0009 0.0089 |0-0117187
9 |0.0040 0.0089 |[0-0058593
10 [0.0015 0.0040 [0-0029297
11 [0.0003 0.0015 [0-0014648
12 |-0.0003 0.0003 |0-0007324
40 |0-0000000|0.000000|0.0000000




LINEER OLMAYAN
DENKLEMLERIN COZUMU

4.1 GIRIS

Matematikte veya hidrolik, dinamik, mekanik, elektrik gibi miihendisligin
gesitli alanlarinda ¢ok sik karsilagilan denklemlerden biri de lineer olmayan
denklem veya denklem sistemleridir. Iki veya daha yiiksek dereceden polinomlar
veya trigonometrik, logaritmik, istel gibi lineer olmayan terimler iceren
denklemler lineer olmayan veya nonlineer denklemlerdir. Grafigi ¢izildiginde bir
egri elde edilen bu tip denklemler lineer terimler de igerebilir. Oregin;

X +2x-58Sinx=20
veya
x—lanx=e"

denklemler1 tek bilinmeyenli lineer olmayan denklemlerdir. Genelde nonlineer
denklemler f(x) = 0 kapah formunda yazilir. Karsilasilan denklemlerin cogu tek
degiskenli olmakla beraber g¢ok degiskenli f{x; x; x3.) = 0 formundaki
denklemlerin ¢6ziimii de s6z konusu olabilir. n degiskenli nonlineer denklem
¢Ozlimil i¢cin » adet denklem verilmelidir.

Lineer olmayan bir denklemin ¢6ziimii, koklerinin bulunmasi veya bir
baska ifadeyle denklemi saglayan x de@erinin veya degerlerinin bulunmasi
islemidir. Tek degiskenli bir fonksiyon i¢in bu degerler aym zamanda, egrinin x
eksenini kesti3i noktalardir. Bu bakimdan lineer denklemlerin c¢oziimii ile
tarkhiliklar gésterir. Mesela lineer bagimsiz denklem sistemlerinin tek ¢oziimii s6z
konusu iken nonlineer denklemler i¢in bu sdylenemez. Nonlineer denklemlerin
birden fazla kékleri, kath kokleri veya karmasik kokleri olabilir. Lineer olmayan
denklem veya denklem takimlarinin ¢oziimii (kéklerinin bulunmasi) icin ¢ogu
zaman analitik yontem mevcut degildir. Fonksiyonun grafiginin ¢izilmesi ile kokler
yaklagik belirlenebilirse de hassas bir hesap igin gesitli sayisal analiz yontemlerine
ihtiya¢ duyulur.
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4.2 TEK DEGISKENLI DENKLEMLERIN COZUMU

Tek degiskenli f{x) = 0 denklemini ¢zmek icin de degisik yontemler
kullanilmaktadir. Bunlar iteratif yontemler olup koékler igin tahmini degerlerin
alinmasini gerektirir. Bu yontemlerin bir kismi, nonlineer denklemin yerine lineer
bir denklem kabul edip ¢6ziime ulagma esasina dayamr. Bu bdliimde, yaygin
olarak kullanilan

1. Yariya Bolme

2. Lineer Interpolasyon (Regula-Falsi)

3. Basit Iterasyon

4, Newton-Raphson

5. Secant
yontemleri {izerinde durulacaktir.

4.2.1 Yariya Bolme Yontemi

Verilen bir f{x)=0 denklemi [x;,,xz] aralifinda tanimli ve stirekli olsun. x;
ve xz degerlerinin verilen fonksiyonda yazilmasi ile elde edilen f{xg) ve f(x;) ters
isaretli ise, fonksiyon [x;, xg] araliginda x eksenini kesiyor demek olur ki sz
konusu aralikta en az bir kokiin var oldugunu gosterir ($ekil 4.1). Yariya Bolme
Yéntemi, bu araligi ard arda ikiye bolerek kok degerine yaklagma esasina dayanir.
Dolayisiyla yontemin uygulanmasinda izlenecek yol asagidaki gibi ozetlenebilir.

y=f(x)

L

yr=f(xr)

yu=f(xum)'

AL

: ': ot
E X M XR
yL=f(;Lj “/

Sekil 4.1 yariya bolme yonteminin grafik gosterimi

1-) Baslangig igin x; ve xg degerleri segilir ve bunlar fonksiyonda yerine yazilir.
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2-) y . yr < 0 1se bu aralikta kdk var demektir. Bu durumda aralik ikiye béliinir.

b A
X um ey (4.1)

3-) xu, fonksiyonda yazilarak y,, bulunur. Eger;

a) |yM| < TD ise aranan koék x), ‘dir. Islem sonlandirilir.
b) y.. yar<0 ise kok x; ve x,, arasindadir. Bu durumda
Xp € X)y VE Vr < VM

alinarak 2. adimdan itibaren islemler tekrar edilir.
¢) yr. ym> 0 1se kok xi ve x;, arasindadir. Bu durumda;
XL <Xy VE Vi Vi

alinarak 2. adimdan itibaren islem tekrar edilir.
Aralig1 yarniya bdlme islemini sonlandirmak ig¢in iki kriter kullanmilabilir. |y,,;| <

TDI1 veya | xi,-xz | < TD2. 3-a adiminda bu kriterlerden biri veya her ikisi de
kullamlabilir. Bu sartlardan birincisi ve/veya ikincisi saglaniyorsa yartya bolme
islemine son verilir. Aranan kok x,, dir.



Bu bélimde niimerik yaklagimin en temel ugraglarindan birisi olan kok bulma
problemi iizerinde durulacaktur. Bu siirecte verilen bir f fonksiyonuicin f(z) =
0 egitligini saglayan ve denklemin kokii, ¢6ziimii ya da sifir yeri olarak ad-
landimlan reel z sayilarina cesitli metodlar kullamlarak yaklagimlarda bulunu-
lacaktr.

2.1 Ikiye Bélme Metodu

Kok bulma problemi incelenirken goz onfine ahnacak ilk teknik temel olarak
Ara Dejier Teoremi kullanilarak elde edilen Ikiye Bslme Metodudur.

f fonksiyonu [a,b] arabi Gizerinde tammb ve siirekli bir fonksiyon olsun.
Eger f(a) ve f(b) degerlerinin igaretleri farkl ise Ara Deger Teoremi'ne gére
(a,) arahfinda f{p) = 0 esitligini saglayacak sekilde bir p sayisi vardir. Bu
prosediir her ne kadar verilen aralikta birden fazla kok olmasi durumunda da
kullamgh olsa da biz kolaylik saglamas: bakimindan (g, b) araliginda f fonksi-
vonunun tek tiirli belirli bir kokii oldugunu varsayacagz.

kiye bélme yéntemi [a, ] araliin ikiye bolmek sureti ile parcalayarak her
bir adimda kikiin yer aldi alt aralign tespit edilmesi olgusuna dayanir.

6 = 6, by = b olmak tizere [a, b] araliginin orta noktasi olan

bl—ﬁl _ﬂl‘H}l
g "t 2

h=a+

noktasi gz dniine alnsmn:
s Eger f(p) = 0ise p = py verilen denklemin kkiidir.

s Efer f(p) # 0ise f(p1) degeri ya f{a1) yada f(by) ile ayn igaretlidir.

— Eger f(p;) ile f(a1) aym igaretli ise p € {p1,0;) dir. Bu durumda
@y = Py ve by = by almir,

— Eger f(pm) ile f{a;) farkh isaretli ise p € {(a;,py) dir. Bu durumda
@y = a1 ve by = py alinur,

Daha sonra verilen denklemin bir kékiinii barmdirdi bilinen [ag, bo] aralifinin
orta noktas: yukarida anlatildifn sekilde tespit edilip aym presediir uygulanarak
kok degeri verilen bir ¢ hassashk degeri ile belirlenir {Bkz Sekil 2.1).



f(b) +
f(p) +
-
X
J(p2) +
fla) +
ﬂ:l Pll 13:1
@ P2 b2
a; pi b

Sekil 2.1: Ikiye bdlme metodu

Yukarida anlatilan prosediir sonlu sayida tekrarlandiktan sonra bulunan
deger gercek kdk degerine bir yvaklagimdir. Dolayisiyla durma kriteri dedigi-
miz bir tolerans degerinin saglandiginin, yani vapilan yvaklasimin istedigimiz &
hassashiginda oldugunun kontrol edilmesi gerekir. Ornegin, bir £ degeri veril-

diginde p1, p2,--- ,px her bir adimda kék degerine yapilan yaklasimlar olmak
izere n =1,.-.- ,k icin
|Pn — Pn—1| < &, (2.1)
P = Prtl oo b 20 (2.2)
|Pn|
veya
|f(pn)| <€ (2.3)

egitsizliklerinden herhangi biri saglandiginda yapilan yaklagimin istenen hassas-
lhikta oldugu kabul edilebilir. Bununla birlikte yukarida wverilen durma kriter-
lerinin kullaniminda bazi zorluklar ortaya ¢ikmaktadir: Ornegin, Syle {p,}52,
dizileri vardir ki p, — pn—1 farkinin sifira yakinsamasina karsin dizinin ken-
disi iraksaktir. Diger tarafta, f(p,) degeri sifira ¢ok yakinken p,, ifadesi verilen
araliktaki gercek kok degeri p’den cok farkli olabilir. Eger f yva da p hakkinda
herhangi bir bilgi verilmemisse (2.2) esitsizligini kullanmak oramn bagil hatayi
test etmeye yakin sonuclar vereceginden en uygun durma kriteridir.

Ikive b&lme algoritmas: kullanilarak bir yaklasim yapilmak istendiginde 6n-
celikle f(a)f(b) < 0 egitsizligini saglayacak [a, b] araligimin tespit edilmesi ge-
rekir. Her bir adimda, bulunan bu aralik ikiye boliinerek kékii barindiran alt
aralik tayin edildiginden, |a, b| baslangi¢ araligimin kiiclik olmas: avantajli bir

24



durumdur. Ornegin f(z) = 223 — z? 4+ = — 1 fonksiyonu gdz Sniine alinsin (Bkz.
Sekil 2.2).

J(—=4)f(4) <0 ve f(0)f(1) <O

olmasina kargin f fonksiyonunun bir kékiinii barindiran [a,b] aralifini [—4, 4]
yerine [0, 1] seklinde almak iglem yiikii acisindan daha mantiklidar.

Sekil 2.2: f(x) = 2z° — % + = — 1 fonksiyonunun grafigi

Asagidaki ornek ikiye bolme metodunun ne sekilde isletildigine dair bir uy-
gulama olarak verilmektedir. Bu 6rnekte bagil hata simirinin 0.0001’den kiigik
oldugu bir yvaklagim yapilmakta ve bu yaklagimi elde etmek icin

|p—pﬂ| < 10—4
Pl

esitsizliginin saglamp saglanmadigina bakilmaktadir.

Ornek 2.1.1. f(x) = 2% + 422 — 10 = 0 denkleminin [1, 2| aralifinda bir koki
oldudunu gdsteriniz ve tkiye bolme metodunu kullanarak bu araliktak: kdke en
az 10~ hassashkla bir yaklasimda bulununuz.

Cézum. Siirekli f fonksiyonu icin f(1) = —5 < 0 ve f(2) = 14 > 0 oldugundan
Teorem 1.1.8 ile verilen Ara Deger Teoremi’ne gore siirekli f(x) fonksiyonunun
verilen aralikta en az bir kéki vardir.

Ikiye bolme metodunun ilk adiminda [1, 2] araliginin orta noktas: 1.5 degeri
g6z 6niine almr. f(1.5) = 2.375 > 0 oldugundan kdkiin [1, 1.5] aralhiginda yer
aldig1 sonucu elde edilir. Dolayisiyla yeni araligimiz [1, 1.5] olarak tespit edilir.
Bu araligin orta noktasi 1.375 degeri icin f(1.375) = 0.16211 > 0 oldugundan
verilen denkleme ait kékiin [1,1.375] araliginda yer aldigx sonucuna ulasilir.
Benzer sekilde hareket ederek agsagidaki tablo elde edilir:
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T dn Pn br f(Pn)
1 1.0 1.0 2.0 2.370
2 1.0 1.25 1.9 —1.796875
3 1.25 1.375 1.5 0.162109375
4 1.25 1.3125 1.375 —(0.8483886719
o 1.3125 1.34375 1.375 —0.35098260606
6 1.34375 1.359375 1.375 —0.09640884399
7 1.359375 1.3671875 1.375 0.03235578537
8 1.359375 1.36328125 1.3671875 —0.032149970563
9 1.36328125 1.365234375 1.3671875 0.00007202476263
10 1.36328125 1.364257813 1.365234375 —0.01604669075
11 | 1.364257813 1.364746094 1.365234375 —0.007989262813
12 | 1.364746094 1.364990234 1.365234375 —0.003959101523
13 | 1.364990234 1.365112305 1.365234375 —0.00194365901

Sekil 2.3’de f(zx) fonksiyonunun x eksenini kestigi nokta, yani sifir yeri gGste-
rilmektedir.

~100 |

150

Sekil 2.3: f(z) = z3 4+ 4x2? — 10 fonksiyonun grafigi

Tablodan gorildugu uzere 13 1iterasyon sonucunda p kokine bir yaklagim
1.365112305 olarak elde edilmistir. Bu yaklasimda olugsan mutlak hata icin bir

S1I1IT

p — p1s| < |b1a — a14| = |1.365234375 — 1.365112305| = 0.000122070

seklinde elde edilir. Diger taraftan |a14| < |p| oldugundan istenen durma kriteri
kullamlarak

0.000122070
1.365112305

_ B o g
lp — p13] - |b14 — a14]
P la14|

— (0.8942121432 x 10—

sonucuna ulagilir. Buna gére yapilan yaklagimin hassashiginin en az 10~% oldugu
goriiliir. Aslinda dokuz ondalik basamak ile aranan koékiin gercek degeri p =
1.365230013°tiir. Bu durumda pg yvaklasimi p;3’den daha iyi bir yaklasimdar.
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Bu olgu | f(ps)| < | f(p13)| olmasindan sezilmekle birlikte gercek kék degerinin
ne oldugu bilinmeden kesin bir yargiyva varmak dogru olmasz.

Ikive bolme metodu konsept olarak her ne kadar kolay anlasiir olsa da
onemli dezavantajlar: vardir. |p — p,| farkimin ¢ok kiigiik olmasinmi saglayacak n
iterasyon sayisi kimi zaman cok biiyiik bir say1 olabilir. Buna goére gercek kok
degerine yakinsamas: yavagtir. Fakat, metot kesinlikle kok degerine yakinsar.
Yani, eger verilen fonksiyon siirekli ise bu metot kullamilarak sifir yerine bir
vaklasimda bulunmak her zaman miimkiindiir. Dolayisiyla yakinsamasi: daha
hizl1 metotlara gecmeden 6nce ikiye bdlme metodunu incelemek bir basglangic
olarak 6nemlidir.

Ornek 2.1.2. Ikiye bélme metodunu kullanarak ¢ = 10—2 hassashkla v/3 de-
gerine bir yaklasimda bulununuz.

Cézim. Oncelikte metot verilen bir fonksiyonun koklerinin bulunmasi icin kul-
lamldigindan kékii +/3 olan bir fonksiyon tammlamak gerekir. Tiim olas1 se-
cimler icerisinde s6z konusu fonksiyonu kolaylik saglamasi bakimindan f(x) =
% — 3 olarak tamimlayip pozitif kékiinii gbz &niine alalim.

fla) = f(1.7) = —-0.11 < O ve f(b) = f(1.8) =0.24 > 0

oldugundan Ara Deger Teoremi’ne gore [a,b] = [1.7,1.8] aralhiginda f(z) =
22 — 3 fonksiyonunun bir k&kii vardir. Diger bir degisle v/3 degeri (1.7, 1.8)
aralifinda yer alir. Buna gore agagidaki tablo elde edilir:

n Qn Pn by, f(pn)
1 1.7 1.75 1.8 0.625 x 10~
2 1.7 1.725 1.75 —0.24375 x 101
3 1.725 1.7375 1.75 0.1890625 x 101
4 1.725 1.73125 1.7375 —0.27734375 x 102
5 | 1.73125 1.734375 1.7375 0.8056640625 x 102
6 | 1.73125  1.7328125  1.734375 0.2639160156 x 101
7 | 1.73125 1.73203125 1.7328125 —0.6774902344 x 10—4

Dolayisiyla | f(p7)| = 0.6774902344 % 10~% < 1072 oldugundan verilen hassashk
degeri ile aranan kok p = pry = 1.73203125 seklinde elde edilir.

Ornek 2.1.3. (a) f(x) = e~% — sin z fonksiyonunun kékiinii barindiran bir
aralik tespit ediniz.

(b) Yukarida tespit ettiginiz araliktaki kéke ikiye boélme metodunun ilk 4
adimini gercekleyerek bir yaklasimda bulununuz.

(Gzim.

(a) Her yerde siirekli f(x) fonksiyonu Ara Deger Teoremi’nin kosulunu sagla-
digindan reel sayilar icinde a < b egitsizligini saglayan bir a, b say1 ciftini
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Fla)f(b) < 0O ifadesini gercekleyecek sekilde bulmak yeterlidir. Burada
a = 0 ve b = 1 olarak g6z 6niine alinirsa

fla) = f(0) =€’ —sin0=1>0

Ve
f(b) = f(1)=e ! —sinl = —0.47359 < 0

oldugundan f(0)f(1) < 0 kosulu saglanir. Bu ise Ara Deger Teoremi’'ne
gore [0, 1] araliginda f(x) = e~ % —sin x fonksiyonunun bir kékiiniin oldugu
anlamina gelir.

n | an by, Pn f(pn)

1 0 1 0.5 0.12711
(b) 2 0.5 1 0.75 —0.20927

3 | 0.9 0.75 0.625 —0.049836

4 | 0.5 0.625 0.5625 0.03648&80

Buna gore aranan kok 10~ ! hassaslik ile p == ps = 0.5625 olarak bulunur.

Teorem 2.1.4. f € Cla,b| ve f(a)f(b) < 0 olsun. Bu durumda ikiye bélme me-
todu ile elde edilen {pn,}5° 1 dizisi f fonksiyonunun verilen aralikiaki p kokine
yakinsar ve n = 1 i¢in

| | b—a
Prn — P = 9"
esitsizligi sadlanr.
Kanit. Her n > 1 i¢in p € (an, bn) ve
1
b, —anp = Qn_l(b— a)

dir. Ayrica, p, = 3(an + bn) oldugundan

b—a
21’1

1
|pn —Pl < _(bn — ﬂrn) —

elde edilir.

Ikiye bélme metodunda
1
Pn —pl = 55 (b—a)

oldugundan {p, }>2 ; dizisi p kdkiine O (2%,) hizinda yakinsar. Yani

1

Pn=p+0(2+n)

dir.

3=
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Basit Iterasyon. (Fixed Point Algorithm)
f(x)=0 denklemi x =g(x) denklemine donusturulur.

Ornek:3.11
f(x)=x—-cos x+0.1e* =0
denklemi
x =cos(x) +0.1e* .
Haline donusturulur.
g(x) = cos(x) +0.1e*
olacaktir.

Burada

Ornek: :3.12 f(X)=x* —cosx—1=0
x?=cosx+1 and X=+ycOSX+1

Boylece g(x)=+cosx+1 veya g(x)=-+cosx+1

Basit Iterasyon Algoritmasi. (Fixed Point Algorithm)
Stepl. x=g(x) denklemini elde et.

Step 2. x degeri icin bir tahmin yap. x=x,
Step 3. X, =9(x,) hesapla

Stepd. X, =09(X,), X =0(X,), X, =0(X3) vuvunns
degerlerini hesapla.
Step 5. Iterasyona devam et. Taaa ki x,,, = X, olana kadar.

Example: f(x)=x*+4x*-10=0

XZ _10—X3
4 )

Step 1: 4x*=10-x°,

OES'S
V4

10— x3
(x):w/ 2

Step 2: Estimate a guess x, =1

10-1° \F
Step 3: X, =qg() = = [—=15
p ,=9@ 1 2
Step 4: x, = g(L5) = || 4X1 e 41'5 ~1.287

Step 5: x, =0 Xe _ 10712877, 4o
4 4
- 10 4x3 _ o 1;14025 13455

Xs =1.3752, x, =1.3601, X, =1.3678,
X, =1.3639

X
9

X, =1.365230014 x,, =1.365230012,
X,; =1.365230013



4.2.3 Basit Iterasyon

f(x) = 0 kapah formda verilen nonlineer bir fonksiyonda x herhangi bir
sekilde yalmz birakilarak diger terimler sag tarafa atildifinda fonksiyon

x=gx) (4.4)

sekline gelmis olur. Eger denklemi saglayan kok degeri bilinmis olsa bu deger
yukaridaki ifadenin sag tarafinda yazildiginda elde edilecek x degeri yine aym kok
degeri olacaktir. Kok degeri bilinmedigine gore, denklemin sag tarafinda x yerine
tahmini bir deger (x,) konuldugunda hesaplanacak yeni x degeri

X = g(xo)
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kok degerine daha yakin olabilecegi diisiincesi basit iterasyon ydnteminin esasini
teskil eder. Dolayisiyla iteratif bir yontem olan basit iterasyona tahmini bir deger
(xo) ile baslamir. Ardisik yerine koymalarla koék degerine belirli bir tolerans
dahilinde yaklasilir.

Kisaca 6zetlenen bu yéntemde islem adimlari §6yle siralanabilir.
1-) Verilen f{x) = 0 fonksiyonu x = g(x) formunda yazilr.
2-) Iterasyon baslangici i¢in tahmini bir x, baglangi¢ degeri alinir ve g(x)’de yerine

yazilarak x; degeri bulunur. x;, g(x)’ de tckrar yazilarak x; bulunur. Bu islem n defa
tekrarlandiginda n. iterasyon igin genel denklem;

'rn+'l > g(xn) {45)
olur.

3-) Iterasyona | x,+;-x,| < TD. oluncaya kadar devam edilir. Bu gart saglaniyorsa
aranan kok x,.; ‘dir.

Ornekd.2: Asagidaki denklemin en kiigiik pozitif kokiinii bulunuz.
flx)=x-x-3=0
Coziim: Verilen denklem ti¢ degisik tarzda x = g(x) haline getirilebilir:

Dx=x-3=g(x)
2) x=3x+3 =g(x)

) x=

P

Baslangic degerini sifir (xo= 1.5) alarak her {i¢ denklemle basit iterasyon
uygulandiginda elde edilen sonuglar asagidaki tabloda verilmigtir.

Baslangi¢ degeri ayn1 olmasina ragmen her zaman yakinsama olmadigi ve
iic halden sadece birisinin sonu¢ verdigi goriilmektedir. Yani verilen fonksiyon x =
g(x) formunda yazilirken gelisigiizel degil, uygun bir tarzda yazilmahdir. Aksi
halde yakinsama saglanamaz ve ¢Oziime ulasilamaz. Uygun x = g(x) formu
yakinsama kriterini saglayan formdur. Dolayisiyla yukarda yazilan ig¢ degisik
ifadeden sadece yakinsama kriterini saglayan ikinci form sonug¢ vermektedir.
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Itﬁr{n] Xt = x,:: o 3 K} = 3’# Iﬂ + 3 KXol = 3
-+ 5 Lan 1
0 1.5 1.5 1.5 '
1 0.375 1.651 2.4
2 -2.947 1.669 0.63
3 -28.601 1.671 -4.974
4 -23399.241 1.672 0.126
5 1.672 -3.049
6 0.362
7 -3.452
8
9
Yakinsama Sart
Basit iterasyonun genel ifadesi olan
Xp+l = S(I;J
denkleminde gergek kék degeri ( x, ) yazilirsa
Xr= 8(x:) (4.6)

olacaktir. Bu iki ifade taraf tarafa cikartilirsa

Xn+] = Xp = g(xn) 2 g(xr)

elde edilir. Bu ifadenin sag tarafi (x, - x,) terimi ile ¢arpilip béliiniirse ve ortalama
deger teoremi gozoniine alinirsa

"rn_'rr (x")..... X,
xn+l_xr=(g(xu)-g(xr))x o =g 5. _f( )(I

=g(x. )&, —x.)

] _xr)

yazilabilir. Burada x; degeri, x, ve x, aralifinda bir x degeridir. Mutlak hata e ile
gosterilirse
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Xn+1 = Xr = 8'(Xg) . (Xn—Xr) =
\ & J Y I 7
En+l €n
En+l = E'(Ix) . €p (47)

sonucuna ulasilir. Yakinsamanmin olabilmesi igin hatamin iterasyon siiresince
azalmasi gerekir. Yani (n+1). adimdaki hatanin daha kiiciik olmas1 gerekir (e,+; <
e, ). Bu ise ancak ¢arpamin mutlak degerce 1’den kii¢iik olmasi ile saglanir. Bu sart

<1 (4.8)

g'(x,)
yakinsama kriteri olarak bilinir.

Ornek 4.3: Yukandaki soruda yakinsama kriterini irdeleyiniz.

Coziim: Verilen denklem ii¢ degisik tarzda x = g(x) halinde yazilmigti. Her
durumda g(x) fonksiyonunun tiirevini ahp kok civarinda inceleyelim.

Dx=x'-3=2g'(x)=3x = g'(x,)|>1
2) x=Ax+3=>gx)= : e g'(x,)<1
3:"\f(J::+3)l
3 6x
N x= = g'i(x)=- =5 : > 1
Eoines v 1 daee = g'(x,)

Bu tiirevlerden sadece ikincisi pozitif x degerleri igin daima 1’den Kkigiiktiir.
Dolayistyla ikinci yazilig tarzi kesin olarak yakinsama gartini saglamaktadir.
Birincisi (x >0.58) icin daima birden bilyiik, sonuncusu da genelde birden biiyiik
bazi x degerleri igin ise birden kiigiik olmaktadir. Dolayisiyla bunlar basit
iterasyonda sonu¢ vermeleri beklenmemehdir.

Yakinsama sartimn yakinsamayr nasil etkiledigi geometrik bir sekil
tizerinde basitce gosterilebilir. Basit iterasyonun 6ziinii olusturan x = g(x) ifadesi
iki egrinin kesim noktasinin bulunmas islemi gibi diisiintilebilir. Yani y,=x egrisi
ile y,=g(x) egrisinin kesim noktas: i¢in x = g(x) denklemini kullandigimiza gore
bu kesim noktas1 ayn1 zamanda aradigimiz ¢oziim degeri olacaktir. Asagidaki dort
sekil iizerinde g(x) fonksiyonunun egimine gore iki egrinin kesim noktasim ve
bunun yakinsamay: nasil etkiledigi gosterilmistir (Sekil 4.4). Goriildigi gibi y;
efrisinin egiminin mutlak degerce 1’den biiyiik olmasi durumlarinda ilk tahmin
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noktasi kék degerine yakin olsa bile iterasyon boyunca egrilerin kesim noktasinda
uzaklagsma meydana gelmektedir.

i l
| I‘ A

| l
| : |

e e e

: - —
X2 Xj Xy o X %7 42 &
Monoton yakinsama Monoton 1raksama
?4 y i TR
P
‘i"b-
V2=g(x) 1
| I
g X3 ® e X3 % AR
Salimimli yakinsama Salinimli iraksama

vekil 4.4 Basit iterasyonda yakinsama ve iraksama olayimin geometrik aciklamas:

Basit iterasyonda yakinsama hiz ¢ok dusiik olabilir. Yakinsamay:
hizlandirmak i¢in kullanilan bir yontem Aitken ivmelendirmesi olarak anmilir. Bu
yontemde iterasyon esnasinda elde edilen degerler tekrar isleme tabi tutularak kéke
yakin yeni bir deger elde edilir.

Denk.(4.7)’de kok civanindaki tiirev X gibi bir sabit olarak diistiniiliirse e,
= (x,— x,) olmak {izere

€1 =g'(xy).6,=K. e, (4.9)
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yazilabilir. Veya
'rn+l el M K(xﬂ _xr)
olarak yazilirsa gergek deger i¢in

X, = Xpel ” K‘xn (4103)
1-K

elde edilir. Diger taraftan Denk.(4.9)’un her tarafimn diferansiyel alinirsa

Ae

X

= A(Ke,)=K Ae,

n+l

xr.-+1 — K("ruﬂ = I”)

e T

yazilabilir. Bu csitlikten K gekilir, Denk.(4.10a)’da yazilir ve diizenlenirse

2 2
XX =X (X=X
o n""n+ld n+] = = n+l n
X, = > =X, > (4.10b)
Xps2 — 'xn+'l 3z X Xny2 — X sl i Xn

esitligi clde edilir. Denklemin saginda gorillen iterasyon adim degerleri
kullanilarak x, degeri hesaplanir. K degerinin sabit olmamasi nedeniyle bulunan x;,
degeri tam kok degil koke daha yakin bir deger olacaktir. Bu ivmelendirme islemi
g(x) fonksiyonunun hesabini igermediginden karmagik g(x) olmasi halinde daha az
zaman harcanmis olacaktir.

Ornek 4.4: y=x’+1 kibigi ile y= 3x® paraboliiniin arakesit noktalarindan
birini hesaplaymiz. (TD= 10"

Céziim: Basit iterasyonu kullanmak tizere x= g(x) formunu olugturahim ve sifir
degeriyle iterasyon yapalim

3x2=x" +1

X, =+f(x,° +1)/3
x=+1j(x3 +1)/3 | J
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=

Xn
0
0.57735

0.630463
0.645652
0.650423
0.651962
0.652462
0.652625
0.652678
0.652695
0.652701
0.652703
0.652703

o=l e|elx|o|un|s ||~

Goriildigli gibi tolerans degerine 12 iterasyon sonucu ulasilmistir. 4, 5 ve 6.
iterasyon degerlerine Aitken ivmelendirme formiiliinii uygulayalim

Ax = xg —x, =0.001539
N'x = x, —2x, +x, =-0.00104

degerleriyle
Ax )*
X, =X, —(——2—")— =(0.652703
A x

"

aranan sonug 6 iterasyon sonucu ivmelendirme islemiyle bulunmus oldu.



2.2 Sabit Nokta Iterasyonu

Bir fonksiyonun sabit noktalar1 fonksiyon altindaki goriintiisii yine kendi dege-
rine egit olan noktalaridir.

Tanmim 2.2.1. Bir g fonksiyonu verilsin. g(p) = p esitligini saglayan bir nok-
taya g fonksiyonunun sabit noktas: denir.

Bu bdéluimde sabit nokta problemine bir ¢dziimiin ne sekilde bulunacagl
ve sabit nokta problemi ile kék bulma problemi arasindaki iligki iizerinde du-
rulacaktir. Asagida anlatildigi anlamda kék bulma problemi ile sabit nokta
problemi birbirine denk simiflardir:

39



e Verilen bir f(p) = 0 kidk bulma. problemi icin

g(x) == — f(z) yada g(x) = x + 3f(x)

gibi ¢cok farkl gekillerde p noktasinda bir sabit nokta iceren g fonksiyon-
lann tamimlanabilir. Zira

gp)=p—f(p)=p—0=p=g(p) =p
dir.

e 'Tersine, eger g fonksiyonunun bir sabit noktasi1 p ise, 6rnegin

flz) =z — g(z)
olarak tanimlanan f(z) fonksiyvonunun bir kdkii
fe)=p—9p)=p—p=0
saglandigindan p’dir.

Her ne kadar iizerinde durulan konu verilen bir denklemin kdklerine bir yak-
lagim yapma problemi olsa da sabit nokta barindiran fonksiyonlar kullamilarak
kok bulma problemini ¢6zme yolunda giiclii bir metot elde etmek miimkiindiir.

Oncelikle, verilen bir fonksiyonun sabit noktalarimi bulma problemini incele-
meden Once sabit nokta konseptini daha da anlasilir kilmak amaci ile asagidaki
ornegi godz Oniine alalim:

Ornek 2.2.2. g(x) = z? — 2 fonksiyonun herhangi bir sabit noktasim tespit
ediniz.

Coztim. Bir g(x) fonksiyonu icin p sabit noktas1 g(p) = p esgitligini sagladigindan
p=p?’—2vyani p? —p—2 = (p+1)(p—2) = 0 denkleminin ¢dziimii olan p = —1
ve p = 2 noktalar1 aranan sabit noktalar olarak bulunur. Gercekten

9(_1) — (—1)2 — 2 =—1 ve 9(2) = (2)2 S S |

dir. Tanimindan da anlasilacag lizere sabit noktalar verilen g fonksiyonu ile
y = x dogrusunun kesim noktalarinda yer alirlar. Bu durum Sekil 2.4°de gos-
terilmektedir.

Asgagidaki teorem bize sabit noktanin varlig ve tekligi ile ilgili olarak yeter
gart1 vermektedir.

Teorem 2.2.3. (i) Ejger g € Cla,b| ve her x € [a,b] icin g(x) € [a,b] ise
la, b] araliginda g fonksiyonunun en az bir sabit noktasy vardar.

(ii) Yukarida verilenlere ek olarak (a,b) dizerinde g’(x) tirevi mevcut ve her
x € (a,b) icin
g’ (z)] <k

esitsizligini saglayacak bir k < 1 pozitif sabiti var ise |a,b| araliginda
g 'nin tek tirld belirli bir sabit noktast vardir (Bkz Sekil 2.5).
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oekil 2.5: Sabit noktalarin varliga ve tekligi

Kanit. (1) Eger g(a) = a veya g(b) = b ise g’nin sabit noktas1 u¢ noktalarda

(ii)

yer alir. Diger durumda her x € [a, b] i¢in g(x) € [a, b] oldugundan g(a) >
a ve g(b) < b'dir. h(x) = g(x) — = seklinde tanimlanan fonksiyon |a, b]
arahginda siireklidir ve

h(a) =g(a) —a >0 ve h(b) =g(b) —b < 0

esitsizliklerini gercekler. Dolayisiyla Ara Deger Teoremi’ne gore h(p) = 0
olacak sekilde bir p sayis1 (a, b) aralifinda mevcuttur. Bu p sayisi

0=h(p) =9 —p

oldugundan g(p) = p egitligini saglar. Yani (a,d) arahiginda yer alan p
sayisl g fonksivonunun bir sabit noktasidir.

Yukaridaki kogullara ek olarak |¢'(z)| < k& < 1 saglansin ve [a,b| ara-
hginda g fonksivonunun p ve ¢ gibi iki farkl sabit noktasi1 var olsun. Or-
talama Deger Teoremi’ne gire p ile ¢ arasinda ve dolayisiyla [a, b] aralipa
icinde bir £ sayis:
g(p) — g(q) — g'(€)
P—gq
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egitligini saglayacak gekilde mevcuttur. Buna gore yukaridaki ifadenin her
iki tarafinin mutlak degeri alinir, g(p) = p, glq) = g ve |g'(&)| < k < 1
oldugu kullanilarak gerekli iglemler yapilirsa

p—q|l=|9(®) —g9(@) =19'Ellp—ql <klp—q| < |p—4q]

celigkisi elde edilir. Bu ise bizi p # ¢ varsayimimn yanhs oldugu sonucuna
gotiiriir. Yani p = ¢’dur, yvani |a, b] arahgindaki sabit nokta tek tiirli

belirlidir.

Ornek 2.2.4. g(x) = # fonksiyonunun [—1,1] aralifinda tek turli belirli
bir sabit noktas: oldugunu gdsteriniz.

Cozim. g’(x) = 4 oldugundan siirekli g(z) fonksiyonunun [—1, 1] arahgnda

tiirevi mevcuttur. Ayrica g(x) fonksiyonu maksimum ve minimum degerlerini
yva sinir noktalari olan £ = —1 veya £ = 1’de ya da turevini sifir yapan £ = 0
noktasinda alir. g(—1) = g(1) = 0 ve g(0) = —z oldugundan g fonksiyonun
x = —1 ve £ = 1 noktalarinda mutlak maksimumu ve z = 0 noktasinda ise
mutlak minimumu vardir. Buna gore her x € [—1, 1] i¢in
1

—3 < g(x) ve g(x) < 0
oldugundan g(z) € [a,b] = [—1, 1] saglanir. Dolayisiyla verilen aralikta fonksi-
yonun en az bir tane sabit noktas1 vardir. Diger taraftan
2x 2

i e 1
3 3 k <

2T
i
— <
9" ()| 3 | = _mex

egitsizligi de gerceklendiginden [—1, 1| araliginda yer alan sabit nokta tek tiirli
belirlidir.
Ornek 2.2.4 ile [—1,1] arahginda tek tiirlii belirli oldugu saptanan sabit

nokta cebirsel olarak bulunabilir: p = g(p) = ng_ L oldugundan p?2 —3p—1=0
kuadratik denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden iki tane kék bulunur.
Bunlardan biri [—1, 1] arahiginda yer alan

p=5(3- VI3

olup g fonksiyonunun sabit noktasidir (Bkz Sekil 2.6). Diger taraftan p? — 3p —
1 = 0 denkleminin diger bir kokii [3,4] arahginda yer alan p = £(3 + +/13)’dur.
Bununla beraber g(3) = 323_ L = 2.6 ¢ [3,4] oldugundan [3, 4] arahf ile giz
oniine alindiginda g fonksiyonu Teorem 2.2.3’lin hipotez kosullarimi saglamaz.

Dolayisiyla Teorem 2.2.3 verilen bir fonksiyvonun s6z konusu araliktaki sabit
noktasinin varhigini garantilemek icin yeterdir fakat gerek degildir.

Ornek 2.2.5. g(z) = 3~% fonksiyonunun [0, 1] araligenda tek tirli belirli bir
sabit noktasinin varliainin Teorem 2.2.3 kullanilarak gosterilemeyecedini, fa-
kat ashinda bu aralikta verilen fonksiyona ait sadece bir sabit noktanin mevcul
oldufunu gdsteriniz.
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Sekil 2.6: y = (z? — 1)/3 fonksiyonunun sabit noktalar:

Cozim. [0,1] araliginda ¢'(z) = —37%In 3 < 0 oldugundan siirekli g(z) fonksi-
yonu verilen aralikta monoton azalandir. Buna gbre maksimum degerini araligin
sol ucunda, minimum degerini ise sag ucunda alir. Ayrica

6(1) = 3 < g() <1 = g(0)

oldugundan her x € [0, 1] i¢in g(x) € |0, 1] saglanir. Dolayisiyla Teorem 2.2.3’iin
ilk kismina gére [0, 1] araliginda g fonksiyonunun en az bir sabit noktas: vardir.

Diger taraftan
g’'(0.01) = —379911n 3 = —1.086608855

oldugundan en azindan (0,1) araliginda yer alan 0.01 noktas: i¢in |g'(x)| £ 1
olur. Dolayisiyla Teorem 2.2.3 kullanmilarak var oldugu bilinen sabit noktamn
tekligi hakkinda bir hiikiim bildirilemez. Burada dikkat edilmesi gereken nokta
|9’ (2)] £ 1 olmasindan sabit noktanin verilen aralikta tek tiirlii belirli olma-
dag1r sonucu cikmaz. Teklik hakkinda herhangi bir bilgi elde edilememis olur.
Gergekte, [0,1] arahiinda g(x) = 3~ fonksiyonun grafigi ¢ monoton azalan
oldugundan y = x dogrusunu sadece bir kez keser ve kesim noktasi1 g’nin tek
tirlii belirli sabit noktasidir. Bu durum Sekil 2.7’de g6sterilmektedir.

1 1 1 1 L 1 1 1 L 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 2.7: g(x) = 37 fonksiyonunun sabit noktas:
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2.2.1 Sabit Nokta Iterasyonu

Bu agamada Ornek 2.2.5’de verilen g fonksiyonunun p = g(p) = 37P egitligini
gercekleyen sabit noktalarimi tespit etmemizi saglayacak bir yontem bilmedi-
gimiz icin sz konusu sabit noktalari belirleyemeyiz. Bununla birlikte belirli
bir yakinsaklik derecesine sahip olarak verilen fonksiyonun sabit noktalar icin
yvaklagsimlarda bulunabiliriz.

g fonksiyvonunun sabit noktasina bir yaklasimda bulunmak icin bir pg ilk
yaklagim degeri secelim ve her n > 1 i¢in p, = g(pn—1) olacak gekilde {p, }2,
dizisi tanimlayalim. Eger bu dizi p’yve yakinsar ve g fonksiyvonu siirekli ise

p= lim pn = lim 9(pn) = g ( Jim pn-1) = 9(»)

saglanir ve x = g{x) ifadesi icin ¢bzilim elde edilmis olur. Bu teknik sabit nokta
yva da fonksiyonel iterasyon olarak adlandirilir (Bkz. Sekil 2.8).

Y

P2 = QEPl}
P3 — g\p2
1 = g(po) y = g(x)
e
P1 Dp3p2 Po
Yy
A Yy =2
P3 =g B
P2 =g pﬂ y = g(z)
r1 = g{(po)
> T
Po y251 P2

Sekil 2.8: Sabit nokta iterasyonu

Ornek 2.2.6. Simdi Ornek 2.1.1'de incelenen z® + 422 — 10 = 0 denklemini
g6z 6niine alahhm. Bu denklemin [1, 2] arahginda tek tiirlii belirli bir ¢6ziimiiniin

44



oldugunu biliyoruz. Bu koke sabit nokta iterasyonu ile bir yaklagimda bulunmak
icin x = g(x) seklinde bir fonksiyvon tanimlamak gerekir. Bu fonksiyon verilen
denklem kullanilarak pek cok farklh gekilde olusturulabilir. Ornegin 422 = 10 —
z? yazarsak z? = (10— 2?) oldugundan =z = £3+/10 — z3 elde edilir. Biz [1, 2]
araligindaki ¢ozim ile ilgilendigimizden pozitif olan z = %\/ 10 — z3 ifadesini
sabit nokta fonksiyonu aday1 olarak secebiliriz. Bunun yaninda z° + 422 —
10 = 0 denklemi kullanilarak x = g(x) egitligini saglayan bagka fonksiyonlar da
vazilabilir:
(aA) z=g1(x) =z — x> — 42?2 + 10

(b) z = ga(x) = /L — 4z
(c) z = ga(z) = 5V10 — 3
(d) z = ga(x) = \/ 7=

(e) = = gs(z) = = — EEpl0

Okuyucu, yukaridaki sekilde tamimlanan her fonksiyonun z% + 4% — 10 = 0
denkleminin [1,2] araliindaki c¢Oziimiinii sabit nokta iterasyonu metodu ile
bulmak icin kullamilabilecek Teorem 2.2.3’in kogullarimi saglayan sabit nokta
fonksiyonu olup olmadigim arastirmalidir ki bu fonksiyonlardan (b) ile verilen
[1,2] arahiginda siirekli degil iken, (a) her z € [1,2] i¢in g(x) € [1, 2] icerme-
sini saglamaz. Simdi bu ayrintiya deginmeden verilen aralikta herhangi bir pg
baslangic vaklagimi secelim ve bulunan yaklasimlarda elde edilen sonuclardan
tespit edilen sabit nokta fonksiyonu adaylarindan hangilerinin isteneni sagladi-
gin1 gorelim. Eger pg = 1.5 olarak alinir ve g’nin yukaridaki sekilde tanimlanan
tim secimleri kullanilarak

Pn = g(Pn—1)

sabit nokta iterasyonu uygulanirsa agagidaki tablo degerleri elde edilir. Diger
taraftan Ornek 2.1.1°de belirtildigi iizere gercek kdk degeri 1.365230013 diir.
Bu degere ikiyve bélme metodu uygulanarak ulagilmak istendiginde 27 iteras-
yon yapmak gerekirken (c), (d) ve (e) ile verilen fonksiyonlar kullamlarak yapi-
lan yaklasimlarda, farkli iterasyon sayilarina karsilik gercek kok degerine ulasil-
maktadir. Bununla beraber (a) ile verilen fonksiyon iraksak iken (b) ile verilen
fonksiyonun iiciincii adimi tanimsizdir.
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n (a) (b) (c) (d) (e)
0 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
1 —0.875 0.81649658 1.286953768 1.348399725 1.373333333
2 6.73242188 2.99690881 1.402540804 1.367376372 1.365262015
3  —469.720012 (—8.65)1/2 1.345458374 1.364957015 1.365230014
4 1.03 x 108 1.375170253 1.365264748 1.365230013
5 1.360094193 1.365225594

6 1.367846968 1.365230576

7 1.363887004 1.365229942

8 1.365916734 1.365230022

9 1.364878217 1.365230012

10 1.365410062 1.365230014

15 1.365223680 1.365230013

20 1.365230236

25 1.365230006

30 1.365230013

Yukaridaki 6rnekten goériilecegi tizere verilen bir denklemin ¢6ziimiine sa-
bit nokta iterasyonu metodu kullanilarak yapilacak bir yaklasimda iki énemli
problem ortaya cikmaktadir. Bunlardan ilki sabit nokta fonksiyonunun tanim-
lanmasi, bir digeri de tanimlanan bu fonksiyonun uygun bir adim sayis:1 ile
sonucu vermesidir. Bu asamada agagidaki teorem ve iligkili sonu¢ bu sorulara
cevap olacaktar:

Teorem 2.2.7. (Sabit Nokta Teoremi)
g € Cla,b] ve her x € [a,b] icin g(x) € |a,b] olsun. Bunlara ek olarak g’ tiirevi
(a,b) aralijinda meveut ve her x € {(a, b) icin

g’ (z)| < k

egitsizligini saglayan bir 0 < k < 1 sayis: var olsun. Buna gére [a, b] aralifindaki
her pg sayist icin
Pn = 9(Pn-1), n=1

seklinde tanimlanan dizi |a,b] aralifinda tek tirli belirli bir p sabit noktasina
yakinsar.

Kanit. Teorem 2.2.3’den biliyoruz ki [a, b] aralifinda g fonksiyonunun g(p) = p
egitligini saglayan bir p sabit noktas: tektiirlii belirli olacak sekilde mevcut-
tur. Ayrica g fonksiyonu [a, b] araligini kendi i¢ine resmettiginden yukaridaki
sekilde verilen {p,}32 4 dizisi her n > 0 icin tanimhdir ve p,, € [a,b] baginti-
sim gercekler. Diger taraftan |g’(x)| < k esitsizligi ve Ortalama Deger Teoremi
kullanilarak her n i¢in &, € (a,bd) olmak iizere

pn — p| = |9(Pn—1) — 9(P)| = |9'(&x)|[Pn—1 — P| < Elpn—1 — P (2.4)
ifadesi elde edilir. Bu prosediir indaktif olarak uygulandiginda

Pr — Pl < k|Pn—1 — p| < k®*|pn—2 —p| < - - < k™|po — p|
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sonucuna ulagilir. 0 < £ < 1 oldugundan lim,_,,, £™ = 0 saglanmir. Dolayisiyla

lim |p, —p| < lim &™|po —p| =0
Ti—F OO

Ti—> OO

elde edilir. Yani, {p,}5°, dizisi p’ye yakinsar.

=0

Sonucg 2.2.8. g fonksiyonu Teorem 2.2.7'nin kogullarint sagliyorsa p sabit nok-
tasina yapilan p, yaklagtminda olugsan mutiak hata i¢in bir stnir n > 1 olmak
uzere

P — p| < K™ max{po — a,b — po} (2.5)

veya

f.n
|pn — pl <

— 2.6
< 7 %P1 — pol (2.6)

esitsizlikleri ile elde edilir.
Kanit. p € [a,b] oldugundan (2.4) esitsizliginden
[Prn — p| < k"|po — p| < K" max{po —a,b — po}

sonucuna ulagilir. Diger taraftan n > 1 igin Teorem 2.2.7’nin ispat tarzindaki
gibi hareket ederek

bulunur. Dolayisiyla m > n > 1 icin
|Pm — Pl = |Pm — Pm—-1 + Pm—-1 — Pm—-2 + Pm—-2 + - - + Pn+1 — Pn|
< |Pm — Pm—1| + [Pm—-1 — Pm—2| +* + |Prny1 — Pl
< k™ Ypy — po| + K™ %|p1 — po| + - - - K™|p1 — pol
=k"p1 —po|Q+k+ K>+ -+ K™

elde edilir. lim,, o0 P = p oldugundan

m—T1—1 N0
— 13 - : n - (! i s ()
Ip_pnl_ﬂ%ﬂﬂlpm Pl Eﬂ}l_l}"éﬂk |lp1 — pol ‘Eﬂj k* < k™|p1 — pol Eﬂk
1= 1=

sonucuna ulagihir. Diger taraftan 0 < k < 1 i¢in > >~ k* serisi toplarm 2

1—k
olan geometrik bir seri oldugundan

kﬂ
P —pnl = 7—2IP1 — pol

esitsizligi elde edilir.

Yukaridaki sonucta verilen her iki esitsizlik de tiirevi sinirlayan & sayisina
baghdir. Ayrica bu k degeri ne kadar kiiciik olursa yakinsama hizi o kadar
yiksek olacaktir. Eger & degeri 1’e yakin ise yakinsama cok diigiik bir hizda
gerceklegir.
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Ornek 2.2.9. Teorem 2.2.7 ve Sonuc 2.2.8°de elde edilen sonuclari Ornek
2.2.6’da tamimlanan fonksiyonlar lizerinde uygulayalim:

(a)

(b)

(c)

(d)

gi(x) = * — a3 — 42?2 4+ 10 icin ¢g1(1) = 6 ve ¢g1(2) = —12 oldugun-
dan ¢, fonksiyonu [1, 2| araligini kendi icine resmetmez. Ayrica, g;(x) =
1 — 3z% — 8z oldugundan her x € [1,2] i¢in |g{(x)| > 1 saglanir. Her ne
kadar Teorem 2.2.7, g; seklinde tanimlanan fonksiyonun bu metotda kul-
lamilmayacagini soylemesede, yakinsamanin garantisi yoktur. Keza drnege
iliskin tabloda fonksiyonun sabit noktaya yakinsamadig goriilmektedir.

ga(x) = \/% — 4z icin go & CJ1,2]°dir ve g verilen [1, 2] arahigini |1, 2]
icine resmetmez. Ayrica yukaridaki tablodan da gorildiigi iizere p, =
go2{pn—1) seklinde tamimlanan {p,}5° 4 dizisi pg = 1.5 i¢in tanimsizdir.
Bundan daha fazla olarak, |g5(p)| = 3.4 oldugundan |g5(x)| < 1 egitsizli-
gini saglayan ve p = 1.356 degerini iceren bir aralik yoktur. Dolayisiyla
bu metod ile yakinsakhik garanti edilemez.

gs(z) = $v/10 — x3 geklinde tanimlanan fonksiyon [1, 2] arahginda siirek-
lidir. Ayrica her x € [1, 2] i¢in

3
gs(x) = —Z:r:g(l{} — g2y Y2 <0
oldugundan monoton azalandir. Dolayisiyla maksimum degerini sol ugta,

minimum degerini ise araligin sag ucunda alir. Diger yandan
g3(1l) = 1.5 < 2 fakat g3(2) = 0.7071067812 # 1

oldugundan g3 fonksiyonu [1, 2| araligim kendi icine resmetmez. Ayrica
|g5(2)| =~ 2.12 £ 1 oldugundan [1, 2] araliginda |g5(x)| < k3 < 1 esitsiz-
ligi de gegersizdir. Diger taraftan pg = 1.5 olmak iizere [1,1.5] arahginda
{pn}, disizi yakinsaktir. Yani gs(z) = 3+/10 — 23 fonksiyonun sabit
noktalar: ve dolayisiyla f(z) = 3 — 422% + 10 fonksiyonunun ¢dziimii olan
p saywst [1,1.5] araliginda pg = 1.5 alinmasi durumunda elde edilebilir.
Bu aralhikta da yukarida oldugu gibi ¢’'(z) < 0 saglandigindan gsz(z) fonk-
siyonu monoton azalandir ve her x € [1, 1.5] icin

1 < 1.28 =2 g3(1.5) < ga(x) < g3(1) =1.5

esitsizligi gerceklendiginden gz fonksiyonu [1, 1.5] aralifim kendi i¢ine res-
meder. Diger taraftan |g5(x)| < |g'(1.5)| = k2 = 0.66 < 1 saglandigindan
Teorem 2.2.7°e gore yakinsakligin saglandigi sonucuna ulagilir ki biz zaten
yvukaridaki tabloda kok degerine bir yaklasim elde etmistik.

ga(x) = 1/£|_—':'m seklinde tanimlanan fonksiyon [1, 2] arahiginda siireklidir.

Ayrica

2 () s < 0
JaVE) = T /104 + z)3/2
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oldugundan [1, 2] araliginda monoton azalandir. Dolayisiyla maksimum
degerini aralifin sol ucunda minimum degerini ise sag ucunda alir. Buna
gore her x € [1, 2] icin

1 <1.29 & g4(2) < ga(x) < g4(1) = 1.41 < 2

esitsizlikleri saglandigindan g(x) € [1, 2] bagintis: elde edilir. Diger taraf-
tan

H

Vv10(4 + x)3/2
9

Vv10(5)3/2

sonucuna ulagilir ki buna gore Teorem 2.2.7’e gore yakinsama garantidir.
Daha fazla olarak, tiirev icin elde edilen birden kii¢lik iist sinir degeri (d)
sikkinda ¥ < 0.15 (c¢) sikkinda ise 0.66 olarak elde edildiginden Sonug
2.2.8’%e gore g4 fonksiyonu sabit noktaya gs’e gore daha hizlh yakinsaya-
caktir. Bu olgu yukaridaki tabloda goériilmektedir.

O
Vv 10(4 + x)3/2

~ k3 = 0.14142 < 1

!
94()| < max

e) Sabit nokta fonksiyonun gs(x) = x $3+4§$2_1“ seklinde secilmesi ile yu-
3r<e+48r

karida yakinsakhgim ortaya koydugumuz tiim fonksiyonlardan daha hizh
bir bicimde sabit noktaya yakinsayan bir {p, }5° o dizisi elde edilmig olur.
Okuyucu diger siklardaki gibi hareket ederek bu durumu analiz etmelidir.

Ornek 2.2.10. (a) sinz — s% = 0 denkleminin [1,7/2] araliindaki ¢dzii-
miinii Sabit-Nokta Metodu ile elde etmek icin bir g(x) sabit nokta fonk-

siyonu belirleyiniz.

(b) (a) sikkinda elde edilen g(zx) fonksiyonunu kullanarak pg = 1.4 olmak
{izere yukarida verilen denklemin ¢éziimiinii € = 10~ °® hassaslikla bulmak
icin yapilmasi gereken iterasyon sayisini hesaplayiniz.

(oztim.

(a) sinz— 35 = 0= x = 1.4sinx oldugundan g(x) = 1.4 sin x fonksiyonunun

[1, 7 /2] arahginda Sabit Nokta Teoreminin kogullarimi sagladigini géste-
relim. Yukaridaki gekilde tanimlanan g(x) fonksiyonun [1, 7 /2] arahgnda
siirekli oldugu agiktir. Ayrica ¢'(x) = 1.4 cosx fonksiyonu her z € [1, 7 /2]
icin pozitif oldugudan g(x) fonksiyonu verilen aralikta monoton artan-
dir. Dolayisiyla maksimum degerini 7/2’de ve minumum degerini ise 1’de
alir ve g(x) fonksiyonunun alacag: tiim degerler g{(w/2) ve g(1) degerleri
arasinda olur.

™

g(m/2) = 14sin =14 < T o 1.5708

2
ve

g(1) = 1.4sinl1 = 1.1781 > 1
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gerceklendiginden her = € [1,7/2] igin g(x) € [1, 7 /2] saglanir. Yani g(x)
fonksiyonun [1, 7w /2| araliginda en az bir sabit noktasi vardir. Diger taraf-
tan
lg'(x)| = |1.4cosx| = 1.4|cosxz| < 1.4 max |cosz|
1< z <3

oldugundan h(x) = cosx dersek bu fonksiyvon x € [1,7/2| icin A'(x) =
—sinx < 0 ozelligini sagladifindan monotan azalandir ve ekstremum
degerlerini uc noktalarda alir. Buna gore

|A(1)] = [cos 1| = 0.54030 > |h(n/2)| = cﬂsg — 0
oldugundan

lg'(x)| < 1.4 max |cosx|=14dcosl =k =0.75642 < 1
1< =z <%

elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki gsekilde tanimlanan g(z) fonksiyonunun
(1, w/2] araliginda tek tiirlii belirli bir sabit noktas1 vardir.

(b) po = 1.4 ise p1 = g(po) = 1.4sinl.4 = 1.3796°dir. n iterasyon sayisim
gostermek lizere |p, — p| < £ |p1 — pol < 107° oldugundan

0.75642"
Pr—p| < =55 [1.8796-1.4] < 107% =

0.75642"
0.24358

(0.0204) < 107% =

0.75642™ < 0.11940 x 10~ = nlog(0.75642) < log(0.11940 x 10~%) =
n(—0.12124) < —4.9230 = n > 40.605
vani n = 41 elde edilir.

Ornek 2.2.11. Sabit Nokta Metodunu kullanarak ze® = 0.3 denkleminin
0.1, 0.9] arahigindaki kokiinii beg-dijit yuvarlama, aritmetigi kullanarak pg = 0.2
olmak iizere 10~* hassashkla hesaplayiniz.

(éziim. f(x) = ze® — 0.3 fonksiyonunun bir sabit nokta fonksiyonunun g{(z) =
0.3e™% oldugunu goésterelim. Acik olarak istel g(x) fonksiyonu R’de ve &zel
olarak [0.1, 0.9] arahiginda stireklidir. Ayrica g’(x) = —0.3e™% < 0 esitsizligi her
x icin saglandigindan fonksiyon monoton azalandir. Dolayisiyla g(x) maksimum
degerini [0.1,0.9] araliginin solunda, minimum degerini ise saginda alir.

g(0.1) = 0.3e7%1 =0.27145 < 0.9
g(0.9) = 0.9¢7 %% =0.12197 > 0.1

oldugundan her = € [0.1,0.9] i¢in g(x) € [0.1,0.9] saglanir. Dolayisiyla Sa-
bit Nokta Teoremi’'ne gére verilen aralikta g(x) fonksiyonunun en az bir sabit
noktasi vardar. Ayrica

g’ (x)| = [0.3e7%| 0.30 max ge—‘“ — 0.3¢7 %1 —0.97145 = k£ < 1
AZxE0.
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saglandigindan yani g(x) fonksiyonunun mutlak degeri iistten &k = 0.27145
gibi birden kiigiik bir say: ile sinirli oldugundan, Sabit Nokta Teoremi’ne gore
[0.1, 0.9] araliginda g(x) fonksiyonunun sabit noktas: tek tiirli belirlidir. Simdi
Sabit Nokta Metodu’nu kullanarak 10~* hassashkla istenen k&kii bulalim. Buna,

gore

cldugundan

Pn = §(Pn—1) = pn = 0.3e" 1

7 Pr 9(pn) lpr. — 9(p0)]

0 0.20000 0.24562 0.45620x101
1 0.24562 0.23467 0.10950x10"1
2  0.23467 0.23725 0.25800x10°2
3 0.23725 0.23664 0.61000x10~3
4 0.23664 0.23678% 0.14000x10°
5 0.23678 0.23675 0.30000x10~4

elde edilir. Dolayisiyla f(x)} = xe® — 0.3 fonksiyonun [0.1, 0.9] araligindaki kokii
10— hassashikla ps = 0.23675 olarak bulunur.
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Newton-Rapson Method.

f(x)=0

_ f(x)
f(x,)

X

n+tl = n
Algorithm
Step 1- x degeri icin bir tahmin yap x= X,
_ f(xp)
(o)
_fx)
f'(x,)
Step 4 Iterasyona devam et, Taaa ki  x,,, = X, olana kadar

n+l =

Step 2- X, =X,

Step3 X, =X,

Ornek: f(x)=x>+4x*-10=0

f'(x) =di(x3 +4x? —10) = 3x* —8x
X

x* +4x*-10
Xn+1 = Xn R
3x° —8x
Stepl: X, =2
3 2
4x," -1
Step 2 X, = X, —X°+2—X°O
3X,” —8X,
3 2
X, =2 _w =15
3 2°-8 2
3 2
Step3: x, =15 2> T4 157710 57455
3 15°-8 15
3 2
X, 21.3733_1.3733 +4 1.3733°-10 _ 1365262

3 1.3733?-8 1.3733
X, = 36523001391, X, = 36523001341
X,, =1.36523001341, x,, =1.36523001341

Secant Method
_ f (Xn+1)(xn+1 B Xn)
f (Xn+l) - f (Xn)

n+2 n

Step 1: Estimate X, X;
Step 2: Calculate f(x,), f(x,)
f (Xl)(xl — Xo)
f (Xl) - f (Xo)
_ f (Xz)(xz _ Xl)
f (Xz) - f (Xl)
Continue the iteration untill

Step 3: Calculate x, = x, —

Step 4 Calculate f(x,) and x; =X,

Step 5 calculate x,, X, X;.....
Xo = X,

n+l —

Example f(x)=cosx—x=0

Step 1: Estimate Xx,,X, X, =0.5,x, =0.6

Step 2: f(X,) = f(0.5) =co0s(0.5) - 0.5=0.37758,
f(x,) = (0.6) = cos(0.6) — 0.6 = 0.225335

Step 3:

_ f (Xl)(xl — Xo) -0.6
f (Xl) —f (Xo)
=0.748008

_0.225335(0.6 - 0.5)

X, =X
0.225335-0.37758

Step 4: f (x,) = cos( 0.74808 ) — 0.74808 = —0.014962

_ f(xz)(xz — Xl) _
f(x) - o)

~ —0.014962(0.74808 — (
—0.014962 - 0.2253¢

X; = X, 0.74808

=0.73885
Step 5: x, =0.739084, x, =0.73908513,

X, = 0.73908513
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-

Ay

0
0.57735
0.630463
0.645652
0.650423
0.651962
0.652462
0.652625
0.652678
0.652695
0.652701
0.652703
0.652703

Y o = -1 [0 BN F= N [V0) SN FOR) G § P

Goriildugl gibi tolerans degerine 12 iterasyon sonucu ulasilmstir. 4, 5 ve 6.
iterasyon degerlerine Aitken ivmelendirme formiiliinii uygulayalhm

Ax = x;—x, =0.001539
Ax=x/=2x. +x, =-0.00104
degerleriyle

ﬁx 2
'xr ='x.u _( 2”)

Ax

]

=0.652703

aranan sonug 6 iterasyon sonucu ivmelendirme iglemiyle bulunmus oldu.

4.2.4 Newton-Raphson Ydntemi

[slem adimlan agisindan basit iterasyon yéntemi gibidir. Ancak iterasyon
formiilii farkli olup verilen fonksiyonun tiirevini de kullanir. Bu formiil asagidaki
sekilden yararlanarak kolayca elde edilebilir. Yontem, segilen noktadaki tegetin
egiminden yararlanarak kéke yakin bir baska noktanin bulunmas: esasina dayanur.
Kok civarinda segilen bir x, noktasindaki fonksiyonun tegetinin x eksenini kestigi
x; noktasi seklin geometrisinden

Jx,

Xo—X

_Jx)
S %)

tan@ = = f{x,) — X =% (4.11)
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e,

y=f(x)

e e S :

f(xf) """"""""""""""""""""" E

X

//Ig X -]::l!'}

Sekil 4.5 Newton-Raphson yonteminin grafik gosterimi

Bulunan x; noktasindaki efimden yararlanarak, benzer sekilde, x,; noktas:
bulunabilir. Iterasyona devam edilerek istenildigi kadar kék degerine yaklagsmak
miimkiindiir. Genel olarak n. iterasyona ait iterasyon denklemi

‘xn-l—l e fr:xﬂ) (412)
Jx,)

olacaktir. Buna gére yonteme ait islem adimlar $dyle siralanabilir.
1-) Verilen f{x) = 0 fonksiyonun tiirevi alinir.

2-) Iterasyona baslamak i¢in tahmini bir baglangi¢ degeri alinir (xy).
Genel iterasyon denklemi

+1 =In - f(xﬂ)
: fx,)

X

kullanilarak yeni x degerleri bulunur.
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3-) Iterasyona

Xn+i = Xp | < TDj
ve/veya

J(xu+1) | < TD;

oluncaya kadar devam edilir.

4-) Tolerans degeri saglaniyorsa aranan kék x,.; dir.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, fonksiyonun tiirevi ele alinan nokta icin sifir
ise iterasyon formiiliiniin tanimsiz hale gelecegidir. Genelde Newton-Raphson
yontemi daha hizli sonug verir. Ancak bu yontemin de yetersiz kaldig1 veya sonug
vermedigi bazi1 durumlar vardir.

Ornek 4.5:. Asagidaki denklemin en kiigiik pozitif kokiinii hesaplayiniz,
f(x)=3x+ Sinx—e”

Coziim: Newton-Raphson y6ntemi i¢in fonksiyonun tiirevi

f =3+ Cosx—e*

genel iterasyon denkleminde yazilirsa

. _rﬂ
3x, +Sinx, —e

3+ Cosx, —e™

elde edilir. Iterasyona x,=0 ilk degeri ile baglanirsa ve x degerinin radyan oldugu
g0z 6niine alinirsa elde edilecek iterasyon degerler

n= |0 ] 2 3
x,= |0 0.3333 0.3602 |0.3604

olacaktir. Aranan k6k degeri x= 0.3604 tiir.

Yakinsama hizi

Newton-Raphson yénteminin yakinsama sarti ve yakinsama hizini veren
bagintilar elde edilebilir. Basit iterasyon ve Newton-Raphson yéntemlerinin genel
iterasyon formiilleri mukayese edilirse g(x) fonksiyonuna karsilik Newton-
Raphson yénteminde
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ZAC) (4.13)
f (x)

ifadesinin geldigi goriliir. Yakmsama igin tiirevin blytkligi onemli olduguna
gire

glx ) =%

f(x)f(x) 21 (4.14)

g'X) =7
i (f @)

Newton-Raphson yontemine ait yakinsama kriteri elde edilir.
Yakinsama hizim elde etmek tizere Taylor serisi kullamlabilir. Basit

iterasyondan
X, — %, =g(x,)-g(x,) (4.15)

oldugu bilinmektedir. Diger yandan g(x) fonksiyonu kok civarinda Taylor serisine
acilir ve yiiksek mertebeden tiirevler atilirsa

g(x,)=g(x.)+(x, %) (£) (¥, 2%, & (2"’") (4.16)

yazilabilir. Yukandaki yakinsama sarti ifadesinden, kok degeri igin f{x,)=0
oldugundan

Lde f('xr)f"(fr) =) (417)
(7 (x,))

(x,)

bulunur. Buna gore yukaridaki a¢ilim

2 g“(xr)
2

v g(x,)=g(x)+(x,—x,)

haline gelecektir. Bu ifade diizenlenirse



Boliim 4 : Lineer Olmayan Denklemlerin Ciziimii 119

8(x,) - () = (x, -x,)* £
ve Est.(4.15) kullamlirsa
xu-lr! o xr - (I” _xr)l g (zxi')

elde edilir. Burada mutlak hata tanimu kullanilirsa

=E'2g (x,) (4.18)

n+1 n
2

e

yazilabilir. Goriildiigli Newton-Raphson yéntemi ikinci dereceden yakinsama
hizina sahip olup basit itersayona gore genelde daha hizli sonug verir.

Yiksek yakinsama hizi nedeniyle ¢ok sik kullanilan Newton-Raphson
yontemi bazi durumlarda ¢ok yavas kalabilir veya asagidaki grafik gOsterimlerde
oldugu gibi sonu¢ vermeyebilir. Sekil 4.6a’da baglangi¢ noktasindaki tegetin
egimine bagh olarak ikinci nokta kok degerinin daha uzagina diismekte ve boyle
devam etmektedir. Sekil 4.6b’de birbirine yakin birden fazla kok olmasi hali
goriilmektedir. Baslangi¢ degerine bagli olarak en yakin kok yerine bir baska kok
degerine yakinsama olabilecegi gibi traksama da olabilir. Sekil 4.6¢’de ise kok
olmamasina ragmen minimum nokta nedeniyle kok varmis gibi salinimli
yakinsama olabilmektedir, Ancak tepe noktasinda genel iterasyon formiiliiniin
tammsiz hale gelecegi agik olup aym durum negatif bélgedeki maksimum nokta
i¢in de gegerlidir.

A
t y

X| Xo X2

____,_J,aﬁﬁi”’fﬂ'F * // Xo X

(a) (b) (c)

pekil 4.6 Newton-Raphson yonteminin basarisiz kalabildigi durumlar
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4.2.5 Secant Yontemi

Newton-Raphson yonteminin tirev ifadesinden kurtarilmms seklhidir.
Verilen fonksiyonun tiirevinin alinmasi zor veya problemli oldugu hallerde
fonksiyonun tiirevi yerine yaklasik olarak Sekil 4.7’ deki kirigin egimi

} )

ﬁxn-‘f)

*n)

|

Selkil 4.7 Secant ydnteminin grafik gosterimi

fix, ) =ifi(x) (4.19)

X =] _In

(4]

f(x,)=

ifadesi kullanilabilir. Bu denklem ve cikarilisi ileride sayisal tiirev konusu
icerisinde verilecektir. Bu ifade Newton-Raphson denkleminde kullanilirsa Secant
yéntemi i¢in

Xyt =X — S 06, )X — X, (4.20)
F ey~ 1)

genel iterasyon denklemi elde edilir. Diger islem adimlari Newton-Raphson
yonteminde oldugu gibidir.

v Dikkat edilirse bu ifade lineer interpolasyon yontemine ait denklemle
temelde aymidir. Ancak onceki yontemde kok daima iki deger arasinda olup
yakinsama kaginilmazdir. Secant yonteminde ise kok degerinin daima iki sinir
arasinda kalmasi s6z konusu olmayip bazi durumlarda iraksama olabilir.



saglandigindan yani g(x) fonksivonunun mutlak degeri iistten £ = 0.27145
gibi birden kiigiik bir say1 ile sinirhh oldugundan, Sabit Nokta Teoremi’'ne gore
0.1, 0.9] arahiginda g(x) fonksiyonunun sabit noktas: tek tiirlii belirlidir. Simdi
Sabit Nokta Metodu’nu kullanarak 10~% hassashkla istenen k&kii bulalim. Buna,
gore

Pn = g(Pn-1} = pn = 0.3e” P

oldugundan

L Prn Q(Pn) |i‘3n — g@n)l

0 0.20000 0.24562 0.45620%10°1
1 0.24562 0.23467 0.10950x10~1
2 0.23467 0.23725 0.25800x102
3 0.23725 0.23664 0.61000x10~3
4 0.23664 0.23678 0.14000x10°3
5 0.23678 0.23675 0.30000x10~4

elde edilir. Dolayisiyla f(x) = ze” — 0.3 fonksiyonun [0.1, 0.9] araligindaki kokii
10—* hassashkla p5 = 0.23675 olarak bulunur.

2.3 Newton, Secant ve Regula Falsi Metotlar:

Newton metodu ya da diger bilinen bir ismi ile Newton-Raphson metodu
kék bulma probleminde kullanilan en giiclii ve iyi bilinen metotlardan birisidir.
Bu bdéliimde anlatilacak diger yaklagim teknikleri Newton metodu kullamilarak
elde edilmektedir. Newton metodunu ortaya koymalk icin pek cok yol izlenebilir.
Biz metodun insaasim Taylor polinomlar: ile yapacagiz.

2.3.1 Newton Metodu

f € C?[a,b] olsun. f/(po) # O ve |p—pg| fark: yeterince kiiciik olmak iizere p kdk
degerine pg € [a, b] gibi bir yaklasim yapilsin. f(x) fonksiyonunun pg civarinda
birinci Taylor polinomunu £(x) sayisi x ile pg arasinda olmak fizere

- 2
F(@) = F(po) + (& — po)f'(po) + =221 (g ()

seklinde yazilabilir. Burada eger * = p alinirsa £(p) sayis1 p ile pg arasinda
olmak tlizere

_ 2
£(8) = £(po) + (0 — po) ' (p0) + L2 (e

elde edilir. f(p) = 0 oldugundan

B 2
0 = £(po) + (p — Po) f'(po) + L2 p(g(p))

egitligine ulasilir.
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Newton metodu |p—pg| farkinin cok kiicilik oldugu varsayimi altinda (p—pgp)?
degerinin ¢ok daha kiigiik olmas1 olgusuna dayanir. Buna gore olugan hata
ihmal edilebilir bir biiyiikliiktedir. Dolayisiyla

0= f(po) + (p — po)f (po)

yvazilabilir. Bu ifade p’ye gore diizenlenirse

f(po) ’
~ = p1, 0
elde edilir. Rekiirsif olarak n = 1 icin {p, }52 , dizisi

- f(Pﬂ—l)
P = Pt T 1)

seklinde tanimlanirsa pg basglangic¢ yaklagimi olmak tizere Newton metodu elde
edilmis olur (Bkz. Sekil 2.9).

(2.7)

Ay

7'(p1) efgimi v=J@

(pla f(pl))

f'(po) egimi

- T
Po

(o, f(po))

Sekil 2.9: Newton metodu

Ikive bdlme metodunda aciklanan tiim durma kriterleri Newton metodunda

da kullanilabilir. Yani, bir £ degeri verildiginde p;,ps,--- ,px her bir adimda
kok degerine yvapilan yvaklagsimlar olmak lizere n =1,--- , k icin
P — Pn—1| < &, (2.8)
Pn —Poctl oo po 0 (2.9)
Pn
veya
|f(pn)| < e (2.10)
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egitsizliklerinden herhangi biri saglandiginda yapilan yaklagimin istenen hassas-
likta oldugu kabul edilebilir. Fakat biliyoruz ki ne (2.8) ne (2.9) ne de (2.10)’dan
elde edilen sonuclar |p, — p| gercek hata degerine tam olarak egit degildir.

Newton metodu n = 1 i¢in

oy w f(pn—l)
9(Prn—1) = Pn—1 Fon1) (2.11)

olmak iizere p, = g(pn—1) seklinde tanmimlanan fonksiyonel bir iterasyon tek-
nigidir. Bu metodun herhangi bir n noktasinda f'(pn,—1) = 0 degerini almasi
durumda. kullanilamayacagl (2.7)’den aciktir. Daha sonra gosterilecegi lizere
teknik f’ ifadesinin simirinin sifira uzak olmasi1 durumda daha kuvvetli hale
gelmektedir.

Ornek 2.3.1. f(x) = cosz — x = 0 foksiyonu gtz Oniine alinsin. (a) sabit
nokta ve (b) Newton metotlarin1 kullanarak f(zx) fonksiyonunun kdk degerine
bir yaklasimda bulununuz.

Coziim.

(a) Verilen kék bulma problemi & = cos z geklinde bir sabit nokta problemine
donistiiriilebilir. Sekil 2.10°dan gorildiiga gibi £ = cos r denkleminin tek
tiirli belirli sabit noktas:1 [0, /2] aralifinda yer alir.

Sekil 2.10: x = cosx ve y = x egrilerinin grafikleri

Grafik g6z O6niine alinmazsa [0, 7/2| arahiginda g(x) = cosx fonksiyonu-
nun tek tirld belirli bir sabit noktasinin oldugu, vani Teorem 2.2.7’nin
kosullarinin saglandiginin gosterilmesi okuyucuya alistirma olarak bira-
kilmigtir.

po = 7/4 olmak ilizere n > 1 i¢in p, = g(Pn—_1) = cos(pn—1) alinirsa sabit
nokta iterasyonu ile asagidaki tablo elde edilir:
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Pr
0.7853981635

0.7071067810
0.7602445972
0.7246674808
0.7487198858
0.7325608446
0.7434642113
0.7361282565

-] Gt LN = O3

Bu asamada dikkat edilmesi gereken bir husus yakinsamanin gz dniine
alinan fonksivon icin cok vavas oldugudur. Zira uygulanan sekiz adimda
Prn = g(pPn_1) egitligi saglanmamgtir. Dolayisiyla adim sayisini arttirmak
gerekir.

(b) f(x)}) = cosx — x = 0 fonksiyonunun f’'(z) = —sinx — 1 tiirevi lizerinde
caligilan [0, w /2| aralifada sifirdan farkh oldugundan Newton metodu kul-
lanilabilir. Buna goére pg = 7/4 secilir ve n > 1 ic¢in

f(pn—1) o COST — &
7 Prn = Pn—1 ;
I (Pn—l) —singx — 1

Pn = Pn—1

dizisi goz oniine alinirsa agagidaki tablo degerleri elde edilir:

Pr
0.7853981635

0.7395361337
0.7390851781
0.7390851332
0.7390851332

T N B e ] e

Tabloya gore 10 ondalik basamak alinarak yapilan bu yaklasimda pj ile
pa degerleri ayni1 ocldugundan aranan koék degerinin 0.7390851332 oldugu
sonucuna ulagihir.

2.3.1.1 Newton Metodunda Yakinsama

Ornek 2.3.1de goriildiigii iizere Newton metodu ile az sayida iteresyonla, yakin-
samas1 ¢cok hizli yvaklagimlar yapmak miimkiindiir. Ornek 2.3.1'de sabit nokta
metodu ile elde edilen yedinci iterasyon degerinden daha iyi bir yaklasima New-
ton metodunun ilk iterasyonunda rastlanmaktadir. Simdi Newton metodunun
neden bu kadar etkili oldugunu inceleyelim: Newton metodunun Taylor serisi
kullanilarak yapilan ingaasinda pg baglangic yaklagimi biiyiik &nem tasimakta-
dir. Aslinda en kritik varsayim |p— pg| degerinin ¢ok kii¢ilik oldugu ve dolayisiyla
(p — po)? ifadesini iceren terimin ihmal edilebilecegidir. Bu varsayim pg basg-
langic yaklagim p gercek kék degerinden ¢ok farkh olmas: durumunda gecgersiz
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clacaktir. BEger pg yaklagimi gergek kok degerine yeterince yakin degil ise Ne-
wton metodu ile yvapilan yaklasimda yakinsamanin saglanamayacag siiphesi
olugabilir. Cogu durumda, istisnalar olmakla birlikle, zayif baglangic yaklagim
altinda dahi yakinsamanin gerceklendigi gozlemlenmektedir.

Teorem 2.3.2. f € C?[a,b] olsun. Ejer bir p € (a,b) icin f(p) = 0 ve
f'(p) # 0 kosullar: saglaniyorsa, abinan her pg € [p—4é, p+ 0] baslangi¢ yaklasims
tcin Newton metodu kullaniarak yaratilan {p, }5>, dizisinin p kék deferine ya-
kinsamasin: sadglayacak bir 6 > 0 sayiss vardar.

Kanst. Ispat Newton metodunun

@
W= T

olmak iizere n > 1 icin p, = g(pn—1) seklinde bir fonksiyonel iterasyon olarak
analiz edilmesi olgusuna dayanir. &£ sayisi (0, 1) araliginda yeralsin. g fonksiyo-
nunun kendini kendi i¢ine resmettigi bir [p—é, p+4] araligini her x € (p—4§, p+4)
icin |g'(x)| < k esitsizligi saglanacak gekilde tespit edelim.

Analiz derslerinden bilivoruz ki [a,b] aralhifinda siirekli bir A fonksiyonu
icin p € {a, b) olmak tlizere h{p) # 0 kosulu saglamyorsa, [a, b]’nin bir alt aralig)
olan |p — 01,p + 41| arahiginda yer alan her x degeri icin h{x) # 0 egitsizligini
saglayacak bir 6, > 0 sayis1 mevcuttur. A = f/ olarak g6z dnline alinabilir. Zira,
f’ stireklidir ve f'(p) # 0 kosulunu saglar. Buna goére bir é; > 0 sayis1 igin
x € [p—d1,p+ 4] C [a,d] olmak tizere f'(x) # O esitsizligi gerceklenir. Diger
taraftan f € C?%[a,b] ve her x € [p — §1,p + &1] igin

_ @) f(x) — flx)f(x) _ flz)f(x)
[/ ()] [f"(x)]3

oldugundan g € Cl[p — 81, p + 1] bulunur.
f(p) = 0 kabulii altinda

g'(xz) =1

,« fp}f”(p)
9®) =T =0

oldugu sonucu elde edilir. Diger taraftan yine analiz derslerinden biliyoruz ki
la, b] aralifinda siirekli bir A fonksiyonu i¢in p € (a,b) olmak iizere h(p) = 0
kogulu saglaniyorsa, [a, b|'nin bir alt araligi olan [p—§, p+ 3] araliinda yer alan
her x degeri icin |A(x)| < k egitsizligini saglayacak bir ¢ > 0 sayis1 mevcuttur.
Gerekli kogullar sagladigindan A = g’ alinabilir. Bu durumda 0 < é < §;
kogulunu saglayan bir 4§ says1i¢in x € [p— 4, p+ 4] C |a, b] olmak iizere |g'(z)| <
k egitsizligi gerceklenir.

Simdi g fonksiyonunun [p — 4, p + §] arahigim kendi igine resmettigini gos-
terelim: Ortalama Deger Teoremi’ne gére x € [p — §,p + §8] icin |g(x) — g(p)| =
g’ (&) || — p| egitligini saglayacak bir £ sayisi x ile p arasinda mevcuttur. Buna
gore

9(z) — g(p}| = lg9(z) — g(p)| = |g"(O)llz — p| < klz — p| < |z —p
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elde edilir. « say1s1 x € [p—§, p+ 9| araliginda yer aldigindan |x — p| < é saglanir
ve dolayisiyla |g{z)—p| < & oldugu sonucuna ulagilir. |g(z)—p| < § yazihmindan
her x € [p—d,p+ 6] icin p — & < g(x) < p + J egitsizligi elde edildiginden g
fonksiyonunun [p — 4, p + 4| aralifim kendi icine resmettigi bulunur.

Yukarida elde edilen tiim ¢ikarimlardan g(x) fonksiyonunun [p—é, p+J] ara-
hginda Sabit Nokta Teoreminin (Teorem 2.2.7) kosullarini sagladig: sonucuna
ulasihir. Dolayisiyla ner n > 1 icin

o o . f(pﬂ.—l)
Prn = g(Pn-1) = Pn—1 F(Pr—1)

seklinde tamimlanan {p, }52 ; dizisi her po € [p — §, p + é] baglangi¢ yaklagimi
icin p kdék degerine yakinsar. ]

Ornek 2.3.3. pg = 3 baglangic yaklasimi olmak iizere beg-dijit yuvarlama
aritmetigi kullanarak y = % — 4o — 5 ve y = €® — 4x — 5 egrilerinin bir kesim
noktasimi Newton metodunu ile € = 10~ 2 hassaslikla hesaplayiniz.

Céziim. Bu iki egri aym bir (z, y¥) noktasinda kesiseceginden x> —4x — 5 = &% —
dx — 5 = x3 = e% esgitligini saglayan x noktas: ya da buna denk olarak f(z) =
x2 — e® fonksiyonunun kékleri aranmalhdir. f(x) fonksiyonu her mertebeden
siirekli tiirevlere sahiptir ve f/(x) = 3x% — e® tiirev fonksiyonu py = 3 basglangic
yaklagimi i¢in f'(pg) = f(3) = 3- 32 — e? = 6.9145 # 0 sagladifindan Newton

metodu kullanilabilir. Buna gore p, = pn_1 {,((3;:_11}) icin gerekli igslemler
asagidaki gibi yapilir:
f(po) f(3) 6.9145
= — = —5 = 2 = f(2) = 0.61094
L= 77(3) =T = f(p1) = F(2) > €
f(p1) f(2) 0.61094
= - =2 = = 1.8675
P2 =P o) f'(2) 4.6109 -
f(p2) = £(1.8675) = 0.40915 x 107! > ¢
flp2) F(1.8675) 0.040915
= — = 1.8675 = 1.8675 = 1.8572
PE—E2 ™ fitms) £7(1.8675) 3.9906 =
f(p3) = £(1.8572) = 0.63619 x 10~ * < ¢
n_ Pn J(pn)
O 3 6.9145
1 2 0.61094
2 1.8675 0.40915 x 10~1
3 1.8572 0.63619 x 10—

Buna gdre yukanida verilen iki egrinin kesim noktasimin apsisine, 1073 hassas-
hkla yapilan yaklasimin degeri p3 = 1.8572 olarak elde edilir.
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2.3.2 Secant Metodu

Newton metodu ¢ok giiclii bir kék bulma teknigi olmakla birlikte her iteras-
yonda f fonksivonunun tiirevinin aldig degerin kontrol edilmesi gerekliligi bir
zorluk olarak karsimiza cikmaktadir. Bu problemi ortadan kaldirarak Newton
metodundan daha zayif bir metot elde etmek miimkiindiir. Bir p,,_; noktasin-

daki tiirev
f{prn—1) = lim fx) — f(pn—1)

T—rPn—1 g — p-n_,—]_

ifadesi ile verildiginden p,..1 degerinin p,,_.5’ye yakin oldugu kullamilarak

f(Pr—2) = f(Pn-1) _ f(Pn-1) — f(Pn—2)
Pn—2 — Pn-—1 Pn—1 — Pn—2

F'(pn-1) =~

elde edilir. Bu yaklagim degeri

_ . f(Pn—1)
Pl Sl i)

Newton metodunda kullanilirsa

. f(Pn-1)
Pn = Pn—1 ﬂ_ﬂ'n—])_ﬂ_ﬂn—ﬂ)
Pn—1—Pn-2 (212)
J(OPn-1)Pn-1 — Pn-2)

— el f(prn-1) — F(Pn-2)

ifadesine ulagilir. Yukarida ifade edilen kék bulma teknigine Secant Metodu
adi verilir (Bkz. Sekil 2.11). Sekant metodunda Newton’dan farkli olarak pg ve

p1 gibi iki tane baglangic vaklasimi belirlemek gerekir.

Ornek 2.3.4. Ornek 2.3.1’de g6z dniine alinan z = cosx denkleminin ¢dzii-
miine Secant metodunu kullanarak yaklasimlarda bulununuz. Buldugunuz bu
yvaklagimlari Newton metodu ile elde edilen yaklagimlarla kiyaslayiniz.

Coziim. f(x) = cosx — x olmak iizere, Ornek 2.3.1'de py = 7/4 basglangic
vaklasimi icin Newton ve sabit nokta metotlar: ile elde edilen yaklasimlarin
kargilagtirilmas: yapilmigt:. Simdi problemi Secant metodu ile ¢6zelim. Bunun
icin iki tane basglangic yaklagimina ihtiyag¢ vardir. pg = 0.5 ve p; = w/4 olarak
secilsin. n > 2 icin

_ ~ f(Pr—1)(Prn—1 — Pn—2)
= i F(Pn—1) — f(Dn—2)

(C’Dspn—l T pn—l)(pn—l —= pﬂ—?)
(Cﬂspn—l _pn—l) A (Gﬂﬁpn—z —.’Dn—z)

= Pn—1 —

iterasyonu vapilarak agagidaki tablo elde edilir:
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Sekil 2.11: Secant metodu

Pn
(0.5000000000

0.7853981635
0.7363841388
0.7390581392
0.7390851493
0.7390851332

O s QO BN = O] 3

Ornek 2.3.1’den biliyoruz ki on ondalik basamak kullanilarak yapilan yaklagim
ile elde edilen kok degeri 0.7390851332°dir ve bu degere Newton metodu ile
p3 yvaklasiminda, Secant metodu ile ps yvaklasiminda ulasilmistir. Bu 6rnekte
Secant metodunun yakinsama hizi Newton metoduna gore daha yavasg iken
sabit nokta iterasyonu metodunun vakinsama hizina kivasla cok daha hizlidir.

Ornek 2.3.5. pg = 1 ve p1 = 1.2 olmak tizere Secant Metodunu kullanarak
Inx = cosx denkleminin bir ¢dziimiini besg-dijit yuvarlama aritmetigi ile ¢ =
103 hassaslikla hesaplayiniz.

Coztim. f(x) = Inx — cosx olsun. Bu denklemin kokleri bize yukaridaki esit-
ligi saglayan x degerini verir. Simdi Secant metodunu uygulayarak ¢ = 1073
hassaslikla pg = 1 ve p; = 1.2 icin kdke vaklasim yvapalim.

_ f(Pn—1)(Prn—1 — Pn—2)
Pr = Pn—t -f(pﬂ—l) o f(Pn—-z)

15%a¢




ocldugundan

feD®i—po) _,  fL2)A2-1)

P2 TP T F o) — Fpo) F(12) — f(1)
o (—0.18004)(0.2)
=il (—0.18004) — (—0.54030) L

f(p2) = f(1.3) = —0.51346 x 1072 =
|f(p2)] = |£(1.3)| = 0.51346 x 1072 > ¢ = 1073
_fpa)p2 —p) _ 5 f(1.3)(1.3—1.2)

P8 P2 T T (pa) — Fp1) F(1.3) — F(1.2)
(—0.51346 x 1072)(1.3 — 1.2)

(—0.51346 x 10—2) — (—0.18004)
f(p3) = £(1.83029) = —0.11084 x 1072 =

1F(p3)| = |£(1.3029)] = 0.11084 x 103 < & = 103

=1.3— = 1.3029

elde edilir. Buna gore aranan kék p = pz = 1.3029 olarak hesaplanir.

n Pn f(pn)

0 1 —0.54030

1 1.2 —0.18004

2 1.3 —0.51346 x 102
3 1.3029 0.11084 x 10~3

2.3.3 Regula Falsi Metodu

Eger bir yaklasimda Secant metodunu kullanarak iterasyonlar olugturur, ayni
zamanda ikiye bolme metodunda oldugu gibi her bir adimda kékii ihtiva eden
araligi test ederek ilerlersek Regula Falsi Metodu ile bir yaklagsimda bulun-
mus oluruz.

Bu metotla 6nce f(po)f(p1) < 0 kogsulunu saglayan pg ve p; baglangic yakla-
simlari secilir. Daha sonra Secant metodunda elde edilen iteratif formiil kullani-
larak, (po, f(po)) ve (p1, f(p1)) noktalarin birlegtiren dogrunun x eksenini kes-
tigi nokta olan ps yaklasimi bulunur. p3 yaklagimini elde etmek icin f(p1), f(p2)
ve f(p3) degerlerinin isaretlerine bakilir. Eger f(p1)f(p2) < 0 ise (p1, f(p1)) ve
(p2, f(p2)) noktalarim birlestiren dogrunun x eksenini kestigi nokta ps yakla-
simi1 olarak elde edilir. Eger f(po)f(p2) < 0 ise (po, f(po)) ve (p2, f(p2)) nok-
talarimi birlegtiren dogrunun x eksenini kestifi nokta ps yaklasimi olarak elde
edilir. Bu prosediir tekrarlanarak p4, ps, - - - yaklasimlar: bulunur.

Sekil 2.12°de grafik anlamda Secant ve Regula Falsi metodu arasindaki fark
gosterilmektedir. Secant metodunda igaretine bakilmaksizin elde edilen arda-
sik vaklasim noktalarimi birlestiren dogrunun x eksenini kestigi noktanin yeni
yvaklagim degeri olarak elde edilmesine karsin, Regula Falsi metodunda ardasik
yvaklasim noktalarim birlestiren dogru parcasimin x eksenini kestigi yeni yak-
lasim noktasinin isaretinin kendinden &nceki iki yaklasimin igaretleri ile kar-
silagtiriimas1 yapilmaktadir. Sekil 2.12°de goriildiigii lizere Secant ve Regula
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Béliim 4 : Lineer Olmayan Denklemlerin Coziimii 139

Ornek 4.12: Asagidaki denklemin [1,6] arasindaki kokiini 0.01 toleransla
f(x)=x" -4x-15

a) Yanya bdlme

b) Basit itersyon

¢) Newton-Raphson
yontemleriyle hesaplayiniz

Coziim:
a) Yariya bolme yontemini kullanarak ¢6ziim:
x;=1 ve xp=6 alarak -
yi=f1)=- 18
. y..Yr<0 oldugundan arada kok var .
V= 6)=177
X, == ;xi =3.5-y, = f(3.5)=13.875>TD
Vi . ¥ym<0 =  xz=x37~3.5
Yeni x,, = a2 =225y, = f(225)=-12.6 = ‘ym‘ >TD
V- Y>>0 = x;=x/~2.25
2.2 :
Nehit« T kel P Yu = f(2.875)=-2.736 = |y,,| > TD
ye.-ym=>0 =  x;=x)/~2.875
Yeni'- x'= 2'875:; e =3.1875 —> y,, = f(3.1875) =4.635>TD

Vi -yu<0 =  xzp=x3/~3.1875

e 23'18?5 =3.03125 > y,, = £(3.03125) = 0.7275 > TD




140 Sayisal Analiz

vo.yu<0= xp=x,~3.03125

Yeni

2.875+3.031
... +2"’ 03125 _ 5 953125 —» ,, = £(2.953125) = —1.058 =5 |y, | > TD

yr.ym>0 = x;=x)~=2.953125

X, = 2'953125;3'03125 ~2.99218 > y,, = £(2.99218)=—=0.179 = |y, | <TD

Tolerans deger saglandifindan aranan yaklasik kok degeri xp= 2.99218 ‘dir. Daha
hassas bir sonug i¢in tolerans deger daha kiiciik tutularak yariya bolme iglemine
devam edilebilir.

b) Basit iterasyonla
Verilen denklemden x gekilerek

x=34x+15

veya iterasyon denklemi olarak

X 4= {f4x” +15

yazilabilir. Baglangig olarak 2 degeri ile baglayip iterasyonla sonuca yaklagim
asagidaki tabloda goriilldugii gibi miimkiindiir. Tolerans degerini saglayan 2.9995
degeri aranan kok degeridir.

H X, = Jf—lxﬂ +15
2
0 2.844
| 1 2.9766
; 2 2.9965
3 2.9995

¢) Newton — Raphson yontemi igin fonksiyonun tiilrevi alinirsa

f'(x)= 3x* -4
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iterasyon denklemi

Tl J(x,)
f(x,) :

baslangi¢ degeri 2 ile asagidaki sonuglar1 verecektir.

& xu+1

2
0 3.875
1 3.200514
2 3.014141
3 3.000078

Bu sonuglara gore aranan kék 3.000078dir.
Verilen denklemin sézkonusu araliktaki gergek kokii 3 ‘tiir. Buna gore
sonuca en lzh yaklasan Newton-Raphson yéntemi olmustur.

Ornek 4.13: Kat partikiiller igeren bir akiskanin hareketinde siirtiinme faktoriiniin
Reynolds sayisina bagliligi;

]

v/

denklemiyle verilmektedir. Burada /' : siirtiinme katsayisi, Re Reynolds sayis1 ve k
bir sabittir. % 0.08 partikiil konsantrasyonu i¢in k=0.28 ise Re = 3750 i¢in f
surtinme ~ katsayisini  basit iterasyon ve Newton-Raphson yoéntemleriyle
hesaplayiniz

= iln(Re\/?)+(14—--5;;—6)

Coziim : Verilen ifadeyi basitlestirmek amaciyla

JF as

tanimim yapip ifadeyi yeniden diizenlersek ve sayisal degerleri yerine yazarsak

Inx

Inx InRe + (14_%?) =T+ 23.391

1 ! ln(Re.x)+(14_5_ﬁ)=_+
k k k

X

elde edilir.
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Basit iterasyon:

Yakinsama kriterini saglayacak

sekilde ifadeden x ¢ekilirse

1

Sayisal Analiz

Newton-Raphson:

xn+1 =

InX, 533911

b

yazilabilir. Iterasyona x=0.5

ile baslandiginda clde edilen
sonuclar asagida siralanmstir:

Fonksiyonun kapali formu ve tiirevi

xInx

f(x)= +23.3911x-1=0

x .1
HE)= +—+23.3911
/(%) R

x. Inx

k
Inx, +1

(93 301x, —1

+23.3911

Buna gore aym baglangig degeri ile elde
edilen iterasyon sonuglar asagidadir:

n Xn: X
0 0.5 0.5
1 0.0478 0.11376
2 0.07979 0.040516
3 0.06963 0.07379
4 0.072073 0.071574
5 0.07143 0.0715674
6 0.07160 0.0715674
7 0.071556

v 8 0.07156
£=012675 f=0.2675

olarak siirtiinme katsayist elde edilir. Goriildiigii gibi Newton-Raphson daha hizhh

yakinsamistir.
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2)Dosyayi kadedersiniz

3)Programi (yukarida anlatilan 3 metoddan birisi ile )
kosturursunuz.




MATLAB CALISMA

Ln(x) e tabanina gore log(x)
logaritma

Log(x) 10 tabanina gore | log10(x)
logaritma

e exponensiyel exp(x)
fonksiyon

sin( x) sinus fonksiyonu | sin( x)

cos( x) kosinus cos( x)

sin*(x) | arcsin(x) asin( x)

cos™(x) | arc cos(x) acos( x)

\/; Karekok sqrt(x)

1)x=2 icin asagidaki fonksiyonun degerini hesaplayin
f(x) = 4x® —10c0s(2x) + v/ x* +1
fx=4*x"3-10*cos(2*x)+sqrt(x"2+1)
2)x=2 icin asagidaki fonksiyonun degerini hesaplayin
£(x) = >3<+\/x2 +1
4x” —10cos(2x)
fx= (x+sqrt(x"2+1) )/(4*x"3-10*cos(2*x))

1
3)x=0icin f(X) == degerini hesaplayin
X

4)x=-1 icin \/; degerini hesaplayin
5)x=-4 icin \/; degerini hesaplayin

6)x=-10icin \/; degerini hesaplayin

7)Ln(10), Log(10), Ln(0) degerlerini hesaplayin
8)Ln(-10) degerlerini hesaplayin

9)cos(60°) yi hesaplayin

10)arc cos(0.5) i hesaplayin.

11) arc cos(2), arc sin(2) i hesaplayin.

Dosyaya Yazma

1)denemel.m dosyanin icine asagidaki formulu yazin.
ff =x* —4x+10

a)Matlab ekraninda

>>x=1; denemel

yazarak x=1icin ff i hesaplayin

b) >>x=2; denemel

b) >>x=3; denemel

b) >>x=4; denemel

yazarak x=2,3,4 icin ff i hesaplayin

2)deneme2.m dosyanin icine asagidaki formulu yazin.

hip =+a® +b®

a)Matlab ekraninda

>> a=3; b=4; deneme2

yazarak a=3; b=4;icin hipotenusu hesaplayin

>> a=4; b=4; deneme2

>>a=7; b=2; deneme2

>>a=30; b=10; deneme?2

yazarak degisik a,b degerleri icin hipotenusu hesaplayin

3)deneme3.m dosyanin icine asagidaki formulleri yazin.

2 2
Kokl — —b+\/2ba —4ac, Kok 2 — —b—\/zba —4ac |

Matlab ekraninda

>>a=1; b=3; c=2; deneme3
>>a=1; b=6; c=5; deneme3
>>a=1; b=2; c=1; deneme3
>>a=1; b=4; c=13; deneme3

yazarak cesitli a,b,c degerleriicin, ikinci derece denklemin
koklerini bulun.



%yariya bolme yontemiyle kok
bulma

clear all;

%x-cos(x)=0

a=0.5; b=2;

mid=(a+b)/2
fmid=mid-cos(mid);
fa=a-cos(a);
it fmid*fa>0,
a=mid
else
b=mid
end;

mid=(atb)/2
fmid=mid-cos(mid);
fa=a-cos(a);
it fmid*fa>0,
a=mid
else
b=mid
end;

mid=(a+b)/2
fmid=mid-cos(mid);
fa=a-cos(a);
it fmid*fa>0,
a=mid
else
b=mid

%yariya bolme yontemiyle kok
bulma (for loop)

clear all;

%x-cos(x)=0

a=0.5; b=2;

for kk=1:3 %10,100, 1000
mid=(a+b)/2
fmid=mid-cos(mid);
fa=a-cos(a);
it fmid*fa>0,

a=mid
else

b=mid
end;

%yariya bolme yontemiyle kok
bulma

%DOnguyu uzatmamak icin 1f
konulmus

clear all;

%x-cos(x)=0

a=0.5; b=2;

for kk=1:100 %10,100, 1000
mid=(at+b)/2
fmid=mid-cos(mid);
fa=a-cos(a);
it fmid*fa>0,

a=mid
else
b=mid
end;
1T abs(b-a)<0.0001, break;
end;
end;
[a b]

%Sabit nokta yontemiyle kok
bulma

clear all;

%x-cos(x)=0

x=0;

x1=cos(X);

X=X1;
x1=cos(X);

X=X1;
x1=cos(X);

X=x1;
x1=cos(X);

xX=x1;
x1=cos(X);
%veya
x=cos(X);
x=cos(X);
x=cos(X);



x=cos(X);

x=cos(X);

%Sabit nokta yontemiyle kok
bulma (for loop)

clear all;

%x-cos(x)=0

x=0;

x1=cos(X);

for kk=1:4
X=x1;
x1=cos(x)
end;

%Sabit nokta yontemiyle kok
bulma (for loop).Donguyu
uzatmamak icin if konulmus
clear all;

%x-cos(x)=0

x=0;
x1=cos(x);
for kk=1:100
X=x1;
x1=cos(x)
1T abs(x1-x)<0.001, break,
end;
kk
end;
[x1.,x]
%Newton Raphson yontemiyle kok
bulma
%F=x-cos(x), T "=1l+sin(X)
x0=0;

TxX=x0-cos(x0);
ftx=1+s1n(x0);
X1=x0-Fx/ftx;
X0=x1;
TXx=x0-cos(x0);
ftx=1+si1n(x0);
X1=x0-Fx/Ttx;

X0=x1;

TXx=x0-cos(x0);

ftx=1+si1n(x0);

X1=x0-Fx/ftx;
x0,x1

%Newton Raphson yontemiyle
bulma (for loop)

clear all
%F=x-cos(X),
xX0=0;
Tx=x0-cos(x0);
Ttx=1+sin(x0);
X1=x0-Fx/Ttx;

kok

T "=1+sin(X)

for kk=1:2
X0=x1;
TxX=x0-cos(x0);
ftx=1+sin(x0);
X1=x0-Fx/Ttx;
end;

%Newton Raphson yontemiyle kok
bulma (for loop)

%Donguyu uzatmamak icin i1f
konulmus
clear all
%F=x-cos(x),
X0=0;
TxX=x0-cos(x0);
Ttx=1+sin(x0);
X1=x0-fx/ftx;

T "=1+sin(X)

for kk=1:200
X0=x1;
TxX=x0-cos(x0);
Ttx=1+sin(x0);
X1=x0-Fx/ftx;
1T abs(x1-x0)<0.0001,
end
kk
end;

break,



D)

MATLAB da Fonksiyon Tanimi 1)Bir yeni dosya acin (file new)
—————————————————————————————————————————— 2)Asagidaki satirlari dosyanin icine yazin.
A) 3)Dosyaya shacim ismi vererek kaydedin. (save)

1)Bir yeni dosya acin (file new)
2)Asagidaki satirlari dosyanin icine yazin.

(--—-- ile baslayan satirlari yazmayin) function hh=shacim(r,h)
3)Dosyaya hipotenus ismi vererek kaydedin. (save) hh=pi*r"2*h
-------------------------------- >>shacim(2,3)
function cc=hipotenus(x,y) >>shacim(5,5)
ce=sqrt(x"2+y”2) yazarak degisik degerler icin programi kosturun.
>>hipotenus(3,4) E)
>>hipotenus(1,2) 1)Bir yeni dosya acin (file new)
>>hipotenus(10,20) 2)Asagidaki satirlari dosyanin icine yazin.
yazarak degisik degerler icin programi kosturun. 3)Dosyaya alanvehacim ismi vererek kaydedin. (save)
B)
1)Bir yeni dosya acin (file new) function [alan, hacim]= alanvehacim (r,h)
2)Asagidaki satirlari dosyanin icine yazin. hacim=pi*r"2*h

(---- ile baslayan satirlari yazmayin) alan=pi*r"2+2*pi*h

3)Dosyaya hipveaci ismi vererek kaydedin. (save) mmmmmmmmmmmsmmmeseeoes -
>> [aa,bb]=alanvehacim (2,3)
................................ >> [aa,bb]=alanvehacim (5,10)

function [aci, genlik]=hipveaci(x,y) >> [aa,bb]=alanvehacim (100,200)
genlik=sqrt(x"2+y”2)

aci=180*atan(y/x)/pi yazarak degisik degerler icin programi kosturun.
>>[aa,bb]= hipveaci (3,4) F)

>> [aa,bb]=hipveaci (1,2) 1)Bir yeni dosya acin (file new)

>> [aa,bb]=hipveaci (10,20) 2)Asagidaki satirlari dosyanin icine yazin.

3)Dosyaya maxbul ismi vererek kaydedin. (save)
yazarak degisik degerler icin programi kosturun.

function gg= maxbul(aa,bb)

C) qg=aa

1)Bir yeni dosya acin (file new) if bb>qq, gg=bb; end;

2)Asagidaki satirlari dosyanin icine yazin. e -
3)Dosyaya kok2bul ismi vererek kaydedin. (save) >> mm= maxbul(2,3)

>> mm= maxbul(3,2)
................................ >> mm= maxbul(20,300)

function [kok1, kok2]=kok2bul(a,b,c) >> mm= maxbul(-20,3)
delta=b"2 - 4*a*c
if delta<O, yazarak degisik degerler icin programi kosturun.

disp(* Kokler Komplex ");
disp(' MATLAB Komplex koku de hesaplar’);
end;

kok1=(-b+sqrt(delta))/2

kok2=(-b - sgrt(delta))/2

>>kok2bul(1,3,2)

>>kok2bul(1,4,2)

>>kok2bul(1,4,4)

yazarak degisik degerler icin programi kosturun.




Vektorlerin lineer bagimsizligi

P 201) aa=[ 12 3] ile bb=[10 20 30] vektorleri
lineer bagimlidir. Cunku aa yi 10 nile carparsak bb yi
elde ederiz.

P202)aa=[123], bb=[51 8], cc=[6 3 11]
vektorleri lineer bagimlidir. Cunku aa ve bb yi
toplarsak cc yi elde ederiz.

P 203)aa=[123], bb=[1 1 1], cc=[11 12 13]
vektorleri lineer bagimlidir. Cunku aa ve bb nin 10
katini toplarsak cc yi elde ederiz.

P204)aa=[1 2], bb=[1 1],
vektorleri lineer bagimsizdir. Cunku aa yi carpip bb
yi elde edecegimiz bir sayi yoktur.

P204)aa=[1 0 0], bb=[0 1 0 ],cc=[0 0 1]
vektorleri lineer bagimsizdir. Cunku aa yi bir sayi ile
carpip bb yi baska bir sayi ile carpip cc yi elde
etmemize imkan yoktur.

Lineer =dogrusal

Lineer bagimsiz=Dogrusal anlamda bagimsiz.
Aralarinda dogrusal bir iliski yok.

Lineer denklem sistemleri
x+2=10 : Lineer denklem

x + 2y =10,
2x+ 7y = 20

Lineer Denklem Sistemi

X + 2y +3z=10,
2X + 5y +4z= 20
5x + 13y+9z =70

Lineer Denklem Sistemi

x?=4 lineer olmayan denklem
x?+2x+4=0 lineer olmayan denklem
X + cos(x)=0 lineer olmayan denklem

x+e=0 lineer olmayan denklem

X2 + 2y =10,
2x+ 4y = 20

Liner olmayan denklem
sistemi

Lineer olmayan denklem yerine kisaca nonlineer
denklem denir.

x +y=10, Liner olmayan denklem
2x+ xy= 20  sistemi
x + y=10, Liner olmayan denklem

2x + cos(y) = 20 sistemi



P211
X + 2y=10, Denklem Takimini Cozun
2x+ 4y = 20

X + 2y =10 => x=10-2y
Ikinci denklemde yerine koy
2(10-2y) + 4y = 20
20-4y)+ 4y = 20
20=20
Sonuc:
x+2y=10 => x=10-2y sartini saglayan butun x ve 'y
ler her iki denklemi de cozer.
(x=0, y=5), (x=2,y=4), (x=4,y=3), .....
Denklem takiminin sonsuz cozumu vardir.

P 212
X + 2y=10, Denklem Takimini Cozun
2x+ 4y = 30

X + 2y =10 => x=10-2y

Ikinci denklemde yerine koy

2(10-2y) + 4y = 30

20-4y)+ 4y = 30

20=30

Her iki denklemi cozecek x ve y degerleri mevcut
degildir. Denklem takimi Cozumsuz.

P 213
X + 2y=10, Denklem Takimini Cozun
2x+ 3y =19

X + 2y=

10 => x=10-2y

Ikinci denklemde yerine koy
2(10-2y) + 3y = 19
20-4y+ 3y = 19
-y=-20+19
y=1
x=10-2y=8
Denklemin cozumu tekdir. (x=8, y=1) denkelmin tek
cozumudur.
Cozumun Varligi ve Tekligi
Bir lineer denklem takiminda katsayilar matrisi lineer
bagimli ise cozum ya yoktur veya sonsuz coxum
vardir.
Katsayilar matrisi ornek 211 ve 212 de
l.satir-->1 2
2. satir -->2 4
Birinci satiri -2 ile carpip 2. satira eklesek sifir olur.
Yani birinci ve ikinci satir arasinda bir baginti vardir.

Bu durumda ya cozum yoktur veya sonsuz cozum
vardir. Klsaca cozum tek degildir. Veya cozumler
birbirine lineer bagimlidir.

TAHLIL

Duruml)
X + 2y=10, Denklem sisteminde
2x+ 4y = 20

A:FZ j } matrisine katsayilar matrisi

B=A= 1 210 matrisine

2 4 20
genisletilmis(augmented) matris denir.
Yukaridaki ornekte ikinci satir birinci satirin iki

katidir. Bu A icinde B icinde boyledir. Dolayisi ile
sonsuz cozum vardir.

Durum?2)
X + 2y=10, Denklem sisteminde
2x+ 4y = 30

1 2 — |1
2 i oA

A matrisinde ikinci satir birincinin iki katidir. B
matrisinde ikinci satir birincinin iki kati degildir. A
matrisinin satirlari lineer bagimli B matrisinin satirlari
lineer bagimli degil lineer bagimsizdir. Cozum
yoktur.

2 10 m atrisine
4 30

Durum3)
X + 2y=10, Denklem sisteminde
2x+ 3y =19

1 2 - (1 2 10
A: = A:

{2 3 } [2 3 19 }
A nin satirlari lineer bagimsizdir. satirlar arasinda
dogrusal bir baglanti yoktur. yani birinci satiri bir sayi
ile carpip ikinci satiri elde edemeyiz. B nin satirlari da
bagimsizdir.
Sonuc: Denklem sisteminin cozumu vardir ve tekdir.

Cok degiskenli denklemler

Iki degiskenli bir denklemde durumu gormek
kolaydir. 3 degiskenli bir sistemde durumu gormek o
kadar kolay olmaz.

P 231)



X + 2y +3z=10, 1 2 3
2X + 5y +4z= 20 A=(2 5 4
5x + 13y+9z =50 5 13 9

Ik bakista farkedilmemektedir. Ancak satirlar lineer
bagimlidir. Birinci satiri -1 ile carpip, ikinci satiri 3
ile carpip eklersek ucuncu satiri elde ederiz.

[123x(1)=[-1 -2 -3]
[254]x3 =[ 6 15 12 ]

B matrisi icin durum aynidir. B nin satirlari lineer
bagimlidir.

[123 10]x(-1)=[-1 -2 -3 -10]
[254 20]x3 =[ 6 15 12 60]

[ 5 13 9 50]
Sonuc: sonsuz sayida cozum vardir. P211 de oldugu
gibi.

P 232)

X + 2y +3z=10,
2X + 5y +4z= 20
5x + 13y+9z =70

A matr

isi ayni fakat B de son elemen 50 yerine 70 olmus. A
matrisinin satirlari lineer bagimli B nin satirlari lineer
bagimsizdir.

Sonuc: Bu denklemi saglayan bir x,y,z yoktur.
cozum yoktur.

Lineer bagimsizligin hesabi

Bir denklem sistemi verildiginde o denkleme
sisteminin lineer bagiml;i bagimsiz oldugunu
anlamanin en kolay yolu matrisin alt tarafini sifir
yapmaya calismaktir.



Gaus Eliminasyon Yontemiyle Lineer denklemlerin cozumu

2 6 8][x 4 . 2 6 8 4
Augmented Matrix

4 17 14||y|=|15 4 17 14 15
=

11 13 14 ||z 30 1 13 14 30

Birinci satiri 2 ile carp ikinci satira ilave et.

2 6 8 4

4 17 14 15 R, -2R, »> R,

1 13 14 30

2 6 8 4 2 6 8 4
4-2*%2 17-2*6 14-2*8 15-2*4|=|0 5 -2 7
1 13 14 30 1 13 14 30

Birinci satiri -0.5 ile carp ucuncu satira ilave et.

2 6 8 4

05 -2 7 R; —0.5R, = R,

1 13 14 30
[2 6 8 4 2 6 8 4
0 5 -2 7 1=(0 5 -2 7
11-05*2  13-05*6 14-05*8 3-05*%4| |0 10 10 30

Ikinci satiri -2 ile carp ikinci satira ilave et.
2 6 8 4

0 10 10 28

2 6 8 4 2 6 8 4
0 5 -2 7 |=|0 5 -2 7
10 10-2*5 10-2*(-2) 28—-2*7 0 0 14 14

Sonuc denklemleri yaz.
2X+6y+8z=4
5y-2z=17
14z =14
Sondan Baslayarak denklemleri coz.
14z=14 = 1z :Ezl
14

Sy-2z=7 = 5Jy-2*1=7 = 5y=9 = y=%=1.8

2X+6y+8z=4 = 2x+6*1.8+8*1=4 = 2x+108+8=4 = x=-74
During the process we converted the coefficient matrix into upper triangular Form
2 6 8 4 2 6 6 4

4 17 14 15| = 0 5 -7 1
1 13 14 30 0 0 14 14



LINEER DENKLEMLER (Denklem sayisi= Bilinmeyen sayisi)

X+y:4 — |:1 1 4 :| R2-2R] _)RZ |:1 1 4

N Tek y=
XY= 2 -15 —l 0 -3 - 3} Cozum > x=1
x+y+z=7 1 2 1 7 L 21 7
4X-y3y+Z:6 » 4 _ 3 1 6 R2-4R1 —)Rz R3*R2 —)R3
2x-Ty-2z=-9 R;2R, »R; |0 —11 =3 -22| e
g 2-7-2-9 0 —11 —4 -23
—_—
! 2 1 7 Tek 7z=3
— —_—
0 -11 -3 -20 Cozum y=1
=2
0 0 -1 -3 X

xty=4 1 4 R,-2R; —»R L1 4 Sonsuz
2x+2y=8"[ —s 00 o

2 2 8 — Cozum
- 1 21 7
WL N R N A
X-oyrz 4-3 1 6] o 5p R. |0 -11-3-22 —
2x-Ty-z=-8 3matM 3
2 -7-1-8 0 -11 -3 -22

1 2 1 7

Sonsuz
0 -11 -3 -22| ===  m
0o 0 0 0

xty=¢ |11 40 poop R, (114 Cozum
2x+2y=6 2 2 6 —_— 00 -2 yok

x+y+z=7 1 2 1 7 1 71
4X—y3y+z=6 g 3 1 6| ReAR—R ! R3-R; —R;
_ R;-2R, —R; 0 -11 -3 -22 —
2x-7y-z=-5
2-7-1-5 0 —11 -3 -19
—
1 2 1 7 Cozum

0 —11 -3 —22| ™ yok
o 0 0 3

~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ Tek | —mp SoNSUZ | gp Cozum
.......................... — Cozum 0 0.0 0 Cozum 0 0.0 X Yok
0........ 0 X X

Genisletilmis matris Gaus eliminasyon yontemiyle alt ucgeni sifirlamaya calis.
Eger en son satir tamamen sifir ise cozum sonsuz tane

Eger en son satirin en son 2 elemani sifirdan farkli ise tek cozum
Eger en son satirin sadece en son 1 elemani sifirdan farkli ise tek cozum yok
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rank=lineer bagimsiz satir sayisi. 1 10
Al O] ank (A)=2 A=|2 20|, rank(A)=I
01 330
11 - .
A= , rank (A)=1 1 1 1 1 1
10 0 A= s 2 2 2 9l rank (A)=1
11 - -
A= 1 J, rank (A)=1 1 1 1 1
- A={2 2 2 2 2|, rank(A)=Il
_1 1 L 3 3 3 |
A= 5 2}, rank (A)=1
L 1 2 3 4]
2 1 2 3 4
A=lg ] kA= A=|1 2 3 4 rank(Arl
1 2 3 4
0 o
A= . rank (A)=1 12 3 4]
- 1 2 3 4]
0 0
A= . rank (A)=0 0 2 3 4
00 A=[0 0 3 4|, rank(A)4
0 0 0 4
1 1 1 _0 0 0 0_
A=|1 1 1], rank(A)=1 2 3 47
111
- 0 2 3 4
_ - A= , rank (A)=4
11 1 0 0 3 4
A=|2 2 2|, rank(A)=I 0 0 0 4]
3 _ _
- - 1 0 0 O
- . 0 2 0 O
1l A= , rank (A4
A=l2 2 2|, rank(A)2 00 3 0
0 0 0 4]
_ - 1 0 0 0
b 0 1 0 O
A=|0 2 2|, rank(A)=3 A= 0 0 1 ol rank (A)=4
0 0 3
- - 0 0 0 1
11 0]
A=(0 2 0], rank(A)=3 1 0 0 0 O O
0 3] 0 1.0 0 0 0
A= , rank (A)=4
_ _ o o1 0 0 O
11 1
A= , rank (A)=2 0 0 0 1 0 O
0 2 2]
1 0
A=|1 2|, rank(A)=2
12




A: katsayilar matrisi

A : Genisletilmis matris.
r : bilinmeyen sayisi. (nxn icin denklem sayisi)

rank A=rank A=r ==>tek cozum
rank A=rank A <r ==>sonsuz cozum

rank A< rank A==>cozum yok

24 2 0 8 24 2 0 8
040110 040110
A= 005 2 8 - 005 2 8
0007 2 0007 2
00014 4 0000 O
Rank A=rank A=r=4  Tek Cozum
2420 8 2420 8
0421 10 0421 10
A= 0002 8 -0 002 8
0006 2 0000 -22
000 14 4 00O0O0 O
Rank A=3, rank A=4 Cozum yok
2 4 2 08 2 4 2 0 8
0 4 2 110 0 4 2 110
A= 000 2 8| —|0 00 2 8
0 0 0 4 16 0O 0 0 0 O
0 0 0 20 8 0 00 0O

rank A=rank 76\ =3<4 Sonsuz cozum

dependent.



VECTORLER
>>m=[0:2:10 10:3:22]

>>a=[72 5], b=[9 03] 02468 10 13 16 19 22
>>c=1:5
c=12345 >>a=[8103], b=[4 7 8]
>>c=[a b]
>>0=5:8 8103 478
d=5 6 7 8
>>d=[aa a]
>>e=0:2:10 8103 8103 8103
024 68 10
>>f=0:0.1:0.6 Komplex vectors

0 01 02 03 0405 06
>>a=[3+4* -6 +9j 2+5]  -7j 30]
>>g=zeros(1,6)
000O0O00O >>w = abs(a)

5 1081 538 7 30
>>h=zeros(1,4)

0000 V3% +4% =5, 6% +9°=10.81 ..

>>k=0nes(1,7)

1111111 >> p=angle(a)

092 215 119 -157 O

>>m=ones(1,3)

1 11 >> s=angle(a)*180/pi

53.13 123.69 68.19 -90 O
TOPLAMA ve CIKARMA 4 _
tan™(= )=0.92"%" = 53,13°
>>a=[2 8 10], b=[ 1 4 3] 3

>>c=ath tan'l(i )=2.15"%" = 123.69°
2 8 10 -6
+ 1 4 3 MATRISLER:
.................... Asagidakileri yazin
3 12 13 >> a=[10 20 30; 40 50 60; 100 80 90];
>>h=[123; 456;-289];
c=[ 3 12 13] c=[15 25 35];
10 20 30 1 2 3
>>d=10%*a
a=|40 50 60|,b=|4 5 6],
d=[ 20 80 100]
100 80 90 -2 8 9
>>e=5*p c=[15 25 35],
5 20 15
Toplama, Cikarma, Carpma, Bolme, normal islemler gibi
>>f=10*a + 5*b yapilir.
25 100 115
>>qg=a+b, ww=a-b; ee=a*d;
>>g=a-b
2 47 11 22 33 9 18 27 200
qq=|(44 55 66|, ww=[36 45 54 |, ee=|440
VEKTORLERIN IC ICE KONULMASI -98 88 99 102 72 81 710
>>h=[1:5]
12 345
>>k=[15 1:3] ' isareti matris transpozesi icin kullanilir.

12345 123 >>m=[1 2 3; 45 6], n=a", d=[1 2 5]"



123
m= n
456

Satir ve Sutun islemleri

[l
w N -
o o &

Asagidaki ifadeleri yazin ve G matrisini ekranda gorun

>> G=[10 20 30 40; 210 220 230 240 ; 310 320 330 340;
410 420 430 440];

10 20 30 40
oo 210 220 230 240
1310 320 330 340

410 420 430 440

Asagidaki ifadeleri yazin ve sonuclari ekranda gorun

>>h=G(:,1), k=G(:,2), m=G(:,4), n=G(1,),
p=G(2,),

10 20 40

210 220 240
h = y k = y m= ]

310 320 340

410 420 440

n=[10 20 30 40]

p=[410 420 430 440]
Ayrica, r=G(1:2,;), t=G(:,1:2), s=G(1:2,1:2)

10 20
[10 20 30 40 210 220
1210 220 230 240|  [310 320

410 420
. 10 20
1210 220/

>>3aa=1:10

aa=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10]

>> aa=1:7, bb=sin(aa),

bb=[0.84 0.9 0.14 -0.75-0.95-0.27 0.65 ]

her elemanin ayri ayri sinusu alinir

bb=[sin(1) sin(2) sin(3) sin(4) sin(5) sin(6) sin(7)];

Matrices can be nested into each other. Examine the
following examples.
>>3=[1 2 3]; b=[10 100 200]; c=[11 22 33]; d=[a; b; c];

e=[abc];
1 2 3
d=(10 100 200,
11 22 33

e=[lL 2 3 10 100 200 11 22 33]

>>a=[12:34]; b=[a [1020]; 789]
1 2 10
12
a= )

b={3 4 20
7 89

MATLAB da tanimlanmis fonksiyoanlar
zeros(n,m) nxm boyutlu, tum elemanlari sifir matrix
ones(n,m) nxm boyutlu, tum elemanlari 1 matrix
eye(n) nxn boyutlu birim matris. tum elemanlari O sadece
kosegen elemanlari 1.
size(qq) Bir matrisin boyutlarini verir. m ve n yi verir
qq’ Transpose of the matrix qq
inv(qq) matris tersi (inversi)
diag(qq) diagonal of the matrix qq
sum(qq) sutunlarin toplami
det(qq) determinant of the matrix qq.

Example 1)

>>ww=0nes(2,3), ff=zeros(3,4), gg=eye(3),
0 00O

111
WW = , ff=/0 0

111
00

100
gg=|0 1 O
0 01

0 0},
0 0

Example 2)
>>[wrow wcolumn]=size(ww),
wrow=2  wcolumn=3

>>[frow fcolumn]=size(ff),

frow=3 frow=4
Example 3)
>>0=[12; 34], p=[10 20; 30 40];

r=[ [q zeros(2,2)] [ones(2,2) p]]
12 [10 20

913 4] 9730 40|
r_120011 10 20
134 0 01 1 30 40
Example 4)

>>e =[ zeros(1,4) ones(1,3) ]
0000111

>>e =[ zeros(1,4) ones(1,3)]
0000111



>>f=[ones(1,3) 10*ones(1,4) ]
111 10 10 10 10

>> g = 10%[1:3]
10 20 30

>>h =] ones(1,3) 10:2:20]
111 1012 14 16 18 29

>> k =[ 10*ones(1,3) 17 10:3:19]
10 20 30 17 10 13 16 19

>>f=[ones(1,3) 10*ones(1,4) ]
111 10 10 10 10

>> g =10*[1:3]
10 20 30

>>h =[ones(1,3) 10:2:20]
111 1012 14 16 18 29

>> k =[ 10*ones(1,3) 17 10:3:19]
10 20 30 17 10 13 16 19

Example 5)

>> aa=[460 02 2 40 60]
>>bb=sum(aa)

bb=114
vektorun tum elemanlari toplandi.
4+6+0+0+2 +2+40 +60=114

Example 6)
Most built-in functions (sin,cos,tan, exp.. ) also works for

matrices.

>>a=[12; 34,

>> b=sin(a);
b sin(l) sin(2) | |0.841 0.909
_Lin(s) sin(4)}{o.141 —0.756]

>> c=exp(a);

. et e’| [2718 7.389
|ed e*| |20.08 5459

MATRISLERDE SCALAR CARPMA VE BOLME

x=a.-b o @ Ve b vectorlerinin scalar carpimini verir.

Normal carpmada kullanilan * yerine «* kullanildigina
dikkat ediniz.

>>a=[15 16 12 20], b=[10 4 6 5], x=a.*b
x = [150 6472 100]

15* 10 = 150

16* 4 =64

12*6=72

20 * 5 =100

>>a=[15 16 12 20], b=[10 4 6 5], y=a./b

Normal bolmede kullanilan/ yerine o/ kullanildigina
dikkat ediniz.

y=[15 42 4]

15/10=15

16/4 =4

12/6=2

20/5= 4

>>q=[12; 34],
1 2 10 20 11 22
p: ] q: , W=
3 4 30 40 33 44
>>0=[12; 3 4], p=[10 20; 30 40];
L 10 20 . 10 10
190 160|" |10 40

MATRIS CARPIMLARI

b11 b12
bZl b22
b31 b32

} |:a11b11 +a12b21 + a13b31 a11b12 + a12b22 + a13b32 :|
aZlbll + a22b21 + a23b31 a21b12 + a'22b22 + a'23b32

p=[10 20; 30 40]; w=p+q

z=qe*p, k=p./q

|:a11 alZ a13
a21 a'22 a‘23

10 20

2 34 310 400
30 40 |=

5 67 580 760

50 60

>>aa=[234;56 7], bb=[10 20; 30 40; 50 60], x=aa*bb

.- 310 400
| 580 760
10
[2 3 4]/ 20
30

=200



aa=[0 1 8 5]

!
>>a=[2 3 4], b=[10 20 30] , x=a*b aa_Length=length(aa);

x=200 for kk=1:aa Length,
bb(kk)= 3* aa(kk) ~2 + 5*aa(kk) +7
end;
bb=[7 15 239 107]
10 20 30 40
20 |[2 3 4]=|40 60 80 tt=[aa” bb”]
30 60 90 120 ti=
>>a=[2 3 4], b=[10 20 30]", x=b*a 0 7
’ ’ 1 15
8 239
20 30 40 5 107
x={40608 | |
60 90 120 Method 3.

aa=[0 1 8 5]
bb=3*aa.”2 + 5*aa +7
[2 3 4][10 20 30]=HATALIISLEM | __

>>a=[2 3 4], b=[10 20 30], x=a*b Method 4.
2?? Error using ==> mtimes
Inner matrix dimensions must agree. aa=[0 1 8 5]

pol_coef =[3 5 7]
Matris boyutlari uyusmazsa carpma
tanimsizdir.

bl=polyval (pol_coef,0)
DIMENSION ERROR
b2=polyval (pol_coef,0)
>>a=[254] b=[83 12 5]

>>x=a+b b3=polyval (pol_coef,0)
?? Error using ==> plus b4=polyval (pol_coef,0)
Matrix dimensions must agree. bb=[ bl b2 b3 b4]
eleman eleman yapilan islemlerde a ve b ayniboyutta |-—————-————————————
olmalidir. Method 5.
x=a*bh, y=a*b, z=ab w=alb aa=[0 1 8 5]
hepsi hatalidir. pol_coef =[3 5 7]

bb=polyval (pol_coef,aa)
Ornek 431 : x=0; x=1; x=8 x=5; icin y=3x2+5x+7 > o1 _
degerini hesaplayin bir matris halinde gosterin. Problem: y = 3x" +e" - 20 sin(x)
Calculate y for x=0, x=0.5 , x=1, and x=2

Method 1.
al=0; bl=3*al”™2 + 5*al +7 Long method:
>> x=0, y = 3*x"2 + exp(0.1*x) -20*sin(x)
a2=1; b2=3*a2”2 + 5*a2 +7 1
>>x=0.5, y = 3*x"2 + exp(0.1*x) -20*sin(x)
a3=8; b3=3*a3"2 + 5*a3 +7 -7.78
a4=5; b4=3*a4”2 + 5*a4 +7 >> x=1, y = 3*x"2 + exp(0.1*x) -20*sin(x)
-12.72
tt=[al bl; a2 b2; a3 b3; a4 b4]
tt= Short method
0 7 >>x=[0 05 1 2],
é Zég >>y = 3* x,2 + exp(0.1*x) - 20*sin(x)
5 107 1 -7.78 -1272 -4.96

_________________________________ Notice the dot. in x.2
Method 2.




for
>> for kk=1:4, aa(kk)=kk"3; end;

aa= [1/\3 2/\3 3/\3 4/\3 ]

MATRIS KARESI VE USTEL ISLEMLER
>>a=[ 25 7 -8], b=a"2

??? Error using ==> mpower

Matrix must be square.

>>a=[ 25 7 -8], b=an2
b=[ 4 25 49 64]

22=4 52=25 7%=49 (-)8%= 64

>>a=[ 25 7 -8], b=a/3
b=[8 125 343 -512]

>>a=[12; 34]; d=a."2;

d_12 22| 1 4
132 42| |9 16/

>> g=a’2

o<y 25 s =

a.~2 ile a”2 arasindaki farki gozelemleyin.




MATLAB’da grafik cizimi
x=[123456], y=[10 7-1 560];
x-y duzleminde asagidaki grafigi elde ederiz.

X
A
10

8

(=2

N

N

(=]

\ N\
2\3/456

x e karsilik y yi cizmek icin MATLAB komutu
plot(x,y)

>>x=0:0.1:20; y=sin(x); plot(x,y),

IVAVAY,

Graphic Resolution (cozunurluk)
>>x= 0 1:20; y=sin(x); plot(x,y),

-
[T
o.a
o2

U

o=
o.a
os
ET
BN

>>x=0:2:20; y=sin(xX);

plot(x,y),

>> x=0:4:20; y=sin(x); plot(x,y),

>> x=0:0.1:20; y=sin(x);

AN
x

plot(y,X),

Problem 32: Asagidaki grafigi cizin.

* X=sin(wt)

AWAWAW
VIV

t=0:0.1:6;
TT=2;
w=2*pi/TT,
x=sin(w*t);
plot(t,x);

v

t=0:0.1:6; TT=2; w=2*pi/TT; x=sin(w*t);plot(t,x);

Problem 33: Asagidaki grafigi cizin.

szsm(wt)

AWAWAE
VY

t=0:0.1:60; TT=20; w=2*pi/TT; x=sin(w*t); plot(t,x);

Problem 34: Asagidaki grafigi cizin..
Note: frequency is doubled from t=60 to t=90



Solution
t1=0:0.1:60; TT1=20; wl=2*pi/TT1; x1=sin(wl*tl);

t2=60:0.1:90; TT2=10; w2=2*pi/TT2; x2=sin(w2*t2);

tTotal=[t1 t2]; xTotal=[x1 x2]; plot(tTotal,xTotal);

Problem 35: Draw x=sin(t) t=0 to 10
Solution:
t=0:0.1:10; wi1=1; x1=sin(w1*t); plot(t,x1);

1

0.8

06

0.4

0.2

ot

-0.2 -

04l

06

0.8 -

-1

o 1 2 3 4 =1 =1 7 =] =l 10

Problem 36: Draw x=sin(3t) t=0 to 10
Solution:
t=0:0.1:10; w1=3; x1=sin(w1*t); plot(t,x1);

1

[nl=T

06

0.4

oz

ok

0.2

0.4

0.6

nalk

-1

Problem 37: Draw x= sin(t) + sin(3t) t=0 to 10
Solution:
t=0:0.1:10; wi1=1; w2=3;

x1=[sin(wl*t)+sin(w2*t)]; plot(t,x);

Problem 38: Draw x1=sin(t) and x2=sin(3t) t=0 to
10

Solution

t=0:0.1:10; wil=1; w2=3;

x1=[sin(w1*t)]; x2=[sin(w2*t)];

plot(t, x1,t, x2);

1

o.s |

0.6 |

0.4

0.2

af

oz

0.4l

06l
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1

0.8

o6 |

0.4

0.2

ot

oz k

o4 b

sl

¥
! \}+\+ [ R R R R

o=l

-1

o 1 ] 3 E] 5 & 7 =] E] 10

Exercise 57. Find the period and frequency of the
following sinewave

T= f= w=

T=17/3=5.666 ???



261)Asagidaki dizileri olusturan komutlari yazin
a) 11121314151
b) 11121314151 ......... 251 261
c) 01 03 05 0709
d -01 -0.3 -05 -0.7 -0.9
e) -1-2-3 -4 ... -99 -100
f) 149 1625....256
g)-20-19-18 -17 ...... 0
h)0123456.... 20
j) -20-19-18....0 100101 102 ....120
ky11111... 1 (yuztane 1)
N22222.. 2 (yuztane 2)
m)123451234512345(10defal?2 345 tekrar)

262)matrisleri yazin.

a_10 20 30 b_1 2 3
140 50 60| |4 5 6/

200 1
123
,ee=[440(, m= d=|2
456
710

263)Once G matrisini elde edin sonra G matrisinden
asagidakileri elde edin
10 20 30 40

G 210 220 230 240
1310 320 330 340
410 420 430 440
n=[410 420 430]
230
P= 330
264)Matrisleri eye, ones ve zeros kullanarak elde edin
0 010
111
sz{ } ff=0 0 1 0],
0 0O
0 010
1 00
gg=|0 1 O
0 01

265) ones ve zeros kullanarak elde edin.
aa=[0 0 001 110000]

.

cc=[0 0 0 01 1 11010 10 10]

001100
001100

266)ones, zerso, - kullanarak elde edin.
a) 111 1 10 12 14 16 18 .. 20
by 111 1 -10 -12 -14 -16 -18 ...-20
c) 1012 14 16 18 .20 00001111

267) aa=[ 1 2 3]; bb=sum(aa)
ekrana bb nin degeri ne olarak yazilir. .

268) aa=[ 1 2 3]" ; bb=sum(aa)
ekrana bb nin degeri ne olarak yazilir. .

269) aa=[1 2 3; 4 5 6; 7 8 9]; bb=sum(aa)
ekrana bb nin degeri ne olarak yazilir. .
270)g=[1 2; 3 4],

p=[10 20; 30 40];

aa=g.*p, bb=p.*q, cc=q*p, dd=p*q,
aa,bb,cc,dd nin degerleri nedir.

271) aa=[2 3 4], bb=[10 20 30]" .
p=aa*bb, g=bb*aa, r=bb*aa’,carpimlari
neledir.

281)Asagidaki matrisleri MATLAB komutlariyla elde
edin.

o o o k-
o o+~ ©
o ©O O
» O O o

11 100 100
1C: ) D: 1
[1 J Loo 100}

o O o o
o O o o
o O o o
o O o o

282)

>>A=[1 2 3; 10 20 30; 40 50 60],
1 23

A=|10 20 30
40 50 60

B matrisini A matrisinin satir ve sutunlarini degistirerek
elde edin.
C matrisini A matrisinin satir ve sutunlarini degistirerek
elde edin.

1 2 3 1 3 2
B=/40 50 60|, C=|40 60 50
10 20 30 10 30 20

283)Asagidaki matrisi zeros ve ones komutlari ile elde
edin. ornek olarak n=3, m=4, k=5, p=6, g=2,r=3 alin
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0

11 00.0 O.

11 00.0

1
1

0
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1

.0
.. 0
0

0

1100 .0
.4 41 0.0
.4 40 1

1

1
(4
4

0
0

.0

4
4

0

.4 40 0.1 O.

4

4

ps..

0..

=<

11 00.0

1

1

0

11 00.

1100. O
a)

1

1
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-
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2

1
1

1
1

1100.02 2.

.0
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LINEER OLMAYAN DENKLEM SISTEMLERI
BASIT ITERASYON YONTEMI

fl(xl’ X2,X3) =0

fz (X11X2’X3) =0

f3(X1,X2,X3) =0

fn(Xl’XZ’XS) =0

Esitlikleri asagidaki forma donustur
X = gl(Xl’ X2’X3) =0

Xy = gz(xlixzvxs) =0

X3 =05(X1, X, %) =0

Ornek
f,(x,y,z) =3x—cos(yz) —% =0
f,(X,y,2) = x* —81(y +0.1)* +sin(z) +1.06 =0

107[—320

f.(x,y,2) = +20z +

X1,Y1,21, Yyerine X,y,z kullanalim

X = 1cos(yz) + 1
3 6

y= %\/x2 +sin(z) +1.06 - 0.1

1 e,xy _107[_3

1=——
20 60

1 1
e = gcos(yKZK) +€

Y = %\/XKz +sin(z,)+1.06 - 0.1

__i —Xi Yk _M
K120 60

z

=£cos( z )+l
Xi 3 yO 0 6

Y, = é\/xo2 +sin(z,) +1.06 —0.1

1 xv 107 -3
20 60

Z,=-—

1 1
X, = Ecos(ylzl) + E

Y, = %\/xlz +sin(z)+1.06 - 0.1

_i ’X1Y1 _107[_3
20 60

Z, =

1 1
X3 = §cos(yzzz) +E

Y, = %\/xzz +sin(z,) +1.06 - 0.1

Z,=-

20

L gxan

1073
60

Baslangicta bir cozum tahmin et.
X,=0.1, y,=0.1, z,=-0.1

X,, ¥,,Z, ri hesapla

X = %cos(o.l (-0.2) +% =0.499

y, = é\/o.l2 +5in(-0.1) +1.06 — 0.1 = 0.0094

7, =-

20

L oroy 1073
3

X, ¥, 2, denklemde yerine koy x,,Y,,z,

hesapla
X, = %005(0.0094(—0.523)) +% =0.4999

=-0.5230

y, = é\/o.4992 +5in(~0.523) +1.06 — 0.1 = 0.00002

Z, =

20

_ief(oAgg 0.0094) _M =-0.5235

Bu sekilde iterasyona devam et.

X3'y3’z3’

X4’y4’z4’

...... Xa9+ Yo Zag

ta ki gercek koklere yaklasana kadar.

X

y

4

0.1000000

0.10000000

-0.1000000

0.4999833

0.00944114

-0.5231012

0.4999959

0.00002556

-0.5233633

0.4999999

0.00001233

-0.5235981

0.4999999

0.00000003

-0.5235984

0.5000000

0.00000001

-0.5235987

O IWINIFO|X

0.5000000

0.00000000

-0.5235987

X =0.5,y, =0, z; =-0.523598
Xs = 0.5, ys =0, z; =—0.523598

Burada gercek koklere yaklasmanin kriteri:
| XK+1-XK| + | yK+1-yK| +| ZK+1-ZK| <0.000001
olarak alinmistir ve 6 iterasyon yeterli

olmustur.

Asagida degisik baslangic degerleri icin
iterasyon verilmistir.

1]10 10 10

2 | 0.4541062 | 1.013974 -0.4735987
3 | 0.4622982 | 0.0000074 -0.5051487
4105 -0.00125590 | -0.5235986
51 0.4999999 | 0.000000007 | -0.5236301
6105 -0.0000017 | -0.5235987
7105 0 -0.5235988




%basit iterasyon yontemi
xx1=[1 1 1 J*10
for kk=1:7
[FF]=newtf51(xx1);
top(kk, - )=xx1"
xx1=FF

end;

%f1l(x,y,z), f2(x,y,z), f3(x,y,2)
function [FF]=newtf51(XX1)
x=XX1(1); y=XX1(2); z=XX1(3);
FF=[1/3*cos(y*z)+1/6;
1/9*sqrt(x~2+sin(z)+1.06)-0.1;
-1/20*exp(-x*y)-(10*pi-3)/60];



vewlon  Noatem, A PR B € |
Tek dr'§t‘_{ kel deklal 2ok a't'ﬁ!kv\‘n Sigtenly;

ler o
e 14(;{) X,z Xo _[_f(,

low\mk | € 1A Xo _ T A

ﬂﬂk'éq."ﬂ.d.ﬂn Mc -! -) — K dﬁ
Ciriqorat  tele 'ale 21
< dj

X ek Seriai  Keytif 73

)’\ No /C 'éﬁﬂ é" 1~ J gko \a‘. 4 M.o-c_r ;3;

No lc {emi I'Jl, OIGM" ‘MNO'\MIn‘\p







Y‘Ll Y‘K'['ﬂe—x' sins, 7 [ %)
o OV Gl iy j _
n | K ’ﬁ(xf,:h)
‘ﬁ.(xu,‘ﬂq):'.lc—('OJ(I.'-}‘)—S'e_ 302
1 1 =v0o3)

‘é(xt:j-l)i L3~ l16 =4 = 0.§1



-

O -0

32

-2 . o:"

O I Qt )
l j 0,




COK DEGISKENLI DENKLEMLERDE NEWTON METHOD

fl(X11X21X3):0
fz(Xl,XZ,X3):O
f3(X;, X;,X3) =0

fo (X1, X5, %3) =0

X1,Y1,Z1, Yerine x,y,z kullanalim
fi(x,y,2)=0
f,(x,y,2)=0
fa(xy,2)=0
Newton algoritmasi
X =Xy _J(XK)_l F(XK))

Xy Xy
Xia =| Yea [» Xk =] Y«
Zk+l Zk

fL (X Yier 2¢)
F(XK): fz(xk’yk’zk)
fa (%) Yo Zy)

Ao
OX oy 0z
Y A A
OX oy 0z
| OX oy oz |
Ornek

f, (X, y,z)=3x—cos(yz) — % =0

f,(x,y,2) =x*-81(y +0.1)* +sin(z) +1.06 = 0---

107r—3:0

fo(x,y,2)=e" +20z +

of, of . of .
—1=3, —L=zsin(yz), —t=ysin(yz),
™ Y (yz) ol (yz)
af_ZZZX, %:—162(y+0.1), af—2=COS(Z),
OX oy 0z

%z—ye’xy, %z—xe’Xy ,%:20
OX oy 0z
3 zsin(yz) ysin(yz)
J=|2x -162(y +0.1) cos(z)
—ye ™ —xe™¥ 20

1)Baslangic tahminlerini gir

2) F(X,), J(X,) , J7(X,) hesapla
3) X, =X, -J(X,) " F(X,) hesapla
4) X, = X, degisikligini yap

5)adim 2 ye git.

1)
X,=0.1, y,=0.1, z,=-0.1
Xo 0.1
Xo=|Yo|=]0.1
Z, -0.1

2) Calculate F(X,)
fl(XO’ yO’ZO)

F(Xo) =] f2(Xo, ¥o.20)
f3 (X1 Yo, 20)

3 0.1—cos(0.1(—0.1))—% “1.2

0.12 - 81(0.1+ 0.1)°

_ : =|-2.2698
+sin(-0.1) +1.06
e 01914 20(-01) + 23| | 84820
3) Calculate J(X,)
3 2, 5iN(Y,2,) Yo Sin(Y,2,)
I(X,) = 2%, ~162(y, +0.1)  cos(z,)
—y,e " — X 20




3 -0.sin(0.1(-0.1)) 0.1sin(0.1(~0.1))
J(X,)=|2 01 -162(0.1+0.1)  cos(-0.1)
~0.1e0t° _0.1e0t 0 20

3. 0.001 -0.001
J(X,)=|02 -324 0.995
-0.099 -0.099 20
4) Calculate [J(X,)]™
0.3333 0.0000 0.0000
J (X)) =[I(X,)]™" =| 0.0021 -0.0309 0.0015
0.0017 -0.0002 0.0500
5)The multivariable Newton method is
X=X, = J(Xo)_1 F(X,)
or
X | [* T (%1 o1 20)
Yi = Yo |- ‘](Xo’yO’Zo) fz(xovyO’Zo)
Z Z, f3(Xo) Yo120)
Substituting the numerical values we have

x,] [0 ] [0.3333 00000 0.0000 ][ -12
y,|=|01 |- | 0.0021 -0.0309 0.0015 ||-2.269
z,| |-0.1] | 00017 -0.0002 0.0500 || 8.48

x,] [01 ] [-0.399] [0.4999
0.1 |- |0.0806 |=|0.0194
z,| |-01] |04225] |-0.522

<
N
1

x,=0.4999, y,=0.0194, z,=-0.522

0.5000001
X, =X, —[J(X,)F(X,) =|0.000007
—0.52367

0.5000000
X4 =|0.0000000
—0.523598
[0.5000000 |
X ,, =| 0.0000000
| —0.523598
0.5000000 |
X ., =| 0.0000000
|- 0.523598 |
Since | X,, — X[ < 0.0000001, we conclude that the

solution is
x=0.5 y=0 2z=-0.523598, within 0.0000001
accuracy.

1]0.4998697 | 0.01946685 | -0.5215205
2 1 0.5000142 | 0.001588591 | -0.523557

3| 0.5000001 | 0.000012 -0.5235985
4105 0 -0.5235988
5105 0 -0.5235988
6105 0 -0.5235988
7105 0 -0.5235988
8105 0 -0.5235988
9105 0 -0.5235988

In the same way Calculate
F(Xy), J(X), X1
—0.0034
F(X,)=|—0.34466
0.031325
3. 0.0053  -0.0002
J(X;)=/0.999 -19.34 0.866
-0.0192 -0.495 20

0.3333 0.0001 0.0000
[J(X)]™"=/0.0173 -0.0517 0.0022
0.0007 -0.0013 0.0501
And
X, =X, ~[J(X)I'F(X,)
0.5000
X, =| 0.0015
-0.5245

Thus
x,=05 y,=0.0015 z,=-0.5245
Continuing the iteration we get

MATLAB code to solve the above equation is given
below
%Multivariable Newton-Raphson Algorithm
%initial guess
XX0=[0.10.1-0.1];
%Start iteration
for kk=1:20,
X0=XX0(1); y0=XXO0(2); z0=XXO0(3);
%ocalculate f1,f2,f3
FF=[3*x0-cos(y0*z0)-1/2;
x0"2-81*(y0+0.1)"2+sin(z0)+1.06;
exp(x0*y0)+20*z0+(10*pi-3)/3 ];
%calculate jacobian
JJ=[3  z0*sin(y0*z0) y0*sin(y0*z0) ;
2*x0 -162*(y0+0.1) cos(z0);
-y0*exp(-x0*y0) -x0*exp(-x0*y0) 20 ];
13J=inv(JJ);
XX1=XX0-1JJ*FF;
if norm(XX1-XX0)<0.0000001,
break; end;
XX0=XX1;
end;
%display the roots that was found
x0,y0,z0



clear all
XX1=[0.1 0.1 -0.1]";
for kk=1:20,
XX0=XX1;
[FF,JJ]=newtonfl1(XX0);
13J=inv(3JJ);
XX1=XX0-1JJ*FF;
%FF,JJ,13J,XX1,pause;
top(kk, :)=XX1;
end;
XX1
top
yazyaz33(top,[7 7 7 7],°X")

wF1(x,y,z), F2(x,y,z), f3(x,y,z) and The

JACOBIAN is calculated

function [FF,JJ]=newtonfl(XX1)

X=XX1(1); y=XX1(2); z=XX1(3);

FF=[3*x-cos(y*z)-0.5;
x"2-81*(y+0.1)"2+sin(z)+1.06;
exp(-x*y)+20*z+(10*pi-3)/3];

if nargout<2, return; end;

%jacobian
JJ=[3 z*sin(y*z) y*sin(y*z);
2*x -162*(y+0.1) cos(2);

-y*exp(-x*y) -x*exp(-x*y) 20];



341) f(x)=x" - 10x -1, rin x=1 ile x=2 arasinda mutlak
bir koku oldugunu gosterin.

342)f(x)=x-e"+4=0, denkleminin x=1 ile x=2
arasinda bir koku var oldugu biliniyor. Bu kok sabit
nokta iterasyonu ile bulunabilirmi.

343)f(x)=x-Ln(x)=0, denkleminin x=0.1 ile x=2
arasinda bir koku var oldugu biliniyor. Bu kok sabit
nokta iterasyonu ile bulunabilirmi.

344)-10<x<10 icin y=x+sin(x) grafigini cizin.
345)-10<x<10 icin y=x+sin(x) -5¢™ grafigini cizin.

346) 0<x<3 icin y=x" - 10x -1 grafigini cizin.
Grafige bakarak f(x)=x"- 10x -1 polinomunun bir
kokunun degerini klasik olarak bulun

347) 0<x<4 icin y=x3 - 10 grafigini cizin. Newton
yontemiyle kok bulunmak isteniyor baslangic degeri
olarak x¢=3 alinirsa x; rin degeri ne olur.

348)a>x>b araliginda f(x) polinomunun bir kokunun
oldugu biliniyor. Asagidaki cumlelerden hangileri
dogrudur

a)Bu kok yariya bolme yontemiyle kesin olarak
hesaplanabilir.

b)Bu kok sabit nokta iterasyonu ile kesin olarak
hesaplanabilir.

c)Bu kok Newton Rapson yontemiyle kesin olarak
hesaplanabilir.

349)x=g(x) denkleminin sabit nokta yontemiyle
kokunun bulunabilmesi icin gerekli sart

olmasidir.

350) fi(x)=x"+y*+z*, fr(x)=sin(x’)+cos(y?),
f3(x)=e™* + Ln(xyz) Jakobiani hesaplayin.

10
A= , rank (A)=
10 1
A L k (A)
= , ran =
0 0
A o k (A)
= , ran =
111
11
A= , rank (A)=
12 2

NN O

2
: }, rank (A)=

10

, rank (A)=
0
, rank (A)=
1
1|, rank (A)=
1
-
2|, rank (A)=
3 -
=
2|, rank (A)=
3_
.
2|, rank (A)=
0
0|, rank (A)=
3_
] ke
, ran =
2_
, rank (A)=
20|, rank (A)=
1 1 1
2 2 2

rank (A)=



1 1 1 1 1

A=12 2 2 2 2|, rank(A)=
E 3
1 2 3 4]
1 2 3 4

A=|1 2 3 4|, rank(A)=
1 2 3 4
12 3 4]
1 2 3 4]
0 2 3 4

A=0 0 3 4|, rank(A)=
0 0 0 4
00 0 0]
1 2 3 4]

A= 0 23 4 , rank (A=
0 0 3 4
10 0 0 4]
1 0 0 0]

A= 0 2 00 , rank (A)=
0 0 3 0
10 0 0 4]
1 0 0 0

A= 0 100 , rank (A)=
0 01 0
0 0 0 1
1 0 0o 0 0 O

A 0O 1.0 0 0 O . rank (A)=
0O 01 0 0 O
0 0 0 1 0 O

a)tek cozum b)sonsuz cozum c)cozum yok
411) 3x-4y=10,  1.5x-2y=5

412) 3x-4y=10, 1.5x+2y=5
413) 3x-4y=10, 1.5x+2y=5
414) 3x-4y=10, 1.5x-2y=15

415) 3x-4y=10, _1.5x+2y=15

415) 3x-4y=10, -1.5x+2y=15

417) x-y+z=10, 2x+3y+4z=20, 3x+2y+5z=20
418) x-y+z=10, 2x+3y+4z=20, 3x+2y+5z=30
419) x-y+z=10, 2x+3y-4z=20, 6x+4y-62=20
420) x-y+z=10, 2x+3y-4z=20, 6x+4y-6z=30

421) x-y+z=10, 2x+3y-4z=20, 6x+4y-8z=20

A: katsayilar matrisi

: Genisletilmis matris.
: bilinmeyen sayisi. (nxn icin denklem sayisi)

= >

rank A=rank A=r ==>tek cozum
rank A=rank A <r ==>sonsuz cozum

rank A< rank A==> cozum yok

0 8 242 0 8
11 0 4

—_

005 2 8

N N n " ~ Nn N n|

Rank A=rank A=r=4  Tek Cozum

2420 2 4 2

(=]

04211 04 2

—

A n n n ~ n n n ~

Rank A=3, rank A=4 Cozum yok

2 4 2 08 2 4 2 08
2 11 0 4 2 11
0 2 —- 0 0 0] 2

rank A=rank A =3<4 Sonsuz cozum

dependent.






INTERPOLASYON OZET.
x-y duzleminde iki (veya daha fazla) nokta verildiginde
a) bu noktalardan gecen bir dogru (parabol, kubik egri)
bulmak.
b) Hesaplanan dogru (parabol egri ) yardimiyla verilen
bir x degerine karsilik gelen y degerini bulmak.

A

?
\Z

Y1

v

Y3

Y1
Y2

v

PR315 (1,2), (3,4) noktalarindan gecen dogru denklemini
bulunuz. x=5, x=10 icin y degerini hesaplayin
Y-V, _ X=Xy

Yi =Y, Xy =X,

-4 x- X—-3
J-r_279 4=2-"°< =x+1
4-2 3-1 /- 2 y
x=5icin y=5+1=6

i
10 icin y=10+1=11

PR321 (0,2), (1,6), (2,12), noktalarindan gecen parabol
denklemini bulun. x=3, x=7 icin y degerini hesaplayin

y= ax’+bx+c
2=a0%+b0+c ==>2=
6=a 1%+b 1+c ==> 6=at+b+c ==> a+b=6-c=4

12= a 2°+b 2+c ==> 12=4a+2b+c ==> 4a+2h=12-c=10
a+b=4 ve 4a+2b=10 cozulurse ==>a=1 b=3

Sonuc Istenen polinom y= x*+3x+2

x=3icin y= x*+3x+2 = 3%+3 3+2=20

X=7 icin y= X*+3x+2 = 7243 7+2=72

Problem NMD1 a)Tabloda verilen data icin polinom
bulun b) f(4) u hesaplayln )

Xk

f(x,) |100 50

Cozum: 2 data var bir dogru yaklasimi yapabiliriz.
f(x)=ax+b

For x=2 f(x)=100.
For x=5 f(x)=50
Thus

100=a 2+b

50=a 5+b

Solving for a and b we get
a=-16.66 b=133.33
Thus the required polynomial is
f(x)=-16.66 x +133.33
b)for x=4, f(x) is

f(4)=-16.66 4+1 33.33=66.69

Problem PR321 (0,2), (1,6), (2,12), noktalarindan gecen
parabol denklemini bulun. x=3, x=7 icin y degerini
hesaplayin

y= ax’+bx+c
2=a0%b 0+c ==>2=c
6=a 1%+b 1+c ==> 6=a+b+c ==> a+b=6-c=4

12= a 2*+b 2+c ==> 12=4a+2b+c ==> 4a+2b=12-c=10
a+b=4 ve 4a+2b=10 cozulurse ==>a=1 b=3

Sonuc Istene polinom y= x?*+3x+2

x=3icin y= x*+3x+2 = 3%+3 3+2=20

X=7 icin y= X*+3x+2 = 743 7+2=72

Problem NMD2 a)Tabloda verilen data icin polinom

bulun. b) Calculate f(6) by using the results of (a)
X, 2 5 7

f(x,) | 100 50 80

Cozum: 3 data var bir parabol yaklasimi yapabiliriz.
f(x)=ax? +bx+c

100=a 2% +b 2 +c

50=a5%+b 5 +c

80=a70%+b 7 +c
Writing the equations in matrix form

4 2 1 |a| |100

25 5 1||b|=|50
49 7 1jc 80

Solving the above equations we get
a=6.333, b=-61, c=196.666

Thus the required polynomial is

f(x)= 6.33x* -61x+196.666
b)f(6)=6.33 6°-61 6+196.666=58.66



Problem NMD3 a)Tabloda verilen data icin polinom
buluin b) Calculate f(4) by using the results of (a)

X, 2 5 |7 9

f(x,) |100 |50 |80 |-10

Cozum: 3 data var bir kubik egri yaklasimi yapabiliriz.
f(x)= ax*+bx * +cx+d
Writing directly the matrix form
2° 2* 2 1fa] [100
5° 5° 5 1|b 50
777 7 1)c 80
9° 92 9 1|dJ [-10
Solving the equations we get
a=-3.0476 b=49 c=-240.8 d=410
The required polynomial is
f(x)=-3.04 x>+ 49 x*-240.8x +410
b)f(4)=-3.04 8°+ 49 8%-240.8 8 +410=35.71

1)Matris tersi almak pratik olarak zordur. (gecmiste zordu)
2) Matris tersi alinirken islem sayisi coktur, dolayisiyla
hatalar da cogalir.

Pratikte dogru ve egri denklemi bulunmadan tablolar
yardimiyla bu is yapilmaya calisilir.

Gerek Newton polinomu, gerekse lagrange polinomu ve
diger polinomlar ayni sonucu verir. Fark hesaplama
teknigindedir.



SONLU FARK TABLOSU VE NEWTON POLINOMLARI

Po(X) = FIx ]+ FIXo, X J(X=Xo) + FIXg, Xy, X, J(X = %5 )(X = %;)
+ F[X00 X0 X5 X5 J(X = X0 ) (X = X ) (X = X;)

F o
+ F[Xo, Xy Xg 5 Xg e X J(X = X )(X = X ) (X = X, ) (X = X,,)
where
Ll R Xiop ]— FIX ) Xigyeeens Xiral
f X e X — i+1 i+k i i+1 i+k—1
[XI X|+1 X|+k] Xi+k _Xi
fx]1=1(x), flxJ]="1(x), ... f[x,1=f(x,)
X [ f(x) |1 Fark 2. fark 3. fark 4 B
Xo| F[X%,]
fIx 1= Fx]
f , — 1 0
R
X | f[xi] X061 X, %]
fPoXXl=—"—"—">
X%
fIx,]1- f[x] FIx X, X1 = X, %, X ]
f[x,,x.]= 2 1 %, X, X, %]= 2173
R [X0, %%, %] Y%,
X, | f[x 1%, %] X, F
2 [ 2] f[Xl,Xz,X?’]Z [XZ X;;l_Xl[Xl X2] A
f[x;]- f[x,] L S L N
f , — 3 2 f , X, — 2 4 2
[X5,%,] I [0, %, %,] X %
X, | f[x fIx., x,]—f[x,, F
3 [ 3] f[XZ,X?,,X4]: [XS ;]_)(2[)(2 X3] B
|
fIx,]- f[x I X, X=X, %, X
f[XS’X4]: [;(il_xs[ 3] f[XZ!XB!X41X5]= [X3 ! X;j_xz[z XS 4]
Xy f[X4] f[X3,X4va]= f[X4,X;5]:)]:[X3,X4]
3
fxs]— fIx,]
f , — 5 4
[X4, %] —Xs_x4
Xg| F[Xs]
FIX, %, Xg, X, ]— F[X0 X0, X, , X5 ]
FAZf[XO,Xl,Xz,Xs,X4]= 11 20 3 )4(14_)(0 01 M 213
X, %o, X, X 1= F[X,, X, Xa, X
FB:f[Xl!XZ!XS!X4!X5]= [2 S ;S]—Xl[l — 4]
F. = X0, X X, X0, X X]_f[X1’X2’X3’X4’X5]_f[X01X1’X2’X3’X4]
c— VERARRAVERACTRAVERA-Y b
X5 —Xg

Newton polinomlari

R(X) = FIx]+ f[x0, X (X = X,)
P (X) = Fx ]+ FL% X J(X = %) + F[Xg, X0, X, (X = X ) (X = %)

P3(X) = 1E[Xo]"' f[XO,Xl](X—XO)—i- f[Xo’Xl’Xz](X_Xo)(X_XjL)"' f[Xovxl'XZ’Xs](X_Xo)(X_X1)(X_X2)




ProblemNMF1 f(1)=11, f(3)=23, f(6)=71, f(7)=119, icin tabloyu olusturun.
f(2), f(3.5), f(5),f(7). degerlerini hesaplayin

Solution:
X f (x)|1. Fark 2. fark 3. fark
onl 11
23-11
f[Xy, X ]=———=6
o4 1==—
x, =3 23 16-6
1 o xl=" =2
71-23 8-2
fIx,, x]1= 5_3 =16 f[x,xl,xz,x3]=ﬂ=1
X, =6 |71 48-16
: flx o xl=——"=
119-71
f[x,, X, ]= =48
[ %1 ==
X, =7 (119

P () = FIX ]+ 1%, % 10X = %) + F[X00 X0 X, J(X = X0 ) (X = %) + £ [Xg, X0, X5, X (X = %) (X = X, )(X = X,)
P,(x) =11+ 6(x—-1) + 2(x =D (x —3) +L(x 1) (x — 3)(x — 6)
P,(X) =11+ 6X—6+2X* —8x+6+ x> —10x* +27x 18 = x* —8x* + 25x — 7

P,(x) = x* —8x* + 25x — 7

f(2)=P,(2)=2°-8 2°+25 2-7=19

f(3.5) = P,(3.5)=3.5° -8 3.52+25 3.5—7 = 25.375
f(5)=P,(5)=5°-8 52+25 5-7=43
f(7)=P,(7)=7°-8 72+25 7-7=119



Ornek P764
X b4
X1 —> | 7 | 10.6
x— L7 15.2

X3— 3.0 20.3

X 1Y

11| 10.6

1.7 [ 15.2 | (15.2-10.6)/(1.7-1.1)=7.66

3 | 20.3](20.3-15.2)/(3-1.7)=3.92 | (3.92-7.66)/(3-1.1)=-1.96

P1(X)= 10.6+7.66(x-1.1)
P2(X)= 10.6+7.66(x-1.1)+ (-1.96)(x-1.1) (x-1.7)
=-1.96x°+ 13.18x -1.5178

Ornek P765
X Flaedl |
=11 -3
x =2 1t _3_
=3 15 15 6
xy=4 48 33 9 |_L
xg=51 105 57 |12 I 0
xs=6 | 192 87 |15 1 0|0

ap=-3, =3, a,=6, a3=1, a4=0;
Xo=1, X1=2, Xo=3, X3=4, X4=5;

Pi(x) = =3 +3(x — 1)
Pé(xj =-34+3x—-D+6(x—1Dx—-2)

P3(x) = =34+3(x — D+ 6(x — I){x —2) + (x — 1)(x — 2)(x — 3).

5.2.6 Lagrange Interpolasyon Polinomu

Araliklar esit degilse
Lagrange interpolasyon polinomu kullamlir.

y,(x)= i‘!‘f{xj‘ya

Yp(X) : Lagrange interpolasyon polinomu
Li(x): Lagrange polinomu

ez x=x, Lox=x Yor=x ). (x=x%))

Lifx)=
SR R PRSP P |

Baska bir yazim tarzi ile

R(¥) = T 0L + T 0Ly + T ()L 2

Pn(x) : Lagrange interpolasyon polinomu

Lni(x): Lagrange polinomu

L, = (X=X)X=X)(X=%) .o KX ) (X=X p) oK X)
T )X =X =X =X ) (K = X))

Problem NML1: Lagrange polynomilarini hesaplayin.

X, 1 3 7 8

Solution
4 data var. 4 polinom hesaplayabiliriz. X, =1, X, =3,
X, =7,%X; =8,
L, = (x=3)(x=7)(x—8) _ (X’ —10x+21)(x—8) _
°a-30-17a-8 (D)D)
_ x%-18x? +101x - 168
-84
=-0.0119 x>+ 0.2143 x* -1.2024 X +2.

_ (x=D(x=7)(x-8) =0.025x%- 0.4 x%?+1.775x-1.4
B-DE-7B-9

Lss

L, =XDEEIB) _ 6 41750 405 %2 1458 x 41

2 (7-D(T-3)(7-8)

_ (x=-D(x-3)(x-7)
~ (8-)(8-3)(8-7)

=0.0286 x>- 0.314 x2 +0.885 x -0.6

Lo

Problem NML2: lagrange interpolasyon polynomunu
hesaplayin,

X, 1 3 7 8

f(x,) | 100 50 20 30

Cozum: Lagrance polinomlari onceki problemde
hesaplandi.
Pa(X) = f(X)Ls o+ F(X)Lss+ F(X)Ls, + F(X5)Ls5
Replacing X, =1, X, =3, X, =7,X,=8, X, =7,%X, =8,
and
f(x,)=f(1)=100, f(x,)=f(3)=50,
f(x,)=1(7)=20, f(x;)="1(8)=30,
P,(x) =100 ( -0.0119x*+0.2143x*-1.2024 X +2. )
+50 ( 0.025x°-0.4x2+1.775%-1.4 )
+20 ( -0.0417 x° +0.5x?-1.458 X +1 )
+30 ( 0.0286 x*-0.314 x2+0.885 X -0.6 )
=0.084 x°+2.001 x*-34 X +132

P,(X) =0.084 x*+2.001 x*-34 X +132

Problem NML3: Lagrange interpolasyon polinomu
yardimiyla f(2), f(2.5) f(4), f(5) hesaplayin.



X, 1 3 7 8
f(x,) 100 50 20 30

P, (X) =0.084 x*+2.001 x”-34 X +132
Thus
f(2) =~ P,(2)=0.084 2°+2.001 2°-34 2+132=72.5
f(2.5) ~ P,(2.5) =0.084 2.5°+2. 2.5%-34 2.5+132
=60.59
f(4) ~ P,(4) =0.084 4°+2.001 42-34 4+132=33

f(4) ~ P,(5) =0.084 5°+2.001 52-34 5+132=22

OZETLE: Tablo halinde verilen degerlerden

e
x— 1.1 10.6
x2— L.7 15.2
X3 —>» 3.0 20.3

(x=1,7)x-3.0) oy (x=L1)Yx-3.0)

, 15.2+
1,1-1,7)11-3.0) (1,7 -1.1)1.7-3.0)

Yplx)= (

(x-1.1)x-17),_
+(3-1.1)(3-4.?)"0'3

=9.298(x-1.7)(x-3.0)-19.487(x-1.1)(x-3)+8.218(x-1.1)(x-1.7)
=.197x+13.18 x—1.518

Problem NMJH1
X, 3 5 6

)2 [2 [3

We have to calcualte Lagrange Polynomials first. Since there
are three data points we can calculate 3 Lagrange polynomials

I‘2,0' I‘2,17 L2,27
_ (X=x)(x=X,) _ (x=5)(x-6)
20 (Xo _Xl)(XO _Xz) (3_5)(3_6)
= 0.1667 x*-1.833X +5

L

(X=X )(X=%,) _ (x=3)(x—6)
2 (% = %)(% ~%,)  (5-3)(5-6)
=-05x*+45x -9

 (X=x)(x=x%) _(x=3)(x-5)
P (%, = %)%, — %) (6-3)(6-5)
=0.333X%-2.667 X +5
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x, =1 sayisinin komsulugunda olmadigini séyler. Yani, Taylor polinomu,

vaklasik hesaplamalar igin her zaman kullanilabilecek bir yontem degildir. Bu

tir vaklasik hesaplamalar igin, kitabin diger bélimlerinde daha kullanisls

yontemler verilecektir.

Ahstirmalar

1. f(x)= x° —3 fonksivonunun, (a) x,=1 (b) x, =0 noktalarindaki
ikinci dereceden Taylor polinomlarini bulunuz.

2. f(x)=(1+x)" fonksiyonunun,

(a) x, =0 noktasindaki iigiincii dereceden Taylor polinomunu bulunuz.

(b) Buldugunuz Taylor polinomunu kullanarak f(0.05) degerini

hesaplayiniz ve gergek  f(0.05) ile yaklasik olarak buldugunuz

£(0.05) degerini karsilagtiriniz.
kullanarak

3 lkinci alhistirmadaki bulunan Taylor polinomunu

0.05 b | j | | |
IO (1+x) “dx integralini hesaplayimz. Bulunan sonug ile bu integralin

gercek degerini karsilagtinniz.
4. sin(1) degenni yaklagik olarak hesaplayimiz.

5. f(x)=In(1+x) fonksiyonunun x, =0 noktasinda dordinci dereceden

Taylor polinomunu bulunuz ve In(1.1) degerini hesaplaymniz.

4.3. interpolasyon ve Lagrange Polinomu

Bu bolimde genel bir fonksiyona o6zellikleri iyi bilinen daha basit bir
fonksiyonlar sinifi ile yaklagsma problemini ele alacagiz. Bunun iki  faydasi

vardir.
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Birincisi, daha genel veva daha karmagsik bir fonksiyon yerine tiirevi, integrali,

vs. bilinen daha kolay fonksiyonlarnn alinmasi.

[kincisi, fonksivon degerleri bir tablo haline getinlmig 1r fonksiyonun

tablolarda bulunmavan degerlerinin hesabi.

Ik olarak basitlik olsun dive, x, ve x, gibi farkhi iki nokta ve [

fonksivonunun ~ bu noktalardaki degerlern f(x,)=y, ve [f(x)=),

verilmis olsun.  Amacmmz verilen noktalarda f  fonksivonu ile ayni

degerleri alan bir polinom bulmaktir. $1mdi,

(x~x (X —x;)
P(x)= -1y, +-—2y,
(X — X (X, — X,

bicimindeki lincer polinomu g6z énine alalim. Bu polinomda,

x=x, alimrsa,

P(x,) =

ve X =X, alirsa,

L _(mew)(5-x)
P(x)= (x _xl)yo (x _xo)yl

:0><y0 +1xy1 - ¥ :.f(xl)

elde edilir. Elde edilen lincer P(x) polinomu ile f fonksiyonu verilen

noktalarda avmi decgerleri almaktadir. Bu sekilde elde edilen £(x)

polinomunun elde edilis vontemine /nterpolasyon yontemi denir. Biz burada

P(x) polinomunu elde ederken,
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_(x"%) Y d
Bk (X, — X)) o (X, — %)

bolimlerini kullandik. Burada, x = x,, iken, L, (x,)=1 ve L (x,) =0 olur

Benzer sekilde, x = x, iken, L,(x,) =0 ve L (x,) =1 olur.

Simdi yukandaki vontemi daha genel hale getirelim. Ilk olarak, her bir

k=0,,....,n 1i¢in, L, (x) bolimlerini  olusturalim. Y ukandaki
bolimlerden (oranlardan da) de gorildigi gibi, 7 # k iken L, ,(x;)=0 ve

i =k iken, L, ,(x,) =1 dir. Bunagére L,, boliimiiniin payindaki terim,

(=X )X =X )= (X =X WX =X )+ (X=X,) (4.2)

Xys X 5005 X, 150+, X, NOKtalarinda sifir ve paydasindaki terim, x = x, i¢in,
(3 = X0 )X =)=+ (X =X HXp = X )+ ( = X,,)

dir ve 1 ¢ esitir. Bovlece,

L (x)=—F X)X JF— %) (X-%,)
n.k (xk_xo)“'(xk"xk—l)(xk_xkﬂ)”'(xk—xn)

:ﬁ ('x_xf)

i=0 (xk il x:‘)
£k

yazabilinz.

L,, bolimleri kullanilarak Interpolasyon polinomu asagidaki teorem ile

tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan Interpolasyon polinomuna Lagrange

Interpolasyon polinomu denir.

2.Teorem. Eger, x,,x,,...,x,, (n+1) farkli nokta ve bu noktalarda f

fonksiyonunun degerleri verilmis ise, bu durumda / ile aymi degerleri alan,
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yani

olan n.dereceden bir ve valmz bir P polinomu vardir. Bu polinom.

k=0,1,...,n olmak iizere,

P(x)= £ (x)Lyo(¥)+++ F ()L, () = 3 F(x), ()

bigiminde tammlanir. Burada.

L,,,k(x) " (x—xo)(x—x])...(x—xk_l)(x-xm)...(x_ xn)

(4.4)
(X =% )X — %)+ (%, —x, WX —X01) (% —x,)

Bazen L, ,(x) yerine kolaylik olsun dive, L, (x)

gosterimi de kullanilir.

1.Ornek. f(x)=1/x fonksiyonu ile ilgili asagidaki tablo verilmektedir

(a) Ikinci dereceden Interpolasyon polinomunu hesaplayiniz.

(b) f(3) degerini hesaplayiniz.

Coziim. (a) Ilk olarak, Z,(x) polinomlarini hesaplayalim:

Lafah= (x—=2.5)(x-4)
- (2-2.5)(2-4)

=(x—-6.5)x+10,

L{x)= (x-2)(x—-4) (-4x+24)x-32
(25-2)25-4) 3 ’
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(x—2)x—2.5) _ (x—4.5)x+)>

L) = 2 a—2.9) 3

olur. Ikinci dereceden Interpolasyon polinomu,

P,(x) = Zf(x,, )L, (x)

(—4x+24)x—32 025 (x—4.5)x+)>

P,(x)=0.5((x—6.5)x+10)+0.4 - -

—(0.05x —0.425)x +1.15

=0.05x*—0.425x+1.15
olarak elde edilir.

(b) f(3)=P,(3)=0.05(3")—-0.4253)+1.15=0.325 olur.

2.0rnek. f(x) fonksiyonu ile ilgili,

ey

tablosu verilivor. Ugiincii dereceden Interpolasyon polinomunu bulunuz.

Coziim. Ilk olarak, L,(x) polinomlarni hesaplayalim:

(x-3)(x+1)(x—-4) 1

L =G e e~ § & N+ DE=),
_(x—2)(x+1)(x—-4):__1_ . ‘ 3

L (x)= ———-————(3 GG 4) 3 (x =2} x+1)(x—4)

[(x)=EME TR __ - (rogyxi3)(x-4)

(-1-2)(-1-3)(-1-4) 60

N X)X XA 1
Ly(x) = (4—2)(4—3)4+1) lo(x 2)(x—=3)(x+1)
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olur. Ugiincii dereceden Interpolasyon polinomu,

F(x) = Zf(xk )L, (x)

P3(x):]x-é—(x—3)(x+l)(x—4)—2xi(x—2)(x+1)(x-;4)
i 1
—3x—6—0-(x—2)(x—3)(x—4)+4><-1—(—)-(x—2)(x—3)(x+1)

—0.01666x° +0.35000x* —1.06666x +1.60000
olarak elde edilir.

yimdi de, interpolasyon polinomunu hesaplarken yapilan hatay: bulalim. Bu

hatanin hesaplanmasi 1le 1lgili su teoremi verebiliriz.

3Teorem. Eger, x,,X,,...,x,; |a,b| araliginda (n+1) farkli nokta ve

n?>

feC™'|a,b| ise, Bu durumda, her xe la,b| igin,

f(x)=P(x)+-l—(-”—+])(—é:(£)—)-(x—xo)(x—xl)---(x—xn) (4.5)
(n+1)!

olacak sekilde bir &(x) e (a,b) vardir. Burada P Interpolasyon polinomudur.-

Ispat. Bir kere, her k=0,,...,n igin x=x, ise, f(x,)=P(x,)olur ve
£(x), (4.5) esitligini saglayacak sekilde (a,b) araligindan keyfi olarak

seqilebilir. Eger, x # x, ise, f € |a,b| olacak sekilde,

¢(1) = ()~ P(t)-[ f(x) - Po)] =X = %) (= x,)

(X —x, )(x—x)--(x—X,)

= (O~ P()~[ £ () - P(o)| [ [ 22

i=0 (x i x;‘)




EN KUCUK KARELER METODU.

(Least squares Method)

Cok noktadan Gecen Dogru Denklemi

x-y duzleminde ikiden nokta verildiginde bu noktalara
en yakin bir yerden gecen dogru denklemi nedir.

Mesela dort nokta verilsin.
A

Y3 bemmi e
y4_ _____________________________

Y2 R Rt L L CIETE e
Y1 |

v

X1 X2 X3 Xq X

Rasgele yerlestirilen dort noktanin hepsinden gecen bir
dogru olamaz. (Noktalar ozel olarak bir dogru uzerinde
olmasi ozel bir durumdur.) Bizden istenen bu noktalarin
hepsine yakinligi optimum olan bir dogru denklemi
bulmamiz.

En kucuk kareler metodu verilen noktalara olan
mesafesinin kareleri toplami minimum olan dogruyu
hesaplamak demektir.

dogru denklemi y=ax+b olsun.

Ya bommiccll
y4_ _____________________________

Yo loooo oo, g

.

Yxi

v

X1 X2 X3 Xq X

X=X1 icin yyx= ax;+b,

X=Xz iCIN Yy,=axXy+h,

X=Xz icin Yys=axs+h,

X=X4 ICIN Yya=aXst+b,

X1, Y1: Verilen nokta.

Yx1:X=X1 icin y=ax+b dogrusunun degeri.

(X1,y1) noktasindaki fark=yi- yyx1 = yi1- (ax;+h),
(X2,y2) noktasindaki fark= y,- yx» = yo- (axz+h),
(X3,y3) noktasindaki fark= ys- yyx3 = y3- ( axs+b),
Bu farklarin kareleri toplami

[y1- (axa+h)I+ [y2- (axz+h)]* + [ys- (axa+h)I+...
Bu farklara hata terimi denir. Cunku verilen dosgru butun
noktalardan gecse idi fark sifir olacakti.

nokta sayisi
S=ToplamHata= >y, -(ax, +b)

n=1

a ve b yi otle sec ki toplam hata sifir olsun.

Bu da S nin a ve b ye gore turevinin sifir olmas demektir.
B _o S _,

oa ob

Bu turev alma islemini yapalim. (toplamin turevi
turevlerin ayri ayri toplamina esittir.)

oS
—:E 2(y, -ax, —b)(-x,)=0
2 & (Y « —B)(-X,)

s
22 =3 2(y, -ax, ~b)(-1) =0
b & (¥, -ax, —b)(-1)

Ifadeleri calim.
oS N

N
—=>2(y, -ax, —b)(-x,) = 2Dy, X, +ax; +bx,
oa k=1 k=1

= Zi- Y X +22N:axﬁ +2i bx,
k=1 k=1 k=1

= Zi- Y X, +2ai X2 +2bixk‘
k=1 k=1 k=1

=P+aQ+bR=0
N N N
P:Z'ykxk’ Q:zxk’ Rzzxk
k=1 k=1 k=1

(2 esitligin tamaminda oldugundan atilmistir)

Benzer sekilde ikinci ifadeyi de acalim.

68 N N
—=>"2(y, -ax, —b)(-1)=2) -y, +ax, +b
ab k=1 k=1

= ZZN:— Yi +2ie\xk + Zib = —Ziyk +2aZN:xk + Zbil
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

=J+aK +bM
(2 esitligin tamaminda oldugundan atilmistir)

N N N
IJ=YY¥. K=>x, M=>1
k=1 k=1 k=1

iki denklem birlestirilirse
P+aQ+bR=0
J+aK+bM=0

Kol
REFRHIN

Ornek: PR411 Asagidaki x-y noktalarina en yakin
dogruyu hesaplayin.

X1y

2

3

4

1
2
5|6
7
C

ozum: dort nokta var. N=4



N 4
P= Zykxk = ZYka =X Y1+ XY, XY + XY,
k=1

k=1

P=1,2+2,3+5,6+7,4=66
N
Q=in =X+ X5+ X5+ %

=1°+2°+5%+7°= 79

N
R=> X =X+X+X+X =1+2+5+7=15

k=1
N
I=D V== +Y,+Ys+Y,)=2+3+6+4=15
k=1
N
K=Y x,=15
k=1
N
M=>1=1+1+1+1=4
k=1

79 15| a B 66

15 4 |b| |15

Buradan a=0.4286, bh=2.1429
dogru denklemi

y=0.4286x+2.1429
olarak bulunur.

Cok noktadan Gecen Parabol Denklemi

Duzlemde verilen uc bagimsiz noktadan bir parabol gecer.
Ucden fazla noktadan parabol gecmez (noktalar parabol
uzerinde secilmesi bahsimizin haricindedir. En genel halde
ucden fazla nokta olursa bu noktalarin hepsinden parabol
gecemez. Ancak ucunden gecebilir. ). Ucden fazla nokta
olursa bu durumda noktlara enyakin olan parabolu bulmak
bizim hedefimizdir. Burada da yine verilen noktalara olan
uzakligin kareleri toplaminin minimum olmasini saglayan
katsayilar hesaplanmak istenmektedir.

A

Y3

Ya

Y1

Y2

v

S=[y1- (axi®+bxa+c)]+ [y2- (axz’+bxa+c)]? +
[ys- (axs®+bxa+C)]*+ [ya- (axs®+bxs+c)] + ...

a,b,c ye gore turev alinir ve sifira esitlenir. a,b,c
hesaplanir.

s _o BS_o B
oa ob oc

i) H




NUMERIK TUREV
NICIN NUMERIK TUREV
1)Fonksiyon karmasik olabilir turevi zordur.

X\l cos(X)+sin x>
X3 + X\l cos(X)+sin X

f(x) = +tan” X!

£'(x)=2

2)x-y fonksiyonu tablo halindedir, Analitik bir
fonksiyonu yoktur.

x| y=f(x)

0 |2

0.3]-1

0.5]0.8

1 125

15175

Birinci dereceden turev.
x-y duzleminde iki (veya daha fazla) nokta verildiginde
bu noktalardan gecen f(x) fonksiyonunun turevi

4

Y2

Y1

v

Xx=Xg noktasindaki turev o noktadan cizilen tegetin
egimidir. yani

m=turev= Y201

Xy =X

Bu m degeri turevdir. Bu turev
x1 noktasindaki turev kabul edilirse ileriye dogru turev
X, noktasindaki turev kabul edilirse geriye dogru turev
X, noktasindaki turev kabul edilirse merkezi turev

PR315 (1,2), (3,4) noktalarindan gecen dogru denklemini
bulunuz. x=5, x=10 icin y degerini hesaplayin

Y-y _ X=X

Yi=Ys X=X
yzd X234 X3
4-2 3-1 2
x=5 icin y=5+1=6
x=10icin y=10+1=11

y=X+1

Ornek Pr 115. Tablodaki degerleri kullanarak y=f(x)
fonksiyonunun A(x=0.2,y=4), B(x=0.4, y=5),
C(x=0.7,y=8) noktalarindaki turevlerini hesaplayin.

A(0.2,4) noktasinda ileriye dogru turev

B(0.4,5) noktasinda geriye dogru turev=

x | y=f(x)
0.1]2
024
0415
0.7 8
0.8 |11
y2‘l
8
5
4
2
01 0:2 04 0.7 -

A(0.2,4) noktasinda geriye dogru turev=_4~2 =20

0.2-0.1
- 5-4 _5
04-0.2

A(0.2,4) noktasinda merkezi turev= 5-2 —6.66

0.4-0.1
5-4 _s
0.4-0.2

B(0.4,5) noktasinda ileriye dogru turev= _8-5 —q9

0.7-0.4
B(0.4,5) noktasinda merkezi turev=_5—4 -8
0.7-0.2

Geriye dogru turev=

ileriye dogru turev=

Merkezi turev=

Ornek PR2: y=f(x)=x3 un, x=2.1, x=2.2, x=2,3
noktalarindaki degerlerini kullanarak. Turevlerini
hesaplayin.

Cozum:

x=2.1 f(x)="f(2.1=2.1’=9.261,

x=2.2, f(x)=f(2.2)=2.2° =10.648,

x=2.3, f(x) = £ (2.1)=2.3°=12.167

x=2.2 noktasindaki ileri, geri merkezi turevlerini
hesaplayin. Gercek deger y’=3x2=3 2,22=14.52 ile
karsilastirin.

10.648 -9.261

22-21
12.167 -10.648

23-22

=13.87

=15.19

12.167-9.261
23-21

=14.53

Geriye dogru turevde hata: 14.52-13.87=0.65
ileriye dogru turevde hata : 14.52- 15.19=- 0.67
Merkezi turevde hata 14.52- 14.53=-0.01

Uc nokta kullanarak turev alma



Burada prensip f(x) fomksiyonu ikinci dereceden bir
polinomla temsil edilir.(interpolasyon yapilir)

f(x)= Ax*+Bx+C fonksiyonu

x=a icin f(a)= Aa’+Ba+C

x=b icin f(b)= Ab*+Bb+C

x=c icin f(c)= Ac*+Bc+C

a,b,c, f(a), f(b), f(c) biliniyor. A,B,C bilinmiyor. 3 bilinmeyenli
uc denklemden A,B,C cozulur ve denklemde yerine konulur.
Bu ifade karmasik oldugundan pratikte ikinci derece Newton
polinomu (newton Gregory polinomu), ikinci derece Lagrange
polinomu kullanilarak turev hesaplanir.

Sonra bu ikinci derece polinomun
f'(x) = 2Ax+B
seklinde turevi alinir.

Dort nokta kullanarak turev alma

f(x) fonksiyonunun x=a, x=b, x=c, x=d noktalarindaki
degerleri kullanilarak fonksiyon kubik bir egri ile temsil edilir.
kubik fonksiyonun turevi alinir.

Ornek PR23: y=f(x)=x3 un, x=2.1, x=2.2, x=2.3
noktalarindaki degerlerini kullanarak turevlerini
hesaplayin.
Cozum:
x=2.1 f(x)="f(2.1)=2.1’=9.261,
x=2.2, f(x) =" (2.2)=2.2> =10.648,
x=2.3, f(x) = (2.1)=2.3°=12.167
f(x) ~ Ax*+Bx+C
x=2.1, f(2.1)= A 2.1>+B 2.1+C =9.261,
x=2.2,f(2.2) = A 2.2°+B 2.2+C =10.648
x=2.3,f(2.3) = A 2.3+B 2.3+C =12.167,
Uc denklem birlestirilirse
441 A+2.1B+C=9.261,
4.84 A+2.2B+C=10.648
529 A+23B+C==12.167,

441 21 1 ||A 9.261

484 22 1 ||B |=110.648

529 23 1 ||C 12.167
A=6.6, B=-14.51 C=10.62

noktalarindan gecen polinomu bul turevini al x=2,2 koy
degeri bul.

f'(x) =2Ax+tB=2x6.6 x2.2 +(-14.51) = 14.52

Bu sekilde polinom bularak turev alma yerine A B C yi
hesaplamadan direk olarak turev formulu turetilebilir.
Pratikte x yonundeki adim sabit alinir. bu durumda
X»-X1=h, X3-Xo=h, X4-x3=h, seklinde olur. h turev
adimidir.

X y=f(x)

X1 Y1 :f(Xl )
X2:X1+h Y2:f(X2)
X3=Xyth=x,+2h | y;=f(x3)

AX12+BX1+C =Yi
Ax,*+Bx,+C =y, A(x;+h)*+B(x;+h)+C =y,
Axs*+Bx3+C =y3 A(x;+2h)*+B(x;+2h)+C =y,

Burada x,,y1, X2,¥2,X3,Y3, biliniyor. A,B,C bilinmiyor.
C denklemlerden yok edilirse iki bilinmiyenli iki denklem
cikar. Bunlarda cozulurse A, B,C bulunur. Turev
y’=2Ax+B olacaktir. Bu islemler yapilirsa
y'=2Ax + B = -y; +4y, -3y,
2h
bagintisi elde edilir.

PR211. y=f(x)= x*+5x’ denkleminin turevini x;=I.1,
x,=1.2, x3=1.3 noktalarindaki degerlerini kullanarak
turevi hesaplayin. Gercek turev degerleri ile karsilastirin.
Cozum

y=Ax’*+Bx+C

denklem x=x;, X=X, X=X3, icin yazilirsa

y1=Ax12+BX1+C

xi=1.1, yi=x 5% = 1.1°+5 1.1°=8.11

x=1.2, yr=x5x,° = 1.2°+5 1.2°=10.71

x3=1.3, y3=x3+5x3° = 1.3%+5 1.3°=13.84

LI 1.1 1 |[A 8.11

12> 12 1 ||B|=10.71

1.3 1.3 1||C 13.84
A=26.65, B=-35.35, C=14.75
y'=2AX+B=2%26.65%1.1-35.35-23.28

-y, +4y, =3y, -13.84+410.71-3:8.11
Y 2h 2x1.1

=23.28

Gercek turev

y=f(x)= x*+5x>

y'=4 x+15x* =4 1.1°+15 1.17 =23.47
Hata=23.47-23.28=0.19

Hata nin sebebi, turev adiminin buyuk olmasi ve
yuvarlatma hatalaridir. Biz adimi 0.1 aldik 0.01 alsak hata

daha da azalirdi. Ayrica yukarida
A=26.65, B=-35.35, C=14.75

kabul edildi. Halbuki

A=26.649, B=-35.349, C=14.7576
degerlei kullanilsa idi hata azalirdi.

YUKSEK MERTEBEDEN TUREVLER
(turevin turevi ikinci turevdir)
(Ikinci turevin turevi ucuncu turev)

IKINCI TUREV
Birinci turev= Hoh
X, = X
yai= _ Y2 Yo y3_y2, yas= Ya—Ys
X, — X, X, — X, X, — X,
Ikinci turev= Yar = Yo
X, — X,
Yad=-42—=dL Yar = Yau ,  Yddo= Yoy =Yoo , Y= Yas = Vo3
X, — X, X, — X, X, — X,

Adimlarin esit oldugu varsayilirsa
h:X2'X1, h:X3-X2, h:X4-X3,
B ulunan yq;,yq4, degerler yerine konulursa.



ysgyz_(yz_yl)
Yaa1= n h _¥=2%+Y,
y4_2y3+y2 " |
h2

Ydd2=

b



SAYISAL TUREV

7.1 GIRIS

Integral islemi gibi tiirev islemi de mithendislikte ¢ok fazla kullamlan bir
islemdir. Basit olarak bir fonksiyonun bir noktadaki tegetinin egimi olarak
tanimlanan tiirev islemi esasinda bir bilyiikliigiin degisim hizin1 verir. Bu bakimdan
tiirev maksimum ve minimum problemlerin ¢dziimiinde, hiz ve ivme hesaplarinda,
diferansiyel denklem ¢oziimii ve smir sartlarimin uygulanmasinda, akig ve 1si
transferi gibi problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan bir iglemdir.

Bir y=f{x) fonksiyonuna ait (x;y;) noktalari verilmis ise bu degerleri
kullanarak fonksiyonun herhangi bir noktadaki tiirevini sayisal olarak hesaplamak
miimkiindiir. Fonksiyonun analitik ifadesi verilmis ise, tiirev analitik alinabilecegi
gibi, belirli x; noktalarina karsi y; degerleri elde edilerek sayisal olarak ta
hesaplanabilir. Sayisal tiirev igin tirev formiilleri kullanihr ve bulunan sonug
genelde bir hata igerir. Tirev formiillerini ¢ikarmak i¢in Taylor serisi veya
interpolasyon polinomlarinin tiirevleri kullanilabilir.

7.2 TAYLOR SERISI

Bir fonksiyonun x noktasindaki degeri, buna yakin bir x=x, noktasindaki
degerleri cinsinden;

f ('x{]) f: (xn)

(x—x,)" +

(7.1)

-3+ (x— -:]) Lty

FG)= f(x) + L



seklinde yazilabilir. Bunun gecerli olabilmesi igin seri yakinsak olmalr ve X= Xxp
noktasinda tiirev tanimli olmalidir. Sonsuz sayida terime sahip bu fonksiyonda
belli sayida terim alinmas: durumunda olusacak kesme hatasinin degeri x’in (xp)
noktasma yakinhigina ve almman terim sayisma baghdir. n. terimden sonras

kesiliyorsa kesme hatas:

n+l n+l
WL e (7.2)

X (x_xﬂ){ﬂﬂj dn+lf(x) _
(n+1)! dx™D

(n+1)1< /1" ghelrD

scklinde yazilabilir. Olusan bu hatanin mertebesi 4"’ olup hata mertebesi O™/
olarak gosterilir. Ornek olarak ilk iki terimden sonrasi atiliyorsa hata (h°)

mertebesindedir denir ve fonksiyon

F® =)+ L ) (x—x,) + O(A) (1.3)

seklinde yazilabilir.

Bu agiklamadan sonra vetilen bir y=f(x) fonksiyonunun x, noktasindaki
tirevlerinin sayisal hesabi icin Taylor serisinden yararlanmak miimkiindiir
Fonksiyonun x, civarinda Taylor agilimi

dy +h2 d*y +h3 d’y

f(xl] +&x)=y!=yﬂ+h-&;ﬂ 2' drg ; 3' dx3 4

. 3

[ h " 4
yl =yu +h-yn +—i!_yﬂ +"3Tyﬂ + .............

(7.4)

yazilabilir. Buradan birinci tiirev ¢ekilirse

r_y]"'yﬂ h " hz t
29 Gy Sriondoliie

ve yiiksek mertebeden tiirev terimleri atilirsa,

y:} =y1;yn +U(h)

(7.5a)

°
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xp noktasindaki birinci tiirev formiilii elde edilir. Burada atilan terimlerden
birincisine bakilirsa kesme hatasinin O(#) mertebesinde oldugu goriliir. Ileri sonlu

farklar cinsinden birinci tiirev ,

R Ay,
Yo P

(7.5b)

seklinde de yazilabilir, Bu formiil y, ve y, arasinda ¢izilen tegetin egimi olup ileri
fark tiirev formiilii olarak da anilir.

Birinci tiirev i¢in bir baska formiil Taylor serisinin bir geri noktada
yazilmasi ile elde edilebilir.

dy| h*d’y _h3 d’y

f(xﬂ—ﬁr)=y_1=yﬂ-h-d;ﬂ+z--£x—;ﬂ T ﬂ+...
Y=Y, —hy, + E;‘—yg —h?j!yg% (7.6)
yy =20 ;y" +%y5—h?zy5”+
Denklemdeki ikinci terim ve daha sonraki terimler atilirsa,
y, =20 ;y L 1 O(h) (7.7a)

yazilabilir ki bu da birinci mertebeden kesme hatasina sahiptir. Geri sonlu fark
tiirev formiilii olan bu ifade asagidaki gibi yazilabilir.

r _ VDo

7.7b
Yo 3 ( )

(7.4) denkleminden (7.6) denklemi taraf tarafa ¢ikartilirsa,

h3 yJ
¥, —=y_, =hyy +hy, +?y{]"+ —é!—y;'+
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3

P
Vi =P =2hyﬂ +2?yﬂ oy i e o (L

elde edilir. Bu denklemden birinci tiirev g¢ekilir ve yiiksek mertebeden tlirev
terimler atilirsa,

T Rl A 2
= + 0(h 7.8
Yo 5 h (h7) (7.8)

olur. Merkezi fark tiirev formiilii denilen bu ifadenin hatasi 0(4%) mertebesinde olup
diger formiillere gore daha hassas sonug¢ verecegi aciktir. Bu ifade geometrik
olarak, tiirev hesaplanacak noktanin bir ileri (y;) ve bir geri (3.;) noktalar: arasinda
cizilecek kirisin egimine esit oldugu anlamina gelir.

Sonlu fark tiirev formiilleri grafik tlizerinde gosterilebilir (Sekil 7.1).
Goriildiigii gibi ileri fark tiirev formiilii esasinda BC kiriginin egimi, gen fark tiirev
formiilii AB kirisinin egimi ve merkezi fark tiirev formiilii de AC kiriginin
egiminden baska bir sey degildir. Bir xp noktasindaki tiirev, egrinin o noktadaki
tegetinin efimi olduguna gore bu egime en yakin AC kiriginin egimi oldugu
gorillmektedir. Yani merkezi fark tiirev formiilii daha dogru sonug verecektir.

M

»
X

X Xo X
Sekil 7.1 Sonlu fark tiirev formiillerinin grafik iizerinde gdsterimi
Taylor acilimi kullamlarak ikinci ve daha yiiksek mertebeden tiirev

formiilleri elde edilebilir. Ornegin, yukandaki (7.4) nolu denklem ile (7.6) nolu
denklem taraf tarafa toplanirsa, ikincli tiirev i¢in
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h? B
}’a+}’-;=2}’u+25}’u+2zyn o e e S e
H_ylﬂz‘y{lhi'y—]_ hl W k
y{l_ hl 24! yﬂ -----------

ifadesi elde edilir. Denklemdeki ikinci terim ve daha sonraki terimler atilirsa,

Yo = Ligs 2;;“ S5 0(h*) (7.9a)

ikinci tiirev formiilii bulunur. Burada 0(4%), kesmeden dolayr olusan hata
mertebesini géstermektedir. Merkezi sonlu fark tiirev formiilii denilen bu ifade
xisaca asagidaki gibi yazilabilir.

Vo
yp=—rt (7.9b)

7.3 INTERPOLASYON POLINOMLARININ TUREVLERI

Tiirev formiillerinin elde edilmesinde interpolasyon polinomlarindan veya
regresyon egrilerinden yararlanmak miimkiindiir. Elde edilen tiirev formiillerinin
hata ve hata mertebeleri interpolasyon polinomlarinin hatalarinin tiirevini alarak
bulunabilir.

7.3.1 Lineer Interpolasyonun Kullamlmasi

Lineer intepolasyon ifadesi olan y =y, +s.Ay, denkleminin tiirevi

alinirsa,

aj"'p _dyp dS
dx ds dx

(7.10)
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: >
X
Sekil 7.2 Lineer interpolasyon ve tiirevi
Burada,
X =%5 1
§= ve ds==—dx
h
ds 1
dx h

(7.11)

ifadesi bulunur. Dikkat edilirse bu tiirev x, noktasindaki ileri fark tiirev formiiliine
ve x,; noktasindaki geri fark tiirev formiiliine egittir.
7.3.2 ikinci Dereceden (Quadratik) interpolasyonun Kullaniimasi
Ikinci dereceden interpolasyon polinomu olan
s.(s—1)

s.(s—3
pr=(1+ (2 )]yu+5(2_5 ), + = 9 (7.12)
%

denkleminin birinci tiirevi alinirsa

s db ds
e A A
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(ds/dx) =1/h oldugundan

2s—-3 +2—23 +23—1
RN AT

y;; = Vs (7.13)

elde edilir. x= x; noktasinda s=0 olacagindan birinci tiirev icin

e —3Y, 4y, — Vs

= 7.14
Yo =V 2 (7.14)
bagintisi elde edilir. Bu tiirev ileri farklar cinsinden
g ot g S e (7.15)
Yo =V, ; Vo 5 -
seklinde de yazilabilir.
Quadratik polinomun 2. tiirevi alinirsa
Yy = Yy = Y, ds —[y—“—gy +—yi)l
Eabaidrpddsideya\ihsyhi— )\ ) h
Yo=2Yi+t¥s .o
- hg Y yﬂ
: -2y + A’
yradeT Ryt (7.16)

h’ h*

ikinei tiirev i¢in ileri fark tiirev formiilii elde dilir. Bu formiil ileri fark 2.tiirev
formiiliidiir.

7.3.3 Cok Nokta Kullanan Tiirev Formiilleri

Yukarida bulunan tiirev formiillerinden daha fazla nokta kullanan veya
daha yiliksek mertebeden tiirev formiilleri elde etmek iizere n. dereceden
interpolasyon  polinomlar1  kullamlabilir. Burada interpolasyon polinomu
kullanilarak tiirev formiillerinin elde edilmesine 6rmekler verilecektir.
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a) Newton — Gregory flerleme Polinomunun Tiirevi

Fonksiyonun tiirevi yerine Newton — Gregory flerleme Polinomunun tiirevi
kullanilirsa,

ds =_d_x
h
oldugu dikkate alinarak
f'x)=f"(x, +sh) 2y,
" dy, - dy, ds
dc ds dx
. id. (7.17)
h ds

1d yﬂ+ziyﬂ5+.fi‘1'yﬂs(.s-—1)+“mm+S(S-—l)(s-—Z)....(s—n-!-l) Ay
h ds 1 2! n!

L

i

Y, =%[U+.&yﬂ +-1é-(23+-1)a3yﬂ +16[(s—~1)(s—~2)+s(s—2)+5(3—1)]ﬁ~3ya +}
(7.18a)

Bu denklem birinci tiirev icin en genel ifadedir. x= x, noktasinda tiirev alinacaksa
s= 0 koyarak ¢ok daha basit hale gelir. x = xodaki tiirev igin s= 0 alinirsa,

W ﬁl 3
— l Ayﬂ i yﬂ + ﬁl yﬂ et
i h 54 3 4 N

A Ay, |
Yo | o0 (7.18b)

O —

Yy

Bu tiirev formiiliiniin hatasi polinomun hata teriminin tiirevi alinarak elde
cdileﬁilir. Yani tiirev hatasi,

e, =i ( § ]hnﬂf[nﬂ](x?)

n+1
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dl( s | ds
el hm-l (n+1) B 719
ds [n+1) /) dx e
3 - 1
dl s 1 Y d 1
& hu+| {ﬂ+l} Y & it hn+l ok ¥ (n+1)
s (xj)_ds(n+l]_ h (n+1] dx[f (x, ]];

Denklemin sagindaki ikinci terim x; belli olmadigindan hesaplanamaz. Fakat s=0
koyarak diigiim noktas1 alindiginda bu terim diiger. Zira ¢arpan durumundaki

[ s ]zs(s~l)(s—21 ----- (s—n) (7.20)

n+l

terimi s= 0 i¢in sifirdir. Bu durumda sadece 1.terim kalir.

i( S ]_(S—]XS—Z)..(S—H)+S(SHZ)...(S—'H)+....+S(S—IX.5‘—2)..(S—H+1)

ds\n+1) (n+1)

(7.21)

Burada da s= 0 alindiginda tiirev hatasi

L pintl f 1.2.3.. 1 n+ n+ i ! 1

€, =h" f{ }(Is)[(_l) (ﬂ+l}‘”j|;=h lf{ ”(I;)(_l) (H:I-])"f_;'
o 2L _

7 5 fi 9, Ty (7.22)

olarak elde edilir. Goriildiigti gibi polinom hatas1 (4"*') mertebesinde iken tiirevin
hatasi1 0(4") mertebesinde olmaktadir.

Yiiksek mertebeden tlirevler Denk.(7.18a) ifadesinin tekrar tiirevi alinarak
elde edilir. Omegin ikinci tiirev formiilii igin tekrar tiirev alinirsa

¥ dy, dy, ds
P Vit “ds Cdx
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i = Sty 1
¥ =——2 = Ay + (SEDAY ) (7.23a)

—
——

genel ifadesi bulunur, x = x,’daki tiirev i¢in s= 0 alinirsa
S
Yo —};E* A Yy =AYy +... (7.23b)

elde edilir. Bu tiirevin hatasi icin hata teriminin tekrar tiirevi alinabilir. Ancak her
tiirevde 1/h ¢arpan olarak geldigi icin tiirev mertebesi bir arttifinda hata mertebesi
bir azalacaktir. Dolayisiyla birinci tiirevin hatas1 0(4") mertebesinde iken ikinci
tiirevin hata mertebesi 0(A™") olacaktir.

Ornek 7.1: Asagida verilen degerlere gore xg=1.7 icin fonksiyonun birinci ve
ikinci tiirevlerini hesaplaymniz.

Coziim: Temel satir verilen nokta iizerinde segilerek olusturulan sonlu fark tablosu
asagida verilmistir. Bu tablo degerleri ile cok nokta kullanan tiirev formiiliinden

X y Ay ,:fy A‘I_y
1.3 3.669
1% 4,482
1.7 5.474 1.212 0.268 0.060
1.9 6.686
2.1 8.166
2.3 9.974
2.5 12.182

| terim kullamlirsa: ~ y7,(1.7) = -01—2(1 212) = 6.060

Bu ayn1 zamanda ileri fark tiirev formiilii ile elde edilen sonugtur ve hata mertebesi

O(h) dir.
2 terim kullanihirsa: ~ y ', (1.7)= 5 [I 212 - Oiﬂ] 5.39+ O(h%)

0.268 1

e e o meniteay [N b ERSRERe SRS PP o B s Y =L(T Y1y . b P i | ﬁr—iﬁ\ e EAD L INTIAN
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sonuglan elde edilir. Gergek tiirev degeri y’= 5.474 olup kullamilan terim sayisi
arttikga hatanin azaldig1 goriilmektedir.
Ikinci tiirev i¢in merkezi fark tiirev formiilii kullanilirsa

6.686—2x5.474+4.482
0.2°

¥ (1T = =5.5+0(h)

elde edilir.

b) Newton — Gregory Gerileme Polinomunun Tiirevi

Onceki bolimde verilen Newton-Gregory gerileme polinomu

s(s+1) > s(s+1)(s+2
yp=yﬂ+5vyﬂ+ (2' )vhyl]+ ( ;I( )?]yu'l‘ ......
tiiretilir ve benzer sekilde diizenlenirse
Yy, = Yy _Bpds 1,
R de dv d hdk
1 (25 +1) 3s* +65+2 i
5 7
=h—[?yﬂ e V'yﬂ -+ VE_}?,} + :l
birinci tiirev ifadesi bulunur. Bunun tekrar tiirevi alinirsa ikinci tiirev icin
Wi ol 1 2 3
PEY, = P [? Yo +(s+1)V7y, +] (7.25)
elde edilir. Temel satirda tiirev i¢in s= 0 alarak
AR l 1 2 1 3
Yo 2V, =—| VY =V etV ikl (7.26a)
h 2 3
[ AN 1 2 3
Vo= iV =-jz-1—['i? Yo+ V7Y, +] (7.26b)

tiirev formiilleri elde edilir.
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¢) Stirling interpolasyon Polinomunun Tiirevi

Merkezi fark interpolasyon polinomlarindan Stirling polinomu

,09= 3, + 2B +3np 587+ DS 45
tiiretilip diizenlenirse
*;i’ﬂ_=“_5’__
de ds
1360 8458+ B+ B0

(7.27)

birinci tiirev i¢in genel bir merkezi fark ifadesi elde edilir. Bunun ileri veya geri
fark tiirev formiillerine gére bir mertebe daha hassas oldugu gosterilmigti. Tekrar
tiirev alinarak

Ili.r

d I
. % _dy, ds 1 [qu (65 — 1)(@,#”2 1 @3-”2)-#----}

ds dx h’° 23!
(7.28)

ikinci tiirev icin merkezi fark ifadesi elde edilir.
Yine temel satirda x= x;, yani s=0 olacagindan merkezi fark tiirev
formiiller:

' 1 1 l R
Yo E[E(‘?”mwz +§}’q—h’2)+""i| . [J’ 2}’ l +] (7.293)

12

vC

Ili!

[5)} _2_5(@’;”;: g ff’.‘)’;-nz)"'""] (7.290)

olarak bulunur.
Benzer sekilde daha yiiksek mertebeden tiirev formiilleri bulunabilir.
Yukarida bir kismun verilen bu tiirev formiilleri, herhangi bir f{x) fonksiyonun x;
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noktasindaki ifadeleri olarak asagida toplu olarak verilmis ve hata mertebeleri
belirtilmistir.

Birinci tiirev formiilleri

e ff”h_ ~+0(h) (Ileri fark) (7.30a)
1 = / _hﬁ*' +0(h) (Geri fark) (7.30b)
j:.' = ﬁ“z;ﬁ" +0(h*) (Merkezi fark) (7.30c)
fi =— i +:f+i —3i 4oy (Ileri fark) (7.30d)
if, = 3/, _45 h] tSia 0(h*) (Geri fark) (7.30e)
f = 2] —9f,.+2611 8 =11, 0(A')  (lleri fark) (7.30f)
f, = 11/, ~ 18/, ;1912-; =2/ +0(h’)  (Geri fark) (7.30g)
f = —Jusz +8f*'1'2 ;SfH +Ji +0(h*")  (Merkezi fark)  (7.30h)
ikinci tiirev formiilleri
£ =du _if‘ i L ogh) (leri fark) ~ (7.31a)

=/ 2{;‘; iz o) (Geri fark)  (7.31b)
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ol Jin = 1{ i o) (Merkezi fark)  (7.31c)
£ eS8 =52 o2y (e fark) (7.31d)

h_

£ = 2=3) ;”*'*3 “Jis Loh')  (Ger fark) (7.31¢)

f,-" =— Jiug #16f1sy =30/, +10/,s = Jig +0(h*) (Merkezi fark)

12h°
(7.311)
Uciincii tiirev formiilleri
fi'= = = 3f£+2h: 3w =/, + 0(h) (Ileri fark) (7.32a)
e =3 ;f’ff-l —Jiss L on) (Geri fark) (7.32b)
ofe = i+2 2)‘",-,,,2;32)’,-*, = Jiz + O(hl) (Merkezi fark)  (7.32¢)

f-inr= _3f'r'+4 +14ﬂ+3 _22:3.f;+1 +18]}+I _S.f; +0(h2) (“CI'I fﬂrk)

3 (ia2d)

gz 2 =18 24;; 14/ 3 e L on?)  (Ger fark)
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fnr= _'ﬁ+3 + 8j;+1 =] 3ﬁ+l * l3f;-l _B.f;‘uz T s

s +0(h*) (Merkezi fark)

y
(7.32f)

7.4 RICHARDSON EKSTRAPOLASYONU

Bir fonksiyonun tiirevini sayisal olarak hesapladiktan sonra arali1 yanya
bolerek aym tilrevi tekrar hesapladifimizi diisiinelim. Elde edilen bu iki tiirevden
yararlanarak aranan tiirev igin daha hassas bir sonu¢ bulunabilir. Richardson
ekstrapolasyonu olarak anilan bu ydntem esasinda Denk.(7.30h) tiirev isleminden
farkh degildir.

Sekil 7.3’te goriildiigii gibi x; noktasinda fonksiyonun tiirevini
hesab1 i¢in Denk.(7.30h)’yi ele alalim.

s —_f;+z +3f;-+| —3_]‘:._] +f;‘~1
12h

/i

Bu formiilii degisik formda
f-‘ L l(_.ﬂ,z +8fs+l _Ef.:'—l Tk
290 4h

V(EIN

¥ !
-

._JC'

Xi+] Xi+2

ks,
>
=

sekil 7.3 Araligin yariya boliinmesi ile ardisik tiirev

fi‘ = l(g(fm =) = Jisz = Jics J

3 4h 4h



282 Sayisal Analiz

=l(4(ff+1 — fia1) i ff+z _ff-z ] (7.33a)
3 2h 2H |

olarak yazilabilir. Burada H=2h oldugu dikkate alimirsa, parantez igindeki birinci
tirev merkezi fark tirev formiiliiniin 4 kati; ikinci tiirev ise aralifin ikiye
bsliinmeden onceki durum icin merkezi fark formiilii oldugu goriiliir. O halde bu
(7.33a) ifadesi

7 =§[4T(h)~T(H)] (7:33b)

seklinde yazilabilir. Burada aralifin yartya boliinmesinden sonraki tiirev degeri

f' t _f'—l
T(h) == = 7.34a
() o (7.34a)
ve araligin yariya boliinmeden 6nceki tiirev deger
f' R f'-z
T(H)=== ' 7.34b
(H) T (7.34b)

ile ifade edilmistir.

Ornek 7.2: f(x) =sin(2x) fonksiyonunun x, = 1’deki tiirevi H= 0.2 alarak
hesaplaymniz.

Coziim: Verilen fonksiyona gore tablo degerleri

X T 0.8 _f:,r = ().9996
x;=1.2 f1=0.6755
kullanarak merkezi fark tiirev formiilii ile
|
T(H) = g —fi - 0.6755-0.9996 — _0.81075
2H 0.4

degeri bulunur.
Arahig1 bu sefer ikiye bolerek (h = 0.1 alarak) fonksiyon degerleri
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x;=0.9 £1=0.9738
x;=1.1 £, = 0.8085

bulunur. Bunlar kullanarak ikinci olarak Denk.(7.34a)’ya gore

Ty = Jir = fir _08085-0.9738 o oo
2h 0.2

tiirev degeri elde edilir. Hesaplanan bu iki tiirev degeri kullanilarak daha hassas bir
deger, Denk.(7.33b) ile

4(-0.8265) - (-0.81025)
3

=-0.8319167

. =3l -T0n)-

olarak bulunur.
Gergek tiirev degeri ise

f'(x) ==2cos(2x) = —0.83229
olduguna gére her ii¢ sayisal tiirev degerinin bagil hatas:

T(H) i¢in e, = %2.6
T(h) igin e, =%0.7
Diizeltilmis tiirev i¢in e, = %0.045

olarak elde edilir. Goriildiigli gibi Richardson ekstrapolasyonu ile elde edile deger
¢ok daha hassas bir degerdir.

7.5 OZEL DURUMLAR

Sayisal tiirevin esasi yukanda izah edilmis ve tiirev formiilleri verilmistir.
Ancak bazi 6zel durumlarla karsilasmak miimkiindiir.

1) Ele alinacak durumlardan birincisi simir degerler igin tiirevin sayisal
hesabidir. Fonksiyonun analitik ifadesi bilinmeyip [a,b] aralifinda tablo degerleri
verildiginde x = a veya x = b igin tiirevin bulunmasinda merkezi fark tiirev
formiilleri kullanilamayacaktir. Bu durumda verilen noktalardan gecgen bir polinom
bulup veya regresyon egrisi elde edip tiirevi alinabilir. Veya dogrudan sonlu fark



284 Sayisal Analiz

formiilleri kullanilabilir. Bu yapilirken agiktir ki x = a’ daki tiirev igin ileri, x = b’
deki tiirev igin geri fark formiilleri kullanilmalidir.

2) Bir bagka 6zel durum, verilen noktalarin esit aralikli olmamas: halidir.
Bu ana kadar verilen sonlu fark formiilleri ve Richardson ekstrapolasyonu esit
aralikli noktalar icin gecerlidir. Dolayisiyla verilen noktalar esit aralikli olmadig;
durumlarda, 6zellikle ikinci tiirevin hesabi igin bilinen sonlu fark formiilleri
kullanilamaz. Bas vurulan yol, verilen noktalardan gecen veya verilen noktalar
temsil eden bir fonksiyon elde edip tiirevini alarak herhangi bir noktada istenen
degerinin hesaplanmasidir. Verilen noktalardan gecen interpolasyon polinomu
olarak Lagrange polinomu kullamlabilir. Verilen ii¢ noktadan gegen Lagrange
polinomu, Denk.(5.32a) kullamlarak

_ (x=x)(x—x;) (x—x,).(x—x;)
e e n 2 O =R
W Lion, Ui I (7.35)

(X =x,).(00 =)
yazilabilir. Bu ifadenin birinci tiirevi,

h=x,—-%, h=X—X, v& H=h+h =X-X,
tanimlan ile

(2x—X, =X;) +(2x_x|_x3)

2x—-x,—x
g + 1)
hyh hy(=h,)

h h,

y:;(x)= yl }’3

(7.36)

olarak elde edilir. Merkezi fark formiilleriyle ayn1 hata mertebesine sahip bu ifade
ile herhangi bir x degeri igin birinci tiirev degeri elde edilir.
Denk.(7.36) tekrar tiiretilirse ikinci tiirev igin

f 2 2 2
{" yp(x)=_J“'1 T T L

—_ 1.37
i = e SR

ifadesi elde edilir. Esit aralikhi noktalar halinde (#; = 4, ) bu denklem ikinci tiirev

sonlu fark ifadesine doniisecektir. Bu ifade x’e bagh olmadigindan liglincii tiirev
i an nrxindon tatinatt daracradan hir intersalassran nnlinamm lAillanilmalidsre
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3) Son olarak belirtilmesi gereken bir durum hata igeren veri olmasi halidir.
Eger verilen degerler hata iceriyorsa hesaplanan tiirev hatasi1 daha biiyiik olacaktir.
Zira tirev isleminde iki saymn farki alindigindan verideki gelisigiizel dagilmig
pozitif ve negatif hatalarin birbirini gotiirmesi degil toplanmasi s6z konusudur.
Zaten Bolim (7.3.3a)’da tiirev formiiliiniin hata mertebesi, polinomun hata
mertebesine gore diisiik oldugu belirtilmisti. Yani tiirev islemi hatalar1 biiyiilten bir
islemdir. Dolayisiyla hata igeren tablo degerler1 verildiginde tiirev hesabi i¢in en 1yi
yol, noktalar1 en 1y1 temsil edecek bir egr1 denkleminin en kiigiik kareler yontemi
ile bulunmas: ve sonra da tiirevinin alinmasidir.

Ornek 7.3: Asagidaki tablo degerleri verildigine gére x, = 1.2°deki fonksiyonun
birinci ve ikinei tlirevini hesaplayiniz.

x 0.7 1.0 1.5
fx) 1.37 4.0 13.5

Cdziim: Verilen noktalar egit aralikli olmadig gibi bir ara degerde tirev hesabi
iIstenmektedir. Birinci tiirev i1¢in degisik hesaplamalar yapilabilir. Ornegin son iki
nokta kullanilarak birinci tiirev yaklagik hesaplanabilir.

13.5-4.0
(1L2)= =
f'(1.2) 1

Veya ilk ve son degerler kullanilarak

19

f'1.2)= £ '50"81'3? =15.1625

Daha hassas bir hesap i¢in Denk.(7.36) kullanilabilir:

£112)= (2.«4—1—1.5)1_3?,+ (2'4_0'?_1'5)4 b (2.4—0.’?—1)13_5
0.3(0.8) 0.3.(-0.5) 0.8.(0.5)
=102

Gergek deger ise 17.28 oldugundan, tahmin edilecegi gibi, son bulunan degerin
daha dogru oldugu goriilmektedir.

Ikinci tiirev icin merkezi fark ikinci tiirev formiilii yaklasik bir sonug
verebilir. Ancak en dogrusu Denk.(7.37)’nin kullanilmasidir. Bulunacak deger



286 Sayisal Analiz

213’5" 24 -

37— +- 13.5=25.58
0.3(0.8) 0.3(0.5) 0.8(0.5)

S7(1.2) =

olup gercek deger 28.8 ile mukayese edildiginde %11 gibi bir hatanin olustugu
goriiliir,

Ornek 7.4: Diiz bir yiizey iizerindeki hava akiminda, yiizeyden degisik y
mesafelerinde Ol¢iilen hava hizlan asagidaki tabloda verilmigtir. Yiizey tizerindeki
kayma gerilmesi

ifadesiyle hesaplanabilmektedir. Burada havanin viskozitesi x#=1.5x10"" Pas
olduguna gore kayma gerilmesini ve 2 m” bir yiizeye gelecek siirtinme kuvvetini
hesaplaymiz.

y (m) u(m/s) — i
0.0 0 AR '

0.002 13.16 V

0.004 18.57 y [

0.006 20.46

0.010 23.05 e

Coziim: Hizin birinci tiirevi degisik sekillerde hesaplanabilir. y=0" da tiirev
istendigine gore bu hesaplarda ileri fark formiilleri kullanilmalidir.
iki noktali ileri fark formiilii ile:

du
b

_ U -y 13.16-0 _ 6580
h 0.002

y=0

Uc noktali ileri fark formiilii (Denk.7.30d) ile:

du =—u2+4ul—3un___—13‘5?+4(13.16)—0=3517

b | . | o T o T L R |
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Dort noktal iler1 fark formiilii (Denk.7.30f) 1le:

dul  2u; %, +18, —11u, :
|, 6h
_—2(2046)-9(18.57)+1813.16)—0 9797
6(0.002)

degerleri elde edilir. En son degere gire kayma gerilmesi

du
T=U—

=1.5x107(9222)=0.138 N/m’
dy

y=0

ve siirtlinme kuvvetr:

F =A4r=0276 N

SORULAR

7.1: Dort nokta kullanan Newton-Gregory gerileme plonomundan yararlanarak ikinci
tiirev icin bir formiil ¢cikartimz,

7.2: Taylor serisini kullanarak birinci tiirev igin bir sonlu fark formiilii elde ediniz. Bu
formiiliin hatasini ve hata mertebesini belirtiniz.

7.3: Esit aralikh {i¢ nokta kullanan Lagrange polinomundan yararlanarak birinci
tiirev 1¢in bir formiil elde ediniz.

7.4: Birinci tiirev icin ileri ve merkezi sonlu fark ifadelerinde y;, yy ve y.,
degerlerinde e kadar hata varsa tiirevlerde olusabilecek maksimum hatalar ne
olur?

7.5: f(x)=e" fonksiyonunun x= 1’deki tiirevini ileri ve merkezi farklarla /=10",

107, 107, 107 i¢in hesaplayarak olusan hatalari inceleyiniz.
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7.6: Ornek 7.1’deki fonksiyonun x= 1.8 noktasindaki birinci ve ikinci tlirevlerini
hesaplayiniz.

7.7: f(x)=e " fonksiyonunun x= 1’deki birinci ve ikinci tiirevlerini

a) x= 1.0 ve 1.01°deki fonksiyon degerlerini kullanarak,

b) x= 1.0, 1.01 ve 1.02 “deki fonksiyon degerlerini kullanarak,

¢) x= 1.0, 1.01, 1.02 ve 1.03*deki fonksiyon degerlerini kullanarak
hesaplaymniz, olusan hatalar irdeleyiniz.

sin x

8 fix)= fonksiyonunun xo=1.0 i¢in birinci ve ikinci tiircvleri degisik
X

formiiller kullanarak hesaplaymmiz. Her defasinda hata mertebesini belirtiniz ve
olusan bagil hatalar1 bulunuz ( 4= 0.1)

3

h9: .y =%—4x+ 2 fonksiyonunun x;=2.0’de birinci tiirevi ( A= 0.5 ) alarak

Richardson ekstarpolasyonu ile hesaplaymmz. Her asamada hata mertebesini
belirtiniz ve olusan i1zafi hatalar bulunuz

7.10: Asagidaki esit aralikli olmayan tablo degerleri verildigine gére x,=3.2’deki
birinci tiirevi

X 3.0 3.2 5.0 7.0
y 0.7468 0.6522 0.1684 0.03192

a) degisik yontemlerle hesaplaymiz.
b) Verilen fonksiyon degerlerinin son hanelerint yuvarlatarak ayni tlirevi
hesaplaymz.

¢) Ger¢ek fonksiyon y=05xe ™ olduguna gore her defasinda olusan
hatalan irdeleyiniz.

7.11: Omnek 7.1’ merkezi fark interpolasyon polinomlarmin tiirevlerini kullanarak
cOzliniiz.
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MUHENDISLIK PROBLEMLERI

P7.1: Problem P6.8’de verilen otomobilin ivmesini merkezi fark formiiliiyle
hesaplayarak bulunan degerleri tabloya ilave ediniz. Ortalama ivmeyi ve standart
sapmasini hesaplayiniz.

P7.2: Yayih yiikle yiiklenmis bir kirisin ¢esitli noktalarinda elde edilen kesme
kuvvetleri asagidaki tabloda verilmistir,

x=0.33 "deki yayih yiikii (g = -df/dx) ve f" tiirevini merkezi farklarla bulunuz.

P7.3: Bir ylizey lizerinde akan bir akigkanin yiizeye uyguladig: kayma gerilmesi

T= #d_u

@),

ifadesiyle verilir. Burada p viskoziteyi, u yiizeye paralel hiz bilesenini ve y yiizeyden

olan dik mesafeylr gistermektedir. Yiizeyden degisik uzakliklarda Olgiillen hiz
degerleri asagidaki tabloda verildigine ve viskozite p=0.00025 Ns/m" olduguna gére

a) Yiizeydeki du/dy tiirevini

ki, ¢ ve dort nokta kullanarak y I
hesaplayimniz. 0.0 0.0
b) Buldugunuz tiirev 1.0 5.5
degerleriyle yiizeye etki eden kayma 2.0 8.9
gerilmelerini bulunuz. 3.0 10.0

¢) 10x10 cm’ alana gelen
kayma kuvvetini hesaplayiniz.

P7.4: Bir malzeme igerisinden iletilen 1s1 miktar1 (Q) icin Newton’un 1s1 iletimi
kanunu
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dT
B ol
< dx

seklinde yazilabilir. Burada k 1s1 iletimi katsayisi (W/m°C), 4 yiizey alani (m®), T
sicaklik (°C) ve x 1s1 akigt yoniinde Slgiilen uzaklik (m) “tir. Bir beton duvar iginde
degisik derinliklerde 6lgiilen sicaklik degerleri asagidaki tabloda verildigine gore;

S

x(m __ T(C)

0.0 28
0.05 24
0.10 21
018 st 3100

a) x=0.0 ‘da dT/dx degerini degisik formiillerle hesaplayimiz, hata
mertebelerini belirtiniz.

b) Birim alandan gegen 1s1 miktarini bulunuz. (k= 0.1 W/m°C).

¢) (2.5x3) m" bir duvardan gegen 1s1 miktarini hesaplaymiz.

P7.5: Bir malzemenin 1s1 iletim katsayisim bulabilmek i¢in yapilan bir dizi deneyde,
P7.4’tcki aym noktalarda olgiilen sicaklik degerleri swrast ile 55, 48, 40 ve 34 °C
olarak olciilmiistiir. 1 m® alandan olan 1s1 transferi Q = 75 W olarak bilindigine gore
1s1 iletim katsayist ( k )’y1 en kiigiik kareler yontemi ile hesaplayimiz.

P7.6: T sicakligindaki kiigiik bir 1sitilmug cisim T sicaklifindaki ortamda sogumaya
birakildiginda, cismin sicakhgindaki degisim hizi (radyasyon ihmal edilirse)

dT
—-=—ha(T -T,)

!
bagintisindan elde edilebilmektedir. Burada # 1s1 transferi film katsayist (W/m®.°C) ve
a cismin 6zelliklerine bagh bir sabittir. Celik bir bilye 150 °C’ye kadar 1sitilip 20
o de sabit tutulan suya atilmaktadir. Belli anlarda &l¢iilen bilye sicakliklar asagidaki
tabloda verildigine gore (a= 0.001)
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t(s) 0 15 30

T(C) | 150 | 120 93

a) Her ana ait d7/dt tiirevini hesaplayimz.
b) h film katsayisim en kiigiik kareler yonteminden yararlanarak elde
ediniz,

P7.7: Bir elektrik devresindeki bobinde olusan gerilim diisiimii (V) ile devreden gegen

akim 7 arasindaki iliski
V=L é
dt

olup burada L bobinin indiiktansidir. Degisik zamanlarda devrede olgiilen akim
degerleri asagidaki tabloda verildigine gore her ana karsihk gerilim distimd
degerlerini hesaplayimz. (L= 10 H).

P7.8: Bir ucagin hava alanma inisinden itibaren aldig1 yol degerleri (x) asagidaki
tabloda verilmistir.

a) Her 6l¢iim aninda u¢agin hizini O(#*) mertebesinde hatayla,
b) Her 6lciim aninda ugagin ivmesini ayni hata mertebesiyle
hesaplayimz.
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P7.9: Bir kondansatoriin uclar arasindaki gerilim &lgiilerek tabloda verilmistir.

t=10.21 ms aninda,

a) Ve gerilim degerini bulunuz

b) Akim degerini

AV et Lo

dt

bagintisina gore hesaplaymz (C = 10 pF)

!

.

f (ms)

0.10

0.15

0.20

0.30

0.50

Ve (V)

0.952

1,393

1.813

2.592

3.3935




NUMERIK INTEGRASYON

Y

Y2

Y1

v

y=f(x) egrisinde x= X; noktasindan x=x, noktasina kadar
integrasyonu hesaplamak. Bu da tarali alanin
hesaplanmasi demektir.

A)En basit yontem orta nokta (mid point) kuralidir.

v

X, +X X, +X
xm:% ymzf[lTZj

olmak uzere dikdortgenin alani S=(X2- X1) Ym =h ym
integrasyon degeri varsayilir. h=X,- X1 integrasyon adimi
olarak adlandirilir.

B)Ikinci yontem yamuk (Trapezoidal) kuralidir.

Y

Y2

Y1

v

Tarali alan bir yamuktur. Tarali kismin alaninin
hesaplanmasi gerekir. B ile belirtilen bolge integrasyonda
hesaba katilmayan bolgedir ve integrasyon hatasidir.
Yani gercekte B bolgesi integrasyona dahil edilmelidir,
Fakat bu kural o kismi dahil edemez.

Bir Yamugun alani

Sekildeki yamugun alani da S = %(X2 —X;)

h=(X»-X1) seklinde adim tanimlanirsa alan
S _ ylzyz h— f(x1)+1;(x1+h)h

sekline gelir.
Ornek P542 Sekilde f(x)=2x dogrusunu X;=3,
Xz=5,araliginda integrasyonunu hesaplayin.

y=Ff(x)=2x
)22 I -
I — N
: ' » X
X1 Xz
a)gercek deger
55
X=5 X
2xdx=2— =25-9=16
x=3 2 5

b)Orta nokta kurali y1=6, y,=10
xp= XXy ymzf[xl%j:f@):mzs
h=5-3=2, S=2 8=16

b)Yamuk kurali y1=2x3=6, y»=10, h=5-3=2
S — yl;yz h= f(Xl)+;(X1+h)h: 62102216

Ornek P542 Sekilde f(x)= 3x* parabolunun X;=3,
X,=b,araliginda integrasyonunu hesaplayin.

b)Orta nokta kurali
Xm =(3+5)/2=4,
Ym=3 4% =48
h=5-3=2,
S=2 48 =96



b)Yamuk kurali
y1=3 32 =27,

y,=3 5°=75,
h=5-3=2

S=2 (y1 +Yy2)/2=102

Problem P554 Sekilde f(x)=2+cos(4x) X31=0, X=5,
araliginda integrasyonunu hesaplayin.

MATLAB ile fonksiyon tanimlama.

fqg.m isimli bir MATLAB dosyasi acin icine

function [cikis] = aaa(x)
cikis=x"2+1

yazin.
>>qq=aaa(4)
agq=17
>>rr=aaa(10)
rr=101

topla.m isimli bir MATLAB dosyasi acin icine
function [cikis] = topla(x,y)
cikis=x+y

>>yy=topla(4,6)
yy=10

>>yy=topla(1,2)
yy=3

hesapl.m isimli bir MATLAB dosyasi acin icine
function [cikis] = hesap1(x)
cikis=2+ cos(4*x);

>>yl=hesapl(0)
y1=3

>>yl1=hesapl(l)
yl=1.34

>>yl1=hesapl(5)
y1=2.40

MATLAB ile numerik integral hesabi

Ornek P551 Sekilde f(x)= 3x* parabolunun X;=3,
Xp=5,araliginda integrasyonunu MATLAB yardimiyla
hesaplayin. a)gercek degerini, b)orta nokta kullanarak .
¢)Yamuk kuralini kullanarak hesaplayin

fffl.m isimli bir MATLAB dosyasi acin icine
function [cikis] = fff1(x)
cikis=3*x"2;

Asagidaki satirlari yazin.

x1=3; x2=5;

h= x2-x1,

Xm= (x2+x1)/2;
fm=fff1(xm);
ortanokta=h*fm

Orta nokta kurali ile y=f(x)=3x* fonksiyonunun x=3 ile x=5
arasindaki degerini hesaplamis olduk.

Asagidaki satirlar y=f(x)=3x? fonksiyonunun x=3 ile x=5
arasindaki degerini yamuk kurali ile hesaplar.

x1=3; x2=5;

h= x2-x1,

fL=Fff1(x1);

f2=fff2(x2);

yamuk=(h/2)*(f1+f2)

Problem P654 Sekilde f(x)=2+cos(4x) X1=0, X»=5,
araliginda integrasyonunu MATLAB hesaplayin

DIGER Numerik Integral Kurallari
I={hf_}

Orta nokta

Yamuk

| =g{f(xo) +(x)}

h
I = E{ f(Xo) + 4f(X1) + f(xz)} simson 1/3
| = %{ f(Xo) + 3f(Xl) + 3f(X2) + f(XS)} simson 3/8

Simson 1/3

x1=3; x2=3+(5-3)/2; x3=5;
h= x3-x1,

fL=Fff1(x1);

f2=ffff1(x2);

f2=fff1(x2);

f3=fff1(x3);

simpson13=(h/3)*( f1+4*f2+f3);

Simson 3/8

x1=3; x2=3+2/3; x3=3+4/3; x4=5;
h=x2-x1,

f1=fff1(x1);

f2=fff1(x2);

f2=fff1(x2);

F3=fff1(x3);

fA=ffff1(x4);

simpson38=(3*h/8)*( f1+3*f2 +3*f3 +f4);

(1/3)Simpson kuralinda f(x) fonksiyonu x=a, x=b, x=c
noktalarindaki degerler bilindigi varsayilir.

(3/8)Simpson kuralinda f(x) fonksiyonu x=a, x=b, x=c, x=d
noktalarindaki degerler bilindigi varsayilir.

v

|
i
i
i
i
i
X1 X2 Xk X3 Xg

Orta nokta ve yamuk kurali icin iki nokta (x;,X,)
(1/3)Simpson kurali icin uc nokta (X1,Xk,X4)
(3/8)Simpson kurali icin dort nokta (X1,X2,X3,X4)

ve bu noktalardaki fonksiyonlarin degerlerinin bilinmesi
lazimdir.



Ornek PR631 f(x)= e fonksiyonunun x=1, x=1.3 arasini
yukarida verilen metodlarla hesaplayin.
orta nokta:
X1=1, X,=1.3,
h=1.3-1=0.3
Xm=(1+1.3)/2=1.15,
f(xm)= f(1.15)= &2 = ¢23=0.97418
I=h f(xn)= 0.3 9.97418=2.992254

Yamuk:
X1=1, X4=1.3,
h=1.3-1=0.3
f(x1)= f(1)= e*<* = ?=7.389056
f(xs)= f(1.3)= e?3 = ¢%°=13.463738
1=(h/2)( f(x1) + f(xs) )= (0.3/2)( f(x1) + f(xs) )=3.127919

1/3 simpson

Burada x=1 den x=1.3 e kadar olan aralik esit olarak ikiye
bolunecektir. Bu da her araligin (1.3-1)/2=0.15 olacagi
anlamina gelir.

x1=1, x=1.15, x,=1.3,

h=1.15-1=0.15

f(x1)= f(1)= e®<* = ?=7.389056

f(x)= f(1.15)= **° = *°=9.97418

f(xs)= f(1.3)= e**3 = ¢2°=13.463738

I=(h/3){ f(1)+ 4 f(1.15) + f(1.3) }

1=(0.15/3)*( 7.389056+ 4 * 9.97418 + 13.463738 )= 3.037476

3/8 simpson

Burada x=1 den x=3 e kadar olan aralik esit olarak uce

bolunecektir. Bu da her araligin (1.3-1)/3=0.1 olacagi

anlamina gelir.

X1=1, X»=1.1, X3=1.2 ,X,=1.3,

h=1.1-1=0.1

f(x1)= f(1)= e*<* = ?=7.389056

f(xo)= f(1.1)= &' = 22=9.0250134

f(xs)= f(1.2)= €2 = €2%=11.0231763

f(xs)= f(1.3)= €% = ¢2°=13.463738

1=(3*h/8){ f(1) + 3 f(1.1) + 3 f(1.2)+ f(1.3) }

1=(3*0.1/8)*( 7.389056+ 3 * 9.0250134
+3*11.0231763 + 13.463738 )= 3.0374011

Integral Degeri | Hata
Orta nok 2.99225473644 | -0.045086231
Yamuk 3.12791912008 | 0.0905781520
simpson(1/3) | 3.03747619765 | 0.0001352296
simpson(3/8) | 3.03740114153 | 0.0000601734
Gercek 3.03734096803 0

Note: Orta nokta ve yamuk kuralinda x=1 den x=1,3 e kadar
tek bir bolge gibi varsaydik. Bu araligi iki parca veya uc parca
gibi dusunup integral hesabinda olusacak hatalari azaltabiliriz.
Orta nokta:
x=1 den x=1.1 re kadar 1,=0.816616991
x=1.1 den x=1.2 re kadar 1,=0.997418245
x=1.2 den x=1.3 re kadar 1,=1.218249396
Toplam Integral x=1 den x=1.3 kadar

I]_ +|2 +|3:3032284632
Hata=3.037340968-3.032284632=0.0050563

Yamuk

x=1 den x=1.1 re kadar 1,=0.820703479
x=1.1 den x=1.2 re kadar 1,=1.00240949
x=1.2 den x=1.3 re kadar 15=1.22434572
Toplam Integral x=1 den x=1.3 kadar

11 +1, +15=3.04745869
Hata=3.04745869-3.032284632=-0.01011772

— I
~
|""h-___-__‘_._ _
i --xr\-_a-
Xeo1 D xg—h * Xigy 1
Orta Nokta

Xeo1 h—x—h—"x 4
Yamuk

./,i--‘-\.

— ____J______ I
Xic—1 h Xk h Xk + 1

Simpson(1/3)



Integral araligi buyukse kucuk araliklara bolunerek integral hesaplanir.

Ornek PR641 f(x)= e?* fonksiyonunun x=1, x=2.2 arasini uygun sekilde bolerek integrali hesaplayin.
Orta nokta:

X1 | X2 | h fm | Gercek Hata

1 |11|0.1 |8.16617 | 0.816617 | 0.817979 | -0.00136171

11]1.2|0.1]9.97418 | 0.997418 | 0.999081 | -0.0016632

121301 ]12.1825 | 1.21825 | 1.22028 | -0.00203143

1.3]14|0.1|14.8797 | 1.48797 | 1.49045 | -0.0024812

1411501 ]18.1741 | 1.81741 | 1.82045 | -0.00303054

15160122198 | 22198 2.2235 -0.00370151

16 17|01 |27.1126 | 2.71126 | 2.71578 | -0.00452103

17118 0.1 |33.1155 | 3.31155 | 3.31707 | -0.005522

1.8 1.9 |0.1 |40.4473 | 4.04473 | 4.05148 | -0.00674459

1.9 |2 |0.1 494024 | 494024 | 4.94848 | -0.00823786

2 |21]0.1]60.3403 | 6.03403 | 6.04409 | -0.0100617

2112201736998 | 7.36998 | 7.38227 | -0.0122894

36.9693 | 37.0309 | -0.0616462

Yamuk:

X1 | X |h f1 f, I Gercek | Hata

1 |1.1/0.1]7.38906 | 9.02501 | 0.820703 | 0.817979 | 0.00272478

11)1.2|0.1 ]9.02501 | 11.0232 | 1.00241 | 0.999081 | 0.00332805

1.2 11301 |11.0232 | 13.4637 | 1.22435 | 1.22028 | 0.00406489

13|14 |0.1 | 13.4637 | 16.4446 | 1.49542 | 1.49045 | 0.00496487

14115 0.1|16.4446 | 20.0855 | 1.82651 | 1.82045 | 0.00606411

15116 0.1 | 20.0855 | 24.5325 | 2.2309 2.2235 0.00740672

1.6 | 1.7 | 0.1 | 24.5325 | 29.9641 | 2.72483 | 2.71578 | 0.00904659

1.7 118 |0.1]29.9641 | 36.5982 | 3.32812 | 3.31707 | 0.0110495

1.8 1.9 0.136.5982 | 44.7012 | 4.06497 | 4.05148 | 0.0134959

1912 |01 |44.7012 | 54.5982 | 4.96497 | 4.94848 | 0.016484

2 121]0.1]|545982 | 66.6863 | 6.06422 | 6.04409 | 0.0201335

21122 ]0.1|66.6863 | 81.4509 | 7.40686 | 7.38227 | 0.0245912

37.1543 | 37.0309 | 0.123354

Simson(1/3)

X1 | X | X3 | h f, 1 f3 | Gercek | Hata

1 [11)12]01|7.389|9.025|11.02|1.817 1.817 | 0.00001

12]113/14]01 1102|1346 | 16.44 | 2.711 2.711 | 0.00002

1411516 |0.1|16.44 | 20.09 | 24.53 | 4.044 4.044 | 0.00003

16 1718 |0.1 | 2453 |29.96 | 36.6 | 6.033 6.033 | 0.00005

1819|2 |01 ]36.6 |44.7 |54.6 |9.00003 | 8.999 | 0.00008

2 [21]22]01]546 |66.69|81.45]13.43 13.43 | 0.00011

37.03 37.03 | 0.00032

Simson(3/8)

X1 | X2 | X3 | X4 | h f, f f3 s | Gercek | Hata

1 |11)12]13]0.1]7.389]9.025 | 11.02 | 13.46 | 3.037 | 3.037 | 0.00006

13114 )15[1.6|0.1]13.46|16.44 | 20.09 | 24.53 | 5.535 | 5.534 | 0.0001

16 17|18 ]19]0.1|2453)|29.96 | 36.6 |44.7 |10.08 | 10.08 | 0.0001

1912 |121[22]01]447 |54.6 |66.69 |81.45|18.38 | 18.37 | 0.0003

37.03 | 37.03 | 0.0007




FORMULLERIN TURETILMESI
Formullerin turetilmesinde temel ana fikir, bir fonksiyonun
a-b araliginda,
sabit bir degerde oldugunun kabulu (orta nokta kurali)
bir dogru ile temsil edilmesi kabulu (yamuk kurali),
bir parabol ile temsil edilmesi kabulu (1/3 simpson kurali),
bir kubik ile temsil edilmesi kabulu (3/8 simpson kurali),

Burada yamuk kuralinin turetilisi gosterilecektir.

f(x) fonksiyonu x=a ve x=b noktalarindaki degerleri bilinsin.
Yani a,b, f(a), f(b) bilinsin. bu durumda iki noktadan gecen
dogru denklemi yazilabilir.

y-y, x-%, f(x)-f(a) x-a
YooY, XX, ' f(@)-f() a-b
(x) — f(a) = = [f(a) - f(b)]

a-b
00 = @)+ ") gy .,

f(x) =f(a) +M(x —a)
b-a

Her iki tarafin integrali alinirsa

| = [ () dx = j{f() fb)- ;(a)( a)}dx

ara islemlerden sonra.

f(a) + f(b)

elde edilir.

| =(b-a)2

(1/3)Simpson kuralinda f(x) fonksiyonu x=a, x=b, x=c
noktalarindaki degerler bilindigi varsayilir.

En basit ifade ile
f(x)= Px?+Qx+R fonksiyonu
x=a icin f(a)= Pa’+Qa+R
x=b icin f(b)= Pb?+Qb+R
x=c icin f(c)= Pc*+Qc+R
a,b,c, f(a), f(b), f(c) biliniyor. P,Q,R bilinmiyor. 3 bilinmeyenli
uc denklemden P,Q,R cozulur ve denklemde yerine konulur.
Bu ifade karmasik oldugundan pratikte ikinci derece Newton
polinomu (newton Gregory polinomu), ikinci derece Lagrange
polinomu kullanilarak integral hesaplanir.

(3/8)Simpson kuralinda f(x) fonksiyonu x=a, x=h, x=c, x=d
noktalarindaki degerler bilindigi varsayilir. Fonksiyon kubik
bir egri ile temsil edilir. kubik fonksiyonun integrali alinir.

v

OZET

Fe41

f £ dx = b (5.5.2)
Xy

Wit D = X e Sk = )y e = L
Xk g1 ‘i

| rwax =S fin (5:53)
Xy <

with i = xppq — x5, fio = flx)
™ h )

[ redn 23 it s (554

Xip1 — X1
2

YAMUK KURALININ TURETILMESI
THE TRAPEZOIDAL RULE

The trapezoidal rule is the first of the NewtonCotes closed
sponds to the case where the polynomial in Eq. (21.1) is firs

with b =

o ]
1= [ garz [ A

Recall from Chap, 18 that a straight line con be represented

fle) — fia)

hHt)y= f(-‘a‘)+—|'__t—a) (21.7)

I'ne ared under this siraight line 15 an estimate ot the integn
and b:

fzf [ﬂ )+%( a)]atr

The result of the integration (see Box 21.1 for datails) is

) ;—j_“tb_{ (21.3)

which is called the trapezeidal rule.



Before integration. BEq. (21.2) can be éxpressed as

fibj—fia) . afib)—afia)
b—a

Six) = o

+ fla)
Grouping the last nwo werms givas

Sih) — ..ﬁEﬂ)I & afla) — afla) —af(b) +af(a)

fix) = b—u t—d

or

L Ae) - ) b — ofil
fitxy = e r+ —

which can be inlegrated between + = 4 and ¢ = b to yield

fh) — flay ¥2 hfimy—afihy |
= ot + x

d b—a 2 b—a

o

This result can be evaloated o give

_fi = flay (97 —a) " bfiay —ajfin)
- b —n 2 h—a

Now, since b2 — 22 — [b— a)lb + 2),

i

(b —a)

h
I = [fib)— fla)l %’- +bfla) — aflb)

Muluptying and collecting terms yteios

flay+ f(b)
2

which is the tormula for the rapezeoidal rule.

F=(—a

SIMPSON KURALININ TURETILMESI

or= [—h‘(-). +h}. Then, in order t0 find the coefficients of the second-degree
polynomial
pg(?):c‘]r?’+c‘gr+c‘_\ (5.5.5)

matching the points (=h, fi—1), (0, fi). (+h, fix1). we should solve the follow-
ing set of equations:
pa(—h) = c1(=h)* + ca(=h) + 3 = fro
p2(0) = 10> + 20+ ¢3 = fi
pa(+h) = e1(+h)? + e2(+h) + 3 = fip

to determine the coefficients ¢y, ¢z, and c3 as

c3 = fr, &) =

2h B 2

_ fen = fmr o — 1 (fk+1 + fie1 fk)

Integrating the second-degree polynomial (5.5.5) with these coefficients
t=—htot=hyields

i | o, )
f m(t)dt = TCLI] + :(’.‘QI" + caf = ?c‘lhg + 2es3h
—h hl 2z _h :
W ferr + fie h
= (P i 3A) = S+ 4+ o)



3

SAYISAL INTEGRASYON :

8.1 GIRIS

Miihendislikte sik karsilagilan matematiksel islemlerden biri integral
islemidir. Bilindigi gibi integral bir biyiikliigiin toplam degerinin bulunmasi
islemidir. Dolayisiyla bir fonksiyonun belli sinirlar arasinda integrali, fonksiyon
egrisinin altinda ve simir degerler arasinda kalan toplam alani vermektedir. Bu
bakimdan integrasyon islemi miihendislikte diizenli veya diizensiz sekillerin
alanlarinin veya hacimlerinin hesaplanmasinda, ortalama degerlerin bulunmasinda,
alan ve eylemsizlik momentlerinin elde edilmesinde, toplam kiitlenin
bulunmasinda, hiz ve alinan yollarin hesaplanmasinda, transfer edilen toplam isi
miktarinin hesabinda vb. yaygin olarak kullanilir.

Her fonksiyonun integrali analitik olarak alinamayacag gibi bazi
durumlarda da fonksiyonun analitik ifadesi yerine belli bir aralikta fonksiyonun
aldigi sayisal degerler tablo halinde verilebilir. Her durumda, analitik veya tablo
halinde verilen bir f{x) fonksiyonunun belirli integralini sayisal ydntemler
kullanilarak hesaplamak miimkiindiir. Sayisal integrasyon y6ntemlerinin temelini
efri altindaki alami dilimlere bolmek veya fonksiyon yerine verilen araliktaki
noktalardan gecen interpolasyon polinomlarimi kullanmak olusturur. Yani f{x)
fonksiyonunun [a,b] aralifinda belirli integrali icin

ij[ f(x).dx = Ej[ Y, (x).dx (8.1)

yaklasimi yapilabilir. Sayisal olarak alman bu belirli integrale literatiirde
quadrature de denmektedir. Bu terim sekli karelere boélerek alan ve hacim
hesaplama anlamina gelmektedir.

Denk.(8.1)’de kullanilacak interpolasyon polinomuna goére degisik sayisal
integrasyon formiilleri elde edilebilir. Yapilan yaklagim nedeniyle bu formiiller
belli bir hata igerecektir. Bu integrasyon hatasi aymi prensipten hareketle
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bulunabilir. Ornegin, Newton — Gregory ilerleme polinomu kullamildiginda elde
edilecek formiiliin hatasi

n+1

h
o= I[ AY Jhnﬂy{nﬂ}(xj)dx (82)

i

ifadesinden bulunabilir. Bu kisimda yaygin olarak kullamlan {i¢ integrasyon
formiiliiniin, Newton-Gregory ilerleme polinomunun {i¢ ayr: hali kullanilarak nasil
clde edildigi agiklanacaktir.

8.2 YAMUK (TRAPEZ) KURALI

interpolasyon polinomu olarak, Newton — Gregory ilerleme polinomunun n=1
hali yani lineer interpolasyon kullanilmas: ile elde edilen intrgrasyon formiiliidiir.
Lineer interpolasyon

Vi = Yo r 5.Ay,
alinirsa ve
X=X, ]

h h

o=

diferansiyeli kullamlirsa fonksiyonun belirli integrali, integral simirlarina da dikkat
cderek

5=l

A= Tj f(x)dx= Ij y,(x).dx = I y,-hds = II( Vo +8.Ay, ).hds
X 5=0 0

.

yazilabilir. Bu integral kolayca alinarak

_ -l

2

A=h| p,.5+48y, —
\ 1 2 |,
A -
Azh(yn+ ';”]=h.[yﬂ+y' zy“]

veva
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A= —(y, +,) (8.3)

sonucu bulunur. Bu bilindigi gibi yamuk alam olup egri altindaki alan yamuk gibi
diisiiniilerek yaklasik olarak bulunmus olur ($ekil 8.1). Bu yiizden yukaridaki
formiil yamuk veya trapez kural olarak adlandirlir.

Yamuk kuralinin hatasi, n=1 alinarak Denk.8.2’den hesaplanabilir.

_II 28 S=1) (n+1) ﬁl s(s—1)
e, —;u[h > .y (xs).dx—-ﬁl. 5 h.h”.y"(x,).ds

Burada y"(x,) tiirevinin bu aralikta yaklagik olarak sabit kaldig: kabul edilirse

e —}—hhl "(x)].(sz-s)ds=lh3 x.) SJ—S: I
;zf-ys-ﬂ : 2*}75-32[]

hl
e =- E-y”{xﬁ) (X0 SX;5x1) (8.4)

bulunur. Burada hatanin 4’ ile orantih oldugu goriilmektedir. Dilim kalinhi

Ax=h’nin kiigiik olmas: hatanin da kiibik olarak azalacagi anlamina gelir. Ayrica
fonksiyonun lineer olmasi halinde ikinci tiirevi sifir olacagindan hata sifir olacak
yani tam sonu¢ bulunmus olacaktir.
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Bazi durumlarda birden fazla dilim verilebilir veya integral aralif1 genis ise
hatay1 azaltmak iizere verilen aralik birden fazla dilime bdliinebilir. [a,b] aralif n
tane esit kalinlikh dilime boliinmiis isc

olacaktir (Sckil 8.2). Bu durumda her dilime yamuk kuralinin uygulanmastyla
genel bir ifade bulunabilir.

1 45
~ -/\EI
(Ol g wld; dessio,
X0 Xi] X2 icessivivvereiis x,,=b
Sekil 8.2 Yamuk kuralimin n dilime uygulanmast
L0 h h
A= jf(x).dx = E(yﬂ +y,)+5(y, +y1)+“‘""""“+5(yn—l +y.)
el |
A=E[yﬂ R s 2. 54| (8.5)

Elde edilen bu genel yamuk formiiliiniin hatasi her dilimde olusan hatalarin
toplamindan clde edilebilir. Toplam integrasyon hatasi

u . B2, B,
EH :_Ey (‘r_ﬂ)_ﬁ'y (xsi)#ﬁ'y (xﬂ)_“'
(8.6a)

y tn
=—'E§y ('r:i)

veva
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b e "
(12 “_? 3y, ) (8.6b)

i=l

if:

3

olarak elde edilir. Ortalama tiirev tanimlayarak bu hatay1 daha basit olarak yazmak
miimkiindiir:

e s
y =;Zy () (8.6¢)
i=l

ile toplam hata

e = J' == (b=a). " 8.6d
i T 12( ).y (8.6d)

yazilabilir. Goriildiigii gibi lokal hata mertebesi O(4#’) olmasina ragmen hatalarin
birikmesi nedeniyle bu ifadede toplam hata mertebesi bir azalarak O(#°) olmustur.

Ornek 8.1:
X f(x) X [(x)
0 3 0.3 3
0.1 o] 0.4 6
0.2 4 0.5 8

degerleri verildigine gore A4 = I f(x)dx integralini hesaplayiniz, hata mertebesini

belirtiniz.

Coziim: Genel yamuk kurali ifadesi kullanilarak

h
E"Z_b){] 1.9 Y, _|_2y2 ......+2-J"”_| +yn]

= T[3 +2(8) +2(4) + 2(3) + 2(6) + 8]
= 2.65

sonucu elde edilir. Burada yamuk kurali birden fazla dilime ardisik uygulandig
i¢in olusan tnplam hatamin mertebesi O(°) = 0.01 ‘dir. Hatamin tam olarak
hesaplanabilmesi i¢in fonksiyonun kendisi bilinmeli ve tiirevleri alinabilmelidir.
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8.3 SIMPSON 1/3 KURALI:

Newton — Gregory ilerleme polinomunun »=2 hali olan quadratik
interpolasyon polinomu kullamlarak farkli bir integrasyon formiilii bulunabilir.
Ancak bunun i¢in ii¢c nokta yani iki dilim gerektiginden integral siirlan x; ve x;
olacaktir (Sek.8.3).

o
>

S

-~
-

X

|
|

-

Xo—=a Ig=b

Sekil 8.3 Simpson 1/3 kuralimin uygulanmasti

A= ﬁj._)f(.x:).;:ix = xj.yp (x).dx

2
As—1
L J'( Vo +8Ay, + 2 (32 ) A’ Yo Yhds
0

1
= h.[z.yﬂ +2.Ay, +-§ﬂ1yﬂ}

veya

h

~ g[yﬂ +4.9, 4V, | (8.7)

%

Simpson 1/3 kurali denilen integrasyon formiilii elde dilir.

Hata mertebesini bulmak iizere n=2 i¢in Est.8.2 ile verilen hata integrali

alinirsa sonucun sifir oldugu goriliir. Bu ise hatanmin sifir oldugunu degil atilan
tarimlardan illinin etfir aldudn anlaminag celir R dunimda atilan ternimlerden
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ikincisi, yani n=3 hali alinarak hata terimi elde edilebilir. #=3 i¢in hata teriminin
integrali

T as(s=D(s=-2)(s-3)
e = ;!h" 54 Y™ (x,).dx

1 . ;
=—hh* " (x). |(s* - 65> +11s* —65).ds =
5 hh Y .f)ﬂj( )

5
g = —%'y“ﬂ(x‘*) (xp x5 5x3) (8.8)

bulunur. Burada hatanin /#’ ile orantili oldugu goriilmektedir. Integrali alinan
fonksiyonun kiibik bir polinom olmasi halinde hatanin sifir olacag) yani tam sonug
elde edilecegi de goriilmektedir. Ciinkii kiibik polinomun dordiincil tiirevi sifir
olacaktir.

Integralin alinacag [a,b] aralifi esit kalinlikli # adet dilime boliinmiis ise
yani

h=b—a

n

ise, her cift dilime Simpson 1/3 kuralim uygulayarak genel bir ifade
bulunabilir,

A= I:I[f(x).dx = ij(x).dr+ ij(x).dx + .t I]‘f(x).dx:

h h
=§(yﬂ +4.y, +y1)+§(y1 +4.y, +y,)+......
h
+§(y,,_z sy

_h
A=§b’u +Ay 42, +4.: 423, Fry H 2P, FAY. + 3| (89)

Burada sunu belirtmek gerekir ki kural her ¢ift dilime uygulandiindan, dilim
sayis1 (n) ¢ift olmalidir. Aksi halde bu yontem dogrudan uygulanamaz.
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Cok sayida dilim olmasi halinde integralin toplam hatasi, ayr ayr1 hatalarin
toplamina esit olacaktir. Yani toplam integrasyon hatasi

=2 y‘""(x_r.)—-gg.y“” ()= o Y™ ()
" (8.10a)
_%g ylfv] (IJ f)
veya
e, =— (b a) Zy““(x“) - (8.10b)

i=]

olarak elde edilir. Ortalama tiirev tanimlayarak bu hatay: daha basit olarak yazmak
miimkiindiir. Integrasyon formiilii her iki dilime bir kez uygulandifina gore
ortalama tiirev

e Z Px) (8.10c)

ile toplam hata

B—a) % h' A
" E_( a) F = Ly S

2 1807° 180 (840

yazilabilir. Goriildiigii gibi lokal hata mertebesi o) lken hatalarin birikmesi
nedeniyle bu ifadede toplam hata mertebesi bir azalarak O(/*) olmustur.

Ornek 8.2:
X fix) X f(x)
0. 3 0.4 6
v 0.1 8 0.5 8
0.2 4 0.6 5
0.3 3

degerleri verildigine gére 4 = I f(x)dx integralini hesaplaymniz, hata mertebesini
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Cdziim: Verilen soruda dilim sayisi ¢ift oldugundan (6 dilim, 7 nokta) genel
Simpsonl/3 kurali ifadesi dogrudan kullanilabilir:

;-

_h
A =§bzﬂ +4.9, +2.y, +4 s +2.Y, oot 2y, +4y  +y |

=%[3+4.(8)+2.(4)+4.(3)+2.(6) +4.(8) +5]
=3.467

degeri bulunur. Hata mertebesi ise O(h’)=1x10" olacaktir.

8.4 SIMPSON 3/8 KURALI

Yaygin olarak kullanilan bir baska integrasyon formiilii, Newton —
Gregory ilerleme polinomunun ilk doért teriminin alinmasi ile, yani kiibik bir
interpolasyon polinomu ( #=3 ) hali kullanilarak elde edilir. Ancak bu polinom dért
nokta kullandifindan esit aralikli {i¢ dilim {izerinden integrasyon alinmasi gerekir
(Sek.8.4).

Y A
T AR o T A YeR
l : I : x
xg'=a x3=b »

Sekil 8.4 Simpson 3/8 kuralinin uygulanmasi
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A= {10 = [y, (o)

3
= [ + 5.8, + S'(Sz‘ D pry, + 38 13)'(”' =2) Ny, hds
] !
9 9 3
- h[3yn + Eﬁy“ +Eﬁz_}?ﬂ + -g-ﬁjyﬂ]
veya
3h
== +3y, +3y, + 5] (8.11)

Simpson 3/8 kurali olarak bilinen formiil elde edilir. Bunun hatasi benzer sckilde
bulunabilir. Yani, n=3 hali alinarak hata terimi elde edilebilir. »=3 i¢in hata
teriminin integrali

e, = J'hat S8 1)(32; 2)(s.=3) ‘y[ﬁ-} (x.).dx

3
- 21—4h_‘ifgd',y':”':'(,r:s).{]ll-(.!i:‘:l — 65> +11s* —65).ds

£

e By (x,) (% <%, 5%3) (8.12)

e

bulunur. Burada da hatanmin 4’ ile orantil oldugu goriilmektedir. Ancak Simpson
1/3 kuralindaki 1/90 katsayis1 daha kiigiik oldugundan onun hatas: daha kiigiiktiir.

Esit kalinlikli » dilim olmas1 halinde Simpson 3/8 kaidesi, her ii¢ dilime
kuralin uygulanmasi halinde

4

A= xj[ f(x).dx
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_3h 3h
=2 (o t30 43y, +3) 4= (s + 3y, + 3y 4 70)

3h )
ot e (s + 3T+ By 1Y)

HI

3h
[y,:l +3y, +3y, +2y, +3y, +.....+3y,, +3y,, +y”] (8.13)

genel ifadesi elde edilir.
integralin alinacag [a,b] aralig1 esit kalinlikli » adet dilime boliinmils ise
yani
b—a

n

b

ise, olusacak toplam hata benzer sekilde hesaplanabilir:

EH i 3(b ﬂ) Zy[n-'] (le) (8[43)

Ortalama tiirev tammlayarak bu hatay1 daha basit olarak yazmak miimkiindiir. Her
lic dilime bir kez uygulandig: diisiiniiliirse ortalama hatayi

—(iv 3 3 v
y ’=;Zy‘ @55 (8.14b)
=l
seklinde hesaplamak miimkiindiir. O halde toplam hata

3
e, ;—(ZU;) Y i (b a).y™ (8.14c)

olacaktir. Goriildiigii gibi lokal hata mertebesi O(4’) iken, hatalarin birikmesi
nedeniyle bu ifadede toplam hata mertebesi bir azalarak O(4*) olmustur. Simpson
1/3 yontemine gore hata terimi daha biiytktiir. Ancak dilim sayis1 lig ve liglin
katlar1 olmas: halinde Simpson 3/8 kurali dogrudan uygulanabilmektedir.
Dolayisiyla dilim sayisimn ¢ift olmast halinde Simpson 1/3 kurali tercih
edilmelidir.
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Yukarida elde edilen integrasyon formiilleri Newton — Cotes integrasyon
. formiilleri olarak da adlandirilir.

Ornek 8.3: Ornek 8.2°de verilen problemi Simpson 3/8 kurali ile ¢éziiniiz.

Coziim: Verilen soruda dilim sayis1 6 oldugundan genel Simpson 3/8 kurah da
dogrudan kullanilabilir:

_3h
A =_|;V“ +3y| -}-3_})‘2 +2y3 +3y4 +......+3y,,_3 +3Jv’,,-| +yn]
3(0 )

3+3.8)+3.4)+2.3) +3.(6) +3.(8) +5]

= 3.45

degeri bulunur. Hata mertebesi yine O(h°)=1x10" ancak hata miktar Simpson
1/3’ten biiyiik olacaktir.

Ornek 8.4:
X ftx) X f(x)
1.6 4.953 2.6 13.464
1.8 6.050 2.8 16.445
2.0 7.389 3.0 20.086
2.2 9.025 3.2 24.533
2.4 11.023 3.4 29964

Yukarida tablo halinde verilen fonksiyonu x= 1.6’dan x= 3.4’ e kadar integre
ediniz.

Coziim: a) Yamuk kurah ile;

3,4-16

0,2
jf(x)dr Z —(f; +fia)

—2(4 053+2x6.050+2x7.389+2x9.025+ 2x11.023+

H =

2% 13.464+ 2x16.445+2x20.086+2x24.533+29.964)
=25.0947
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b) Simpson 1/3 kurali ile:
Dilim sayisi (n) ¢ift olmadigindan bu kural dogrudan uygulanamaz.

c¢) Simpson 3/8 kural ile: X

3,4

' 3x0.2

| £ (x)ax =

1,6 8

+3-(13.464) + 2+ (16.445) +3-(20.086) +3-(24.533) +29.964 )
=25.0119

d) x= 1.6’den x=1.8" e kadar yamuk, diger kisim i¢in Simpson 1/3 kural ile:

(4.953+3-(6.050) +3-(7.389) +2-(9.025) + 3+ (11.023)

[ de= (70 [70ds

%gﬂ +f,)+§(f, FAL, 4 2f, +4S, 420, +4S 420, +4f, + 1)
250152

Not: gercek deger A=25.011 olup en kiigiik hata (c) ‘de olugmustur.

8.5 UNIFORM OLMAYAN NOKTALAR VE ACIK INTEGRASYON

Uygulamada her zaman esit kalinlikhi dilim olmaz. Dilim kalinliginin farkl
olmasi hallerinde Simpson kurallan dogrudan uygulanamaz. Boyle durumlarda
yapilacak en basit is yamuk kuralini her dilime uygulanarak ¢éziime ulagsmaktir.

Uygulamada karsilasilan bir bagska durum integrasyon sinirlarinin verilen
noktalarin disina tasmasi durumudur (Sekil 8.5). Béyle bir durumda

Y A
Vi
yﬂ _______ ;7?,/?—_—\
W2, p v pp2
: i
: 3 >
a Xyg X} b

Sekil 8.5 Integral simirlarimin veri araligimt asmasi
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kullanilabilecek integrasyon formiilleri benzer sekilde elde edilebilir. Bu
formiillere acik integrasyon formiilleri de denir. Bu formiillerin esas: integrasyon
aralig ile ortalama kalinhifin ¢arpimidir. Yani

A=i[f(x)dx

=(b-a)y
Burada hesaplanacak alanin ortalama kalinlig1 verilen noktalardan elde edilebilir.

(8.15)

a) Tek nokta olmasi hali:
Integrasyon aralifinda tek bir nokta (xs, y) verilmis olsun. Bu nokta ile
[a,b] arahif1 h kalinliginda iki dilime b6liinmils ise ortalama yiikseklik

Y=Y

olacaktir. Bu durumda aranan alan

b
A= |1 (x)ds (8.16)
=(b—a)y,

olacaktir. Bu hesapta olusan hata yamuk kuralina benzetilerek bulunabilir. Aralifin
u¢ noktalarinin ortalamasi

f(@)+f(b) _
2

Yo

oldugu dikkate alimir, Denk.(8.4) integral smnirlart a ve b olarak (s =0’dan 2’ye
kadar) alinirsa hata terimi

i hE'
e = —?.y"(x_c) (8.17)
olarak elde edilir.
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b) iki nokta olmasi hali:

integrasyon aralifinda iki nokta verilmis olsun (Sekil 8.5). Verilen bu
noktalardan gegen bir dogru denklemi elde edip [a,b] arahifi boyunca intggre
edilerek aranan alan yaklasik bulunabilir.

Verilen (x5, ys) ve (x;, y;) noktalarindan gegen dogru denklemi,
interpolasyon polinomlarindan biri kullanilarak

XreeX
¥ =yﬂ+—}"-(y. - )

yazilabilir. Bu denklem integrasyonda kullanilirsa
b b b gakd
A= [f(x)ds=z [y,dx = ][yu oy - yﬂ)}aﬂr

S TR Yi—Yo,ath
=(b ﬂ)|:yﬂ+ 7 ( 5 xﬂ)]

(8.18a)

elde edilir. [a, xo] ve [x;, b] araliklar1 esit ve h veya Sekil 8.5°deki gibi A/2 ise
yukaridaki ifade daha basit bir hale

AE(b—a)y“;y‘ (8.18b)

gelecektir.

¢) Cok nokta olmasi hali:

Integrasyon araliinda ¢ok nokta varsa benzer sekilde hareket edilir. Yani
noktalardan gecen bir interpolasyon polinomu elde ederek istenen sinirlar arasinda
integrasyon gerceklestirilir ve bir integrasyon formiilii elde edilir.

Ornegin [a, b] aralifinda ii¢ nokta varsa bu noktalarin olusturdugu esit /4
kalinlikl dért dilim {izerinden integrasyon i¢in

- +2¥;
4 () J;' 2 (8.19)
formiilii elde edilecektir. Bu ifadenin hatasi ise benzer sekilde hesaplanirsa
14 5 _.(iv)
e, =——~h", X (8.20)
P (x,)

sonucu elde edilir,
Daha fazla nokta verilmesi halinde izlenecek yontem aynidir.
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Ornek 8.5:
X f(x) (e f(x)
0.1 8 0.4 6
0.2 4 0.5 8

Yukandaki tablo degerlerine gore f{x) fonksiyonunun integralini [0, 0.6] araliginda
hesaplayiniz.

Cdziim: Verilen noktalan dikkate alarak verilen integrali iki kisim halinde
alabiliriz,

A= [f)dv= [FCde+ [f(0de

~ (0.3 o)ng‘4 +(0.6— 0.3)8—;-?5

=3.9
8.6 COK KATLI INTEGRALLER

Tek kath integral icin elde edilen integrasyon formiilleri cok kath
integrasyona genisletilebilir. Bunun igin dikkat edilmesi gereken nokta
integrasyonun hangi konumda ve hangi yonde yapildiginin ortaya konmasidir.
Burada 6rnek olarak f{x,y)=0 fonksiyonunun iki katl integralinin alinis1 izah
edilecektir. x yOniindeki dilim kalinhg # ve adim sayaci i/, y yoniindeki dilim
kalinhig1 k ve adim sayac1 j olsun. Her iki yonde de yamuk kurali uygulanirsa

A= [[ £, y)dxdy

= [ | [rena|a = [|20emsseen)|s
A=-g-%[f(x,y)+f(x5y+k)+f(x+h=y)+f(x+h,y+k)]}
A =%&[ﬁ,j + f;,j-v-l T .f;+l,j +-f;+l*j+l] (8'21)

ifadesi elde edilir.
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SORULAR

8.1: y= f{x)=cos3x+x fonksiyonu veriliyor.

a) Bu fonksiyonun 0'dan 0.9'a kadar integralinin gergek degerini analitik
olarak hesaplayimz.

b) 0 < x < 0.9 arahiZim ii¢ dilime bolerek elde edilecek y degerlerini kullanip
ayni integrali yamuk kuraliyla bulunuz. Bu durumda hata mertebesini ve izafi hatay
hesaplaymiz.

8.2: ilerleme polinomunda ilk {i¢ terim alnarak olusturulacak integral formiiliiniin
hatasi i¢in bir ifade ¢gikarniz.

8.3: p(1.1)=0.769, »(1.2)=0.472, »(1.4)=-0.344, ¥(1.5)=-0.875
ve y'(1.3)=-3.69 verildigine gore;
a) Bu noktalardan gegen bir interpolasyon polinomu elde ediniz.
b) y(1.25) degerini hesaplaymiz.

l.
c) _‘l y(x)dx integralini hesaplaymz, meydana gelen maksimum hatayi

1.1
yaklasik bulunuz.
d) Buldugunuz polinomun x cksenini kestii noktayr Newton Raphson

metoduyla hesaplayiniz.

7
8.4: Soru 7.10’da verilen data igin ortalama y degerim y = % J. ydx
3

integrali ile hesaplayiniz.

8.5: n sayisinin yaklasik degeri

I
4
:r=j zdx
Sl X

integrali ile bulunabilir.
a) Yamuk ve Simpson kurallaryla 2, 4, 8, 16, 32, 64 dilim kullanarak
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veriniz. Dilim sayis1 ikiye katlaninca hata aym sekilde azaliyor mu? Sonuglarn
yorumlayimz.

b) Ayni noktalardan gecen kiibik spline egrilerinin integralini bularak ayni
sorular1 cevaplandinniz.

8.6: A= jxe"‘ldx‘ integrali yamuk kurali ile hesaplanirsa (# = 0.1) olusacak

hata mertebesini belirtiniz, hatay: hesaplaymiz.

8.7: x = —In¢ doéniistimiinii kullanarak

Lo ]
“¥ Al
_f cos” xe ‘dx

)
integralini yamuk kurali ile hesaplayiiz. Doniisiim yapmadan integral yamuk kurah
ile hesaplanmak istenirse iist simir olarak hangi deger alinsin ki integral sonucu
%10’dan az degisecek sekilde bulunsun (4 degeri kabul edilmelidir)?

8.8: Iki noktali Lagrange polinomunu kullanarak bir integrasyon formiilii elde ediniz.

8.9: Simpson Kuralim kullanarak
sekildeki tarali alanin
a) agirhk merkezinin
koordinatlarim

jxr:M
%

dA
s AT

[

1 s

ifadelerinden;

b) eksenlere gore alan atalet

momentlerini

= J.yZdA f}, - Ixsz
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bagintilarindan ve
¢) c¢arpim atalct momentini

I, = [xyd4

ifadesinden hesaplayimniz.

i

8.10: ]' (5 + sin x)dx integralini

0
a) Analitik olarak hesaplaymz.
b) Arahg 2, 4 ve 8 dilime bolerek Simpson kuraliyla hesaplayinz.
Mutlak ve izafi hatalar1 bulunuz.

8.11: Sekildeki lemniskat egrisinin
olusturdugu tarali alamin  agirhk
merkezini hesaplayimz.

(a=1,0=45°)

r? =2a” cos260

8.12: _
a) H f(x,y)dxdy gift kath integrali i¢in x- ydniinde yamuk, y-
yoniinde Simpson 1/3 kuralini uygulayarak bir integrasyon formilii bulunuz.

0.7

0.6
b) I I e’ sin ydydx integralini ve bagil hatay1 hesaplayimiz

x=0.1 y=-02

8.13:.Asagidaki ii¢ katli integrali sayisal bir yontemle alarak olusan mutlak hatayi
hesaplayimiz.

Ef T ](4f+y*‘-—4z)drdydz
=0 y=0x=0

-
&



Biliim 8: Sayisal Integrasyon 333

8.14: Asagidaki integrali agik integrasyon formiilii kullanarak hesaplayiniz. Olusan
mutlak ve izafi hatalan belirtiniz.

%
[tan(%4)d6 '*
0

8.15: _[ L.
SXo ot 4

olduguna goére verilen integrali sayisal bir yontemle alarak hata mertebesini, mutlak
ve izafi hatalar1 hesaplayiniz.

o

8.16: [— ) T
s I 2

olduguna gore verilen integrali sayisal bir yontemle alarak hata mertebesini, mutlak
ve i1zafi hatalan hesaplaymniz.

MUHENDISLIK PROBLEMLERI

P8.1: Besinci boliimde verilen P5.1 pmbleminﬁieeki tablo degerlerini kullanarak,

a) Borudan gecen debiyi Q= 2 n_[ (r.V) dr ifadesine gore bulunuz.
0

b)Borudaki ortalama hmz1 V= Q/(nR?) ile hesaplaymz. Ortalama hizin
gercek degeri 3.956 m/s ise yapilan mutlak ve izafi hatay: bulunuz.

P8.2: Yayil yiikle yiiklenmig bir kirisin c¢esitli noktalarinda clde edilen kesme
kuvvetleri asagidaki tabloda verilmistir.

e

‘ x 0 0.15 0.30 0.45 0.60 0.75 0.90

i 80 50 20 -10 -30 -40 -40

a) x=0.3 “deki yayih yikii (-df/dx) ve f" tiirevini merkezi farklarla bulunuz.
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b) x=0.75 ‘deki egilme momentini bulmak i¢in kesme kuvvetinin 0'dan
0.75 e kadar integralini ahmz.

P8.3: Problem P5.5’te verilen tablo degerleriyle (JCAT) integralini 1000-1600
arasinda sayisal bir yéntemle hesaplayimiz. Aym integrali Problem P5.5’te bulunan
polinomun integrasyonu ile bulunuz. Sonuglardan hangisinin daha hassas oldugunu
irdeleyiniz,

P8.4: Problem P5.4’te verilen giines kollektoriiniin yiizey alam A= 150 000 cm? ise

kollektériin 14 saat boyunca n=0.45 verimle toplayacag 1s1 miktarim (Q= In q.A.db)
integrali ile Simpson metotlarindan birini kullanarak hesaplayimiz.

P8.5: Asagidaki tabloda su buhar yogunlugunun (y, kg/m®) basing (P, bar) ve
sicakliga (T,°C) bagh olarak aldig1 degerler verilmstir.

P (bar) ‘ T=200 T=300 T=400
1 0.46 0.38 0.32
3 1:39 1.14 0.99
D 2139 1.91 1.62
7 3.33 2.69 229
2
a) P=3 bar ve T= 300 °C igin 2, 2 ve 22 tirevlerini sonlu fark
ol op oT
formiilleri ile hesaplayiniz.
rdpP
b) T= 300 °C igin |— integralini Simpson kurallarindan bin 1ile
X
|

hesaplaymniz.
P8.6: Problem P5.8’de verilen binaya gelen riizgar yiikii igin;

30
a) Bileske kuvveti R = JFaﬁ' ifadesine gore yamuk kuraliyla bulunuz.
f1
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30

b) Bileske kuvvetin uygulama noktasin ; = ( I y.F dy)/R ifadesine gore
1]

Simpson kurallarindan biriyle hesaplayiniz. 3

P8.7: Hata fonksiyonu

erf (x) = 72_; j e dt

olarak bilindigine gore erf{1) degerini yamuk ve Simpson 1/3 kural ile hesaplayimiz,
hata mertebelerini belirtiniz.
P8.8: Ornek 6.10°da agiklanan problem igin

12
a) _[.T (x)dx integralini analitik olarak hesaplayimz.
1

~ b) Yukandaki integrali sayisal olarak hesaplayip aradaki farki yorumlayiniz.
P8.9: Izotermal bir proseste elde edilebilir enerji f ger¢ek gazlar i¢in

7 -1
lni=_[—dp.
R §. P

ile verilebilir. Burada Z sikistirilabilme faktorii p ise basingtir. Metan gazi i¢in

p Z p Z

1 0.9940 80 0.3429
10 0.9370 120 0.4259
20 0.8683 160 0.5252
40 0.7043 250 0.7468
60 0.4515 400 1.0980

degerleri ol¢iildiigiine gore p ve Z degerlerini tablodan okuyup her basinca kargilik
fdegerini hesaplayan bir bilgisayar programi yazimz. Programi gahigtirarak basinca
bagli /* degerlerini tablo halinde veriniz.

P8.10: Yanigap1 R = 50 cm olan bir boruda dogalgaz akmaktadir. Boru merkezinden
degisik r uzakliklarinda 6l¢iilen gaz hizlar asagida tablo halinde verilmistir.
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r(m) V (m/s) r (m) V (m/s)

0 50.0 0.30 43.0
0.05 49.5 0.35 40.5
0.10 49.0 0.40 31D
0.15 48.0 0.45 34.0
0.20 46.5 0.475 25.0
0.25 45.0 0.50 0

R

a) Borudan gegen debiyi Q= 2 ﬂ:.[ (r.V) dr 1fadesine goére bulunuz.
]

b)Borudaki ortalama hiz1 V= Q/(nR?) ile hesaplayimiz.

P8.11: Genis bir nehrin debisi 6lgiilmek istenmektedir. Bu amagla nehrin belli bir dik
kesitine ait degisik konumlarda nchir yatagindaki su derinlikleri ve bu élciim
konumlarinda ortalama su hizlan ( derinligin % 60’ 1na tekabiil eden bir noktadaki hiz
yaklagik ortalama hiz olarak alinabilmektedir) 6l¢iilmiis ve 6lgtim sonuglan asagidaki
tabloda verilmistir.

ﬁ‘-'-- - v b i A it
Wﬁﬁi@ﬁﬁ:ﬁ#“ﬂ%ﬁﬁi:hy T

x(m) | 20 | 4.0 8.0 | 12.0 [ 16.0 | 20.0 | 24.0 | 28.0 | 32 34

kny 11025 123 | 3czlo24 | 26 | 1.8 lcubsol 1.3 phos

V 1.28:| 1:54 |- 1.68:| Bot]olol-|in8s: [udeda [B1565:4hn1:56 (6611
(m/s)

a) Nehir akis kesit alanin1 hesaplayiniz.
" b) Nehir ortalama debisini bulunuz.

P8.12: Hava akimma kars: tutulan 0.5 m caph dairesel bir disk iizerinde olusan
basing dagilimi asagldakl tabloda verildigine gore diske etkiyen diren¢ kuvvetini,
hata mertebesi (h°)’ ten az olmayacak sekilde hesaplayiniz.
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r(m) p(kN/m”)

0.0 6.34

_.@ 0.05 6.28
== 0.10 6.06 ’

r I > 0.15 5.72

A B b 0.20 5.10

==t 0.25 4.78

Tl 0.30 4.37

—*g 0.35 3.89

0.40 3.41

0.45 2.74

0.50 0.78

P8.13: Alt yiizeyi diiz olan sekildeki kanat profili {izerinde degisik noktalardan
basing 6Slciimleri yapilmistir. Alt yiizeyde atmosfer basinct oldugunu, kayma
gerilmesi etkisinin ihmal edilebilecegini kabul ederek kanat {izerine gelen toplam
kaldirma kuvvetini, birim derinlik bagina

F, = } pdA
={}

ifadesinden hesaplayimz. Burada p yiizeye dik olan ve atmosfere gore 6lgiilen basing
degerlendir.
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x (%) y (%)) p (N/m’)
0 0 240
2.5 3.72 6.96
5.0 5.30 -55.68
7.5 6.48 -65.52
10 7.43 -65.04
20 .92 -66.24
30 11.14 -70.80
40 11.49 -7368
50 10.45 7397
60 0.11 -46.80
70 6.46 -15.60
80 3.62 13.20
90 1.26 34.56
100 0 46.32

P8.14: Diiz bir yiizey iizerindeki hava akiminda, ylizeyden degisik y mesafelerinde
olgiilen hava hizlar asagidaki tabloda verilmigtir. Bu degerler1 kullanarak;

a) Sinir tabaka yer degistirme —~ I
kalinhig olarak :
tanimlanan %
B = || ]
f1-%a i
degerini hesaplayimz. Burada serbest y(m) u(m/s)
akis hiz1 V= 26 m/s’dir. 0.0 0
0.0021 13.16
:.3 0.0043 18.57
b) 0= J.E[l = E-]dy 0.0064 20.46
- (T 0.0107 23.05
. 0.0150 24.56
ifadesiyle tanimlanan momentum 0.0193 25.38
kalinhgni bulunuz. 0.0236 25.73
0.0268 25.90

0.0293 25.96



Biliim 8: Sayisal Integrasyon 339

P8.15: Sekildeki devrede 0.1 ms
araliklarla o6lgiilen akim degerleri
tabloda verilmistir. 0.4 ms aninda
bobin gerilimi (V) ve kondansator
gerilimi (V¢) yi hesaplaymiz. (L =100 5
mH, C = 1uF)

t (ms) 0.0 0.1 0.2 0.3 0.04 0.5 0.6

i(mA) | 0 Ldd. |.-206 1. -4.48 ) 586 | 728" 1" 872

P8.16: Esit aralikli olmayan » tane nokta ig¢in yamuk kural ile integrasyon yapan bir
program yaziniz.

P8.17: Program 8.1’1i Simpson 3/8 ydntemine donligtiiriiniiz.
P8.18: Program 8.2, verilen bir fonksiyonun ¢ift kath integralini almaktadr.

Programi, tablo halinde verilen deferleri okuyup integrasyon islemini yapan bir
program haline doniistiiriiniiz.



1)fonksiyonlari hesaplamak icin gerekli matlab komutlarini yazin ve verilen x degerleri icin fonksiyonalri hesaplayin.

X f(X) Matlab Komutu sonuc
2 1 fx=2/x + 4 5
—+4
X
3 10Ln(x)
X? +2x+5
3 VX? +2x+5
%" | cos(x)
X
Ime= 1 cos(X)
X
1= 1 cos? x
cos x°
1 . ( X )
sin 5 [+ X
1+x
1 2
1
e* "+ X
2) Asagidaki tabloyu elde etmek icin gerekli MATLAB komutlarini yazin.
X 1/2|3[4]5
X°+4 | 5

3) Asagidaki tabloyu elde etmek icin gerekli MATLAB komutlarini yazin.

X 112[3|4]..]..]..]1100

x>+4 | 5

4) Asagidaki tabloyu elde etmek icin gerekli MATLAB komutlarini yazin.

X | x*+4
1 5

2

100

5)Polinomlarin koklerini bulmak icin gerekli MATLAB komutlarini yazin.

Polinom MATLAB Komutu sonuc

X3-4 X% +5

X°+4 X° +5

6) x* —sin(xz) =0 denkleminin koklerini analitik yontemlerlerle bulmak icin gerekli MATLAB komutlarini yazin.

7) Verilen bir aa dizisinin maksimumunu bulan MATLAB komutunu yazin.



Indexleme islemi

P41)

x(1)=2; x(2)=5; x(3)=34;
sonuc

x=[ 2 5 34]

P42)
x=[ 15 32 56 71]; x(2)=111
sonuc

x=[15 111 56 71]

P43)
x=[12; 3 4, 5 6];
sonuc

P45)
x=[12; 3 4; 56], x(2,:)7[66 46]
sonuc

1 2
x=|66 46
5 6

for loop kullanimi
P46) >> for k=1:5, x(k)=k; end,
sonuc

x=[12345]

P47) >> for k=1:5, x(k)=k"2; end;
sonuc

x=[1 4 9 16 25]

Fonksiyon Yazilimi

21) iki sayiyi toplayan function
------------ dosya basi---------
function [cc]=isleml(al,a2)
cc=al+a2;

----- MATLABdan kosturma sekli---
>>q=islem1(3,6)

22) iki sayidan buyugunu bul
function [cc]=buyukbul(al,a2)
cl=al
if a2>al, cc=a2; end;

23) iki sayidan kucugunu bul
function [cc]=kucukbul(al,a2)
cl=al

if a2<al, cc=a2; end;

24)verilen sayiya kadar tamsayilari topla
function [toplam]=coktopla(NN)
toplam=0;
for kk=1:NN

toplam= toplam +kk;
end;

25)Tabloyu dolduran program. Not: istenen sey toplam
isleminini programlamakdir.

N
Zk =1+2+3+...+N :M bagintisi
k=1 2

istenmiyor.

n N

D k=1+2+3+...+N
k=1

1 1

3

3 6
10 ..

------- dosya basi -------
for k=1:10,

qq(k, :) =[ k coktopla(k) ]
end;

------ dosya sonu-------



26)verilen sayiya kadar tamsayilari carp
Y%faktoriyel programi
function [carpim]=cokcarp(N)
carpim =1;
for k=1:N
carpim = carpim *k;
end;

Onemli not: Kullanilan degisken isimlerinin bir onemi
yoktur, Yukaridaki program asagidaki gibi yazilsa ayni
sonucu verir. Sadece giris ve cikislardaki isimler
onemlidir.

27)verilen sayiya kadar tamsayilari carp. (faktoriyel
programi)

function [wwq]=cokcarp(ppp)

ww(q =1;

for kk=1:ppp
wwq = wwq *kk;

end;

28)Tabloyu dolduran program.

N N

[I=1234..N

k=1
1 1
2 2
3 6
10 .
------- dosya basi -------
for k=1:10,

qq(k, :) =[ k cokcarp(k) ]
end;
------ dosya sonu-------
2
X1 gk ) ) )

41) f = NC e fyi hesaplayan function yazin.

function [cc]=islem21(x)
ce=(x"2-1)(x"2+1)
cc=cc*exp(0.1*x)

X2 =1 o1
42) f =———€"" fyi tablolayan program
X" +1
X £ x? —1eo.1x
x* +1
1
2
3
4
5
------- dosya basi -------
for k=1:5,
qqk, :)=[ k islem21(k) ]
end;
——————— dosya sonu -------
X2 -1 0.1x
43) f = ;——€ " fyi tablolayan program
X" +1
X £ x* -1 p0-1x
X*+1
0
0.1
0.2
0.3
0.4
5
inx=0;
for x=0:0.1:5,
inx=inx+1;
qq(inx , : ) =[ x islem21(x) ]
end;

1 n
44) (1 + Hj islemini yapan function

function [cc]=islem56(n)
cc= (1+1/x)"n

45)Asagidaki tabloyu doldurun.



1

3

50

for n=1:50,
qq(n, :)=[ n islem56(n) ]
end

51)Asagidaki islemi yapan MATLAB programi yazin.

2 3

f(x):1+x+x—+x—
213

fx=1 + x + x 2/(1%2) + x"3/(1%2*3)

52) 51 deki islemin degisik sekilde programlamasi
fx=1 + x + x*2/ cokcarp(2) + x”3/ cokcarp(3)

53)Asagidaki islemi yapan function.

2 3 4 N
f(x):1+§+x_+x_+x_+ ........ X
o2 3 4 N!
function ff=seri21(x,N)
ff=1;
for k=1:N
ff = ff + x"k/ cokcarp(k);
end;

61)sayi tek ise cikis -1, sayi cift ise cikis 1 olsun
function ff=tekcift1(N)
ff=(-1)"N

62)sayi tek ise cikis 1, sayi cift ise cikis -1 olsun
function ff=tekcift2(N)
ff=- (-1)"N

63)sayi tek ise cikis 1, sayi cift ise cikis -1 olsun
function ff=tekcift2(N)
ff=(-1)"(N+1)

Bazi hazir MATLAB komutlari:

round(x): yuvarlatma
round(2.3)=2
round(2.49)=2
round(2.51)=3
round(2.99)=3
round(2)=2
round(78.25)=78

floor (x): alttaki tamsayi
floor (2.3)=2

floor (2.999)=2

floor (2)=2

ceil (x):ustteki tamsayi
ceil (2.001)=3
ceil (2.999)=3

64)sayi 3 e tam bolumde kalan sifirise cikis 0, 3e
bolumde kalan sifir degilse cikis 1 olsun.

function ff=uceboll(sayi)

kalan=round(sayi/3) - sayi/3

if kalan==0, ff=0;

else ff=;

end;

65)sayi N ye tam bolumde kalan sifirise cikis 0, N
ye bolumde kalan sifir degilse cikis 1 olsun.

function ff=nkalanl (sayi,N)

kalan= sayi/N - round(sayi/N)

if kalan==0, ft=0;

else ff=I;

end;

66)sayi N ye tam bolumde kalan sifirise cikis 1, N
ye bolumde kalan sifir degilse cikis -1 olsun.

function ff=nkalan2 (sayi,N)

kalan=sayi/N - round(sayi/N)

if kalan==0, ff=1;

else ff=-1;

end;

67)sayi N ye tam bolumde kalani hesapla.



function kalan=ndenkalan(sayi,N)
kalan=sayi-N*floor(sayi/N)

101)Verilen bir x ve N icin asagidaki seriyi hesapla.

2 X3 X4 XS XN

f(x)=1—x+x———+——— ...... —
2031 4 3 N!

function ff=seril01(x,N)
ff=1;
for k=1:N
isaret=(-1)"k;
ff=ff + isaret*x"k/ cokcarp(k);
end;

111)Verilen bir x ve N icin asagidaki seriyi hesapla.

f(X):X—E-Fg—% ...... W

Not: terimin kuvveti ( ve faktoriyeli) ve isareti
arasindaki iliski asagidaki gibidir.

n 1 |3 [5]7]. |k
isaret |+ |- |+ |-

0 egern ciftise
isaret = 1 +1 eger 4 e bolundugunde kalan 11se

—leger 4 e bolundugunde kalan 3 ise

function ff=serill11(x,N)
f=0;
for k=1:2:N
kalan=ndenkalan(k,4);
if kalan==1, isaret=1;
elseif kalan==3, isaret=-1;
else isaret=0;
end;
ff=ff + isaret*x"k/ cokcarp(k);
end;

113)Verilen bir x ve N icin asagidaki seriyi hesapla.

x> xt X x"

fX)=l-——+———......—
21 4 e N!
Not: terimin kuvveti ( ve faktoriyeli) ve isareti
arasindaki iliski asagidaki gibidir.
(o 12 ][4 [6[8]. [k]

Lisaret [ - [+ [- [+]. [. |
0 egern tekise

isaret = 1 +1eger 4 e bolundugunde kalan 0 ise

—leger 4 e bolundugunde kalan 2 ise

function ff=seril13(x,N)
ff=1;
for k=2:2:N
kalan=ndenkalan(k,4);
if kalan==0, isaret=1;
elseif kalan==2, isaret=-1;
else isaret=0;
end;
ff=ff + isaret*x"k/ cokcarp(k);
end;

KOMPLEKS SAYILAR

MATLABda ivej v—1 , demektir.
201)asagidaki matrisi MATLAB da elde edin.

o 1421 3+4i
C-5+42i -5i
cevap:

a=[142%  3+4%i; -542% -5% ]

Mutlak deger ve aci.
Komplex Duzlem

.

o
.
o
.
R
o .
.
.
o
.
.
03

v
x

z=a+ib, |z|=r=a2 =\Ja’+b*>, a=rcos6, b=rsin6

) b a b
sinf=—, cos=—, tan 6=—,
r r a

r: genlik, mutlak deger, modulus, magnitude,
amplitude, absolute value,

0: aci, faz, angle, argument, phase

z=atbi=re® =z| <0



IzZ=r=+/a’ +b? 0 =tan" b >> 7=1*[0:0.1:0.5] ' , qq=[z z/2+1 ]
a MATLAB da gorunen
202) z=1+i sayisini komplex duzlemde gosterin mutlak hz=
degerini ve acisini bulun. 0 L.
0+0.1i 0.99
Cozum: r=+1% +12 =2 =1.41 0+02i 0.96
0+0.31 091
0= tan™! 12 tan™! 1 =45° 0+04i 0.84
1 0+0.51 0.75
seklinde olur.
P . =l
1 213) H(z)=z+1 ise asagidaki tabloyu doldurun
““““ V4 z+1 | | z+]1| | <(z+])
“““ j 45() o Oi
L ) 0.1i
_ 0.21
polar form is z=1.41 g *>degree) 0.3i
o 0.4i
7z=1.41 <45 0.51
202) z=1+i MATLAB da >> 7=i*[0:0.1:0.5] ' ;
abs(z) mutlak degeri >>hz=z."2+1 ;
angle(z) aciyi (radyan olarak) verir >> qq=[ z hz abs(hz) angle(hz) angle(hz)*180/pi |
203) a=[3+4*% -6+9j 2+55 =73 30]
>>w = abs(a)
0 1. 1. 0 0
5 10.81 538 7 30
0+0.11  1+0.1i 1.50 0.09 5.71
T S 0+0.2i 1+0.2i 1.01 0.19 11.3
V37 +47 =5, J6°+9° =10.81 ...

0+0.31 1+0.31 1.04 029 16.6
>> p=angle(a) 0+0.4% 1+0.4% 1.07 0.38 21.8
092 215 1.19 -157 0 0+0.51 1+0.51 1.11 046 26.5

>> s=angle(a)*180/pi
53.13  123.69 68.19 -90 O

tan'l(g =092 = 53 13°

tan'l(i6 )y=2.15"4 = 123 69°

211) H(2)=2* +1 ise asagidaki tabloyu doldurun

z 72+1

01

0.1
0.2i
0.31
0.41
0.51




POLINOMlar Polinomlarin Carpimi, conv

polinomun degerini bulmak. polyval 341) (x+3)(x+2)=?
qgg=conv([ 13],[12 ])

311) P(x)=x*+3x>-15x*-2x+10 ise qo=

P(2) nedir. 156

>>g= polyval([ 1 3-15 -2 10].2) polinom  X° +5x+6 dir
q:

-14 2 3

312) P(x)=x" - 3x ise 342) (7Tx°+3x+5)(x*+8)=?
>>q=polyval([1 00-30],[24 q9=

q=q|oy([ 1.[24]) 4 s 56 on 40

10 244 polinom 7 x°+3 x*+5 x*+ 56x? +24x+40

Polinomlarin Bolumu, deconv
kok bulma, roots

321) P(x)=x?+3x+2=0 polinomunun kokleri nedir 351) [B,K]=devonv(P,Q)
qg=roots([1 3 2]) zz=deconv([7 3 5 56 24 40],[7 3 5] )
qq= 7=
-1 -2 1008

bolum p(x)x*+8
322) P(x)=x?+2x+2=0 polinomunun kokleri nedir

qg=roots([132]) 352) [zz, kk]=deconv([7 3 5 56 24 40],[7 3 5]
ag=
-1, -1+ 2z=
1008
323) P(x)=x" +2x>+6x +5 =0 polinomunun kokleri kk=
nedir 00 3 I
qg=roots([1 0 30 65]) bolum p(x)x°+8, kalan sifirdir.
q9=
0.9015+13331i | TTTmmmmmmmmmmmmomoooooees s
0.9015 - 1.3331i R(x) = x’+2x+3 polinomuny
-0.5691 + 1.6063i
-0.5691 - 1.6063i QI%) =y
-0.6648 b{h}_ : x+1
bolmek icin
kokleri belli ise polinom bulma poly £ fi= 11D 8}
331) kokleri -1,-2 olan polinom nedir 2> 5 = [1 1}
aa=poly([-1-2 ]) > [B ¥]= deconv (D, §)
aa= B =
132 1 -1 3
yani polinom x?+3x+2 dir K =
[ [A] 0 (]
332) kokleri -'1+i, '-1-i olan polinom nedir Baliime: x% -x4 i
aa=poly([ -1+i -1-i ])
aa= Kalan: 0
122 ,
yani polinom x*+2x+2 dir Polinomlarin Turevi, polyder(P)
o ) _ _ x?+3x+2 polinomun turevi icin
333) kokleri -1+i, -1-i 1 2 olan polinom nedir polyder([1321])

aa=poly([ -1+i -1-i 1 2])




Pay ve paydasi polinom olan kesirlere rasyonel kesirler denir. Bir rasyonel kesir paydanin koku kadar
basit kesirlere ayrilabilir.

ax"+a X"..+ax+a ax +a, X" ..+aX+a,
X" +b X"rbx+b, (XXX X)) (XX )

A A B, B, B,
= + +...+ + > + 3
X+X  X+X X+X (X+X%X)° (X+X)
A ve B lerin toplami m adet
Ornekler
SX+ 7 2 3

= +
X2 +3X+2 X+1 x+2°

[usler,kok,bolum] = residue ([57],[132])
usler=3 2

kok= -2 -1
bolum =]
SX—71 2 3

= +
X? —-3x+2 Xx-1 Xx-2
[usler,kok,bolum] = residue ([5-7],[1-32])

2X+1 3 -1

= +
X2 +3x+2 x+2 x+1°
Kokler kompleks ise carpanlara ayirma isleminde paya gelen terimler de kompleks ve esleniktir.

6x + 20 3+4i 3—4i

= +
X2 +4X+5 X+2+1 X+2-1

X? —4X+5 X—2+41 X—2-i

6x -4 3+4i 3—-4i
_|_

10x —-32 5+3i N 5-3i

X! —4X+8 X—2-2i X—2+72i

10x-8  5-3i N 5+3i
X2 —4X+8 x—-2-21 x-—-2+2i




14X° — 74X+ 72 5-3i 5+ 3 4

- . = - + — +
X*—9x2 +28x—-40 x-2-21 xXx-2+4+21 x-5

[usler,kok,bolum] = residue ([14 -74 72],[1 -9 28 -40 ])

14x* + 26x -8 5-3i 5+3i 4

> . = -+ -+
X'+ X2 =12Xx+40 Xx—-2-21 X—-2+21 X+5

16X° + 42%° —6X + 72 5-3i 5+3i 4 2

7 3 : = ~ + -+ +
X" +2x" —=11x2 +28x+40 x—-2-21 Xx-2+21 X+5 x+1

12x° —106x* + 434x — 440 5-3i 5+3i 1+3i 1-3i

7 5 = — + ~ + -+ _
X" —=10x" +57x? —=148x+200 x—-2-21 x—-2+4+21 x—-3-41 x-3+4i
10x -8 N 2x—30
X°—4x+8 X°—6X+25

3x+1 3 4

X2 —2%X +1 B X —1 + (X _1)2 , [usler,kok,bolum] =residue ([31],[1-21])
x+9 7 N 2 10x 10 N -10

X2 +2X+1 x+1 (X+1)° X2 +2X+1 x+1 (X+1)°
17x° —282x° —153x* +1172x + 344 1 N 5 N 6

x° —4x> —15x* +50%° +100x* —168x —288 x+2 (x+2)° (x+2)

7 8 9
+ o+ =+
x-3 (x=3)° (x-4)




SOLVE fonksiyonu
soive("denkleml', 'denklend’, ', | '

Mle" +s5im(x)-5=x
kokunu bulun.
eql = '0. 1*expix]+sinfa)-3 = X'y

(%] = salvelegl)
X=

§.1015023973880

:-IE-I-EH],':{H'E

f—x+y*1¢
denklem sistemini cozun.
[%,y] = solval'x*didinly & 0!, In"2-yty = 2V
X=
(H
Z/4+14%491(1/2)
3A4-1/7444L 11/
y:
rd
-3/8-1/8%41"{1l/4)
-3/8+1/8%41~{1/2)

5x» Aauble [ {:':: .':"] )

0 2. 0aon
2.3508 -1.1754
-0.8508 0.4254

Yani cozum.
(x=0,y=2), (x=2.35, y=-1.17), (x=-0.85, y=0.425)

SEMBOLIK ISLEMLER
_|a b
Sl ¢
matrisinin determinatini ve tersini alin.

a=sym('a’), b=sym('b"), c=sym('c’), d=sym('d’),
g=[ab; cd], gii=inv(q), gtt= det(q)

qii=
[ d/(a*d - b*c), -b/(a*d - b*c)]
[ -c/(a*d - b*c), a/(a*d - b*c)]
qtt=
a*d - b*c

simplify, expand, factor,
collect, simple, numden

-
' +5r+6 . e
= ifadesinin
r+2

sade seklini belirtiniz.

I3 ORYMS X
? B = {x"2+5%x+b) [ ix+é)

W

at
(% 2+0"%+0) /(%12

> simplify{s)

J11% -
M3
]—I! : Ty
T= : 1fadesinin sade
-

- b oy I — I:E_le}ftl_n:l
"I' L}
(- ZHvarh) S {xt2)

= simelify(T)
IR -
X+l

factor: carpanlara ayirmada kullanilir.



§ = x*+ x"+ 1 ifadesini garpi

> 5 = s d+m2+1
S Fi]
& Fxr2+1

== factori(s)
anz: o
(R*2-2+1)* (*2+x4 1)

expand: ifadenin acilimini bulmak icin kullanilir.

1 - L] -
(a+b)" ifadesmin agilim
>3 gyms & o
o f - jath) "2
F
la+b) *2

s> eXxpandll)
ans =
A"2+2*a*h+h" 2

B ORYMS Ky
7> expand{cps(xtyl)

ans =
COS (X) *cos (y) =ain X} *sinly)

33 B o= (5°3-¥+1)* (2 2=n=2])
h =
(¥P3-xtl]* ("2 %-d)

e pXpand k)
A1 —

NAS-nT -3 Jed et tan-2

collect: polinomlarin derecelerine gore siralamak icin

xzy +yx- v+ 2X ifudesin hirlegliriniz.

3 gyms Ny
e COTIERE(X™2") * y"X = X*2 = 2%}
2 ans =
fy-10*%"24{y-2)"%
e PYETTY (ANA)
(y =11 x +(y=-2)x

simplify: ifadeleri basitlestirmek icin kullanilir.
>> syms X

>> g=cos(x)"2+sin(x)"2

>> simplify(qa)

ans=

1

>> syms X
>> (g=C0S(x)"2 - sin(x)"2
>> simplify(qq)
ans=
c0S(2*x)

subs(qa,a,b)
qq ifadesinde a yerine b konulur,
>> (q="x"2+y"2=0'
>> mm=subs(qq,'x’,'w")
mm=
wh2 +y"2 =0
*»> SYmMS A noo
¥room gyt o b + o

e £ = subsly, la,b.e), (1,32}

E =

w0213 el
> solvelf)
ans -

-1

Numerik Integral

q— [fle)dx

quad(fx,a,b)



5
4 |

= dx
gx —2x-35
quad('1./(x."3-2*x-5)",0,2)
ans=

-0.46

functicn ¥ = fonkl{x})
y = 1./ {0."3=2%%=0]

7 0 = nquad (BTonk] ,0,7);

Sembolik integral
>>zz= int('x+1")

7 =

(x + 1)12/2

Sembolik Turev

>>diff('x"3")
3*XN2

Diff denklem Coz_umleri

df

E ALELEl weyan diff(f, %)

df

-, diLLiL, ol

it |

a5

i diff(t, b, 2l

b

P (Y] <

o= J = iacchbi Eas
n. v iacc :-lant[r 1. [u,v]y

TN ®x"n'n/x

sini{a*tib] a5 {a~“t+b) *a

exp{ivtheta} r+*pxp(i*theta)

ayms a boCox
f = 5tz "3d+a*x"21h'x-14

i s i i G2

sadesekil = simple(l)

pretty(zadesekil]l:

EEEJTJ} ';imitiu

],i.‘,’:f(-"}ﬂ Limitif,x,a} veys limit{f,a)
AE?-ITJj limit (£, 2,8, ' 1afer) N
;Egﬂftx} limit(t,x,a, 'rigat")

' 2 ,-xy - s
£]E(r ¢ 7) tfadesini hesaplayiniz,

b | 5‘.-'"-113 X

bl llmit[x“ﬁ*exp[|-H}J.x.inf}
ANz =

a

solve(*denkl®, 'denk2', ..., 'denkN')
solve('denkl', ' demk',...," denk','deql,deq? ..., deq'|

»% aym3 X

2> solva (X Z~u=F)
AS -

[ -2]

S

A6 =10

0 hoky=solve ('3 Jy-Gud)

Kok =

LB (L) 4 300030+ (ML 1 Ay

= LML DMEA - 800+ ML -

LALLM (LA) + )" (1/3) - (BML/D) & 3M a2
(LALLM - (L) + 0

LA MU = e )+ 303



= doubhle{knks)
kaks —
P ang
-1.2FrI? + L. T T
=107 - 107741

Uveulama-3:
-X+2y =]
X-y =2
w [ny) - solved'ged'y1 = 0%, ‘weyed = 01
Ornek-7.72:
X ixyty =3
X 4% 3 =10

3 ] - i by 3L B iR

s
3
}l‘ [ n |
1
=g
Ornek-7.76:
ax-+bx+c = 0

¥raym3 a boox

2» ¥ =— solvalarx”? + bty + ¢

y -

-{b + (b*2 - q*a*c)*{1/2)]/(2%a)
- - (B2 - 4*are)ni1/2)1/(2%a)

»> prettylkokler)

1
|
|

-

| z L
I b+ (b —-4.ac) |
| = =mmmmmmm——————— oo [
! 32 ) I
| i
1 = 1/2 |
] h - th =4 a ) i
i Hrse o ae e ]
1 Z a |
+= -+

Diff denklemlerin cozumu
DSOLVE(egnl''eqn2, ...)

411) qg=dsolve("Dx = -a*x")
qg= Cl/exp(a*t)

412)x = dsolve("Dx = -a*x","x(0) =
17)
X = 1/exp(a*t)

F

Uvgulama-1: P = —uy

et
sy = Asnlve('Dy — «a*ty']
vy =
CelfeXpla*t)
baslangic sarti ekle
Py = dgolva('Dy = —a*y!t, 'yifl) — 1"

F =
I fexp{a*t)




2

oy

e a0y =1y (/@) =0

y - dsodve(*Dly = -a"3y", 'y} = 1, Dyfplfa) < 0Y)

Yy o=

arp (a*itt) /2 + 1/{2mexplati*L))
=rosimple(y)

coafalt)

Uypulama-2:
ey

-

v v’ diferansivel denkle

»> daolve('Dy = liy*2')
ans =
§

+
L

tan(C3 + t]

. :
o “'+3ﬁ!}.+

y=0
gt ol
>3 deolve ("L2y+ithysy - {11}

dsolve("D2y+3*Dy+y+4")
AfNS -

CéYexpl{t* 5*(L/2)1/2 - 3/
+ CTlexpit* (R~ 1/21 1T +

~roprrebly{ansa)

/o f 172 e
I | & 1y
T I i B -
Lok 2 P

Diff denklemlerin Numerik
Cozumleri, ode23

y' = o(xy) = 2xcos’(y)

ayri bir dosyaya asagidaki sekilde bir function tanimla.
dosyanin ismini g olarak kaydet

bilgisayar ekranina

save as

geldiginde dosya ismi (file name) olarak g yaz.
function dy = gi(x,y)
Ay = 7*®Ycos(y) 2
MATLAB ekraninda
¥ 1%, nm y) = cdeddi'q' 0., p1/4)
yaz
v -
0
gd.2C00
J.4000
d.aebd0

a0
num ¥y =

0. 1=54
Q.8050
0.85923
0,9367
1 N0

TAYLOR SERISI

cosx fonksiyonunu 10.terime
kadar Taylor serising agmiz.



»roLYIng
st

K

aviaricoslul, 10
Wlawe jwwiwiagrf iy
III .

XM8/80%20 = x*A/720 + x"4/24 - whEfE v ]

er pretty(T)
f I

X A K A
m———— e | e =]
a1 oM 2

Ornek-7.88;

| + ' + : + l ;. +—]-sr:ri5hlin itk 10

terim toplamim bulunuz.

33 syms x k :
»» serl top = gymaum{l/k*d, 1, 1l
aeyl top =

18681249/ 12 THIBN
Ornek-7.89:
Ti1)= i seklinde

(e 110)f" +d5+24)
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