


Ugiincii mertebeden determinantlar Sarrus kurali denilen yontemle de hesapla-

; nabilir. Bunun igin birinci ve ikinci kolondaki sayilar determinantin saina yazi-
,g:ﬂ- G =) [ SQ— ; ve G lir. Agagida belirtilen gekilde hesaplanir.
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ORNEK : 0 1| determinantini hesaplayiniz.
i3

£ &z .8 w & Bl 20
S; e G ci1 le. d\w. Coziim :

1

\& U={{]+4+12}-(0+1+30)x16-31:r15.
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e g ) — é_(__(z - u, Uy Wy
G e él +? 5 it Vo ¥, ¥y

= (Hg‘l-’a e HEFE) i+ {H-3'r’1 - Hlvg)j + {Hlvz e uzvl.) k

;. Lo |3 42" Lele =0

; @ w=0Q0,-2,3), v= (-3,1,2) vektorleri igin ¥ X ¥ vektriinil bulunuz.

Cioziim :
ikinci mertebeden bir determinant ii g 8
a a (@ uxv=| 1 -2 53 =(-'4‘5}i‘(2+15)1+(1"6}k
s
b, bgwlbrqzbl a1 2
: = - 9j- 17j=5k
sayisidir. Ornegin, olur.

3221 S 5
~4 1l_3L1_1=1~.(&2)_3+3_11

olur. Ugiincii mertebeden bir determinantin agilimi u xy vektorli bem u, bem?ve:ktomnﬁdlkt;;
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ORNEK : |0 4 5| determinantini hesaplayimz.
2 ~=1 3
1. 2 3
Coiim : |0 5=1.{_f§‘-2’g35+33_f/
=1 3

—(12+5)-20- 10)+3 (0 8)=13.
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rid=x@®i+yOj+z(k ast=<bh (12.1)
bigiminde siirekli bir vektor degerli fonksiyon verildiginde, [a, b] aralifindaki
her bir ¢ igin li¢ boyutlu uzayda bir P(x(z), y(r), z(1)) noktas: karsilik gelir.
t parametresi [a, b] arahigini taradiginda P noktasi da bir C egrisi olusturur.
Bu nedenle (12.1) bicimindeki bir ifadeye C egrisinin bir parametrik gisteri-
mi denir. (12.1) deki gisterim

x=x(r)

y=y({) , ast=<bh

z=2z(1)

biciminde de yazilabilir. Bir uzay egrisi

{;:éﬁ% . asx<bh (12.2)
veya

fx,y,2)=0

{g(x,y,zjzﬂ (12.3)

biciminde de temsil edilebilir. Gercekten (12.2)de x =t denirse y = f (1) ve
z = g(t) olur. Bu gosterim

ri=ti+f(OHj+egt)k, a<t<h
biciminde, yani (12.1) formunda yazilabilir. (12.3) deki herbir denklem bir yiizey
gosterir. Sozkonusu egri bu iki yiizeyin arakesiti olan egridir.
ORNEK : r (=2 +3t)i+ (4 +51)j+ (6 +41) k denklemli egirisinin cinsini
belirtip grafigini ¢iziniz.

Coziim : Verilen denklem

r-2:r
[ x=2+73¢ 34 4
s ¥y=445t = '!-’5 =t = I;Z__}’j —E;fj
hz=6+4r z_6=r

4

bi¢iminde yazilabileceginden verilen denklem A(2, 4, 6) noktasindan gecen ve
v =(3,5,4) vektoriine paralel olan bir dogrudur. Bu dogrunun grafigi yanda
cizilmistir,

ORNEK : r()=4costi+4sintj, 0<t<2n
egrisinin grafigini ¢iziniz.
Coziim : k vektoriiniin katsayist sifir oldugundan, egri x O y diizleminde bir
egridir.
{x= 4 cost

y=4sint X +y' =16

olacagindan verilen egri bir merkezil cemberdir.
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ORNEK : r(f)=costi+sintj+3k, 0<¢<2m egrisinin grafigini ciziniz.

Cozim : x=cosf, y=sint, z=3 oldugundan x>+ y?=cos®t + sin® t = |
olur. Bu yaricapt 1 olan bir gemberdir. z=3 oldugundan bu cember z =3 diiz-
lemi iizerindedir. O halde denklemi verilen egri, x Oy diizleminden 3 birim yu-
karida bulunan bir gemberdir. Bu ¢gemberin grafigi yanda cizilmistir.

ORNEK : r(f)=2costi+2sintj+4tk, —-o<t<eo vektordegerli fonk-
siyonunun grafigini ciziniz.

Coziim : x*+y*=4cos’t+4sint = x> +y2=4

oldugundan egrinin x O y- diizlemindeki izdiisiimii bir cemberdir. z = 4¢ oldu-
gundan 7 biiyiidiikk¢ce z biiyiir. Bu efri yandaki sekilde gosterilmistir. Izdiisiim
bir cember oldugundan bu egriye bir dairesel helis adi verilir.

Bir egri kendi kendisini kestiginde, arakesit noktalarina egrinin kath nokta-
lar1 denir. Kendini kesmeyen egrilere basit egriler denir.

Yanda bazi basit ve basit olmayan egriler verilmistir.

Parametrik denklemi r(f) =x () i+y () j+z (D k. —% <t<® olan bir egri

i¢in r (a) =r (b) olacak sekilde a ve b noktalar varsa ya ( x(a) va) , z(a))
noktasi bir kath noktadir, ya da egri bir kapali egridir.

Ayrica r’(a) # r’(b) ise nokta bir kath noktadir.

ORNEK : r =P =i+ = 4t) j egrisinin basit olmayan bir egri oldugunu
gosterip kath noktalarini bulunuz.

Coziim : r(-2) =r(2) =0, r'(-2)=—4i+ 8J ve r'(2)=41i+8j oldugundan
0(0,0) noktast egrinin bir kath noktasidir. Egrinin grafigi yanda verilmistir.
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ORNEK : F(f)=(t+ )i+ e”j+sintk fonksiyonunun f, =0 noktasindaki
shiravini hesanlavinz. :
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M noktasinin koordinatlari olan x, y, z birbirinden bagimsiz degillerdir. (x, ¥, 2),
C egrisi iizerinde bulundugundan a <t <5 olmak iizere,

x=x{), y=y®,; z=z(@®
olacaktir.

di=|r'o|dt= [[x®]*+[y®] +[z0] d

olacagindan, yukandaki integral

b
[ feey.2) di= [ £(x@).y®.z0) |r'o)| de

biciminde yazilabilir.

ORNEK : fix, v, z) = xyz fonksiyonunun, parametrik denklemi
r(f):%ri+f2j+r3k, 0xr<]

olan C egrisi ilizerindeki integralini hesaplayiniz.

Coziim : r' (1) = % i+2tj+ 31>k oldugundan

== 7,
Ir'®] = /‘;E +412+ 914 = v/(%{ir?) =%+3rE

olur. Buna gore

| |
Sl (8 1 3(2: :) el e
fxyzdf _nfgr.r Az 3+3r dr-3f 3r+33 dt

C
SRS B
'3(21’ +9‘)

1

ORNEK : f(x,v,2) = ,[r“z:f—? fonksiyonunun
C..r(t)y=3costi+3sintj+ thk, O<r<2n

egrisi lizerinde integralini hesaplayiniz.

Cozim: r'(f)=-3sinti+3costj+4k

oldugundan

”r'{f}”= /9sin?t+9cos?t+ 16 = 5

olur. Buna gore

2
f,fx%f dl = fﬁcnszr+95inzr 5dt
c 0

e |

i 4
=ﬂf15a‘r= 15¢ [n — 307

bulunur,

182
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(2,3.,6)

LR

\.q:*

ORNEK : C egrisi O(0,0,0) noktasin1 A(2, 3, 6) noktasina birlestiren dogru
parcas: olduguna gére

I= [(r+3y+3z)dl
e

integralini hesaplayiniz.

Coziim : C egrisinin bir parametrik gosterimi
r()=2ti+3tj+6tk, O0<t=<l1

dir. r'(1) =21+ 3j+ 6k olacagindan

|r'®]=v4+9+36=,/49 =7 dir. Buna gore

| |
I=f{x+3y+2:)d{=f(2r+£—lr+12r} 7dt =161 frdrz%
C 0 0

olur,

Egrilerin bir diizlem egrisi olmas: halinde, ii¢iincii bilesen sifir olur. Dolayisiyla

H - —
[faydl= [ f(x0.5®)/[20] +][y0]? dr
b it

olacaktir.

24

ORNEK : C egrisi r(f)=costi+sintj, 0<st=< 5

ceyrek ¢cemberi olduguna
gore

[= [(x+y)d
¢

integralini hesaplayiniz.

Coziim : r" () =-sinti+costj = [r'(®|=1 olacagindan
LS
2

I= [@+y)dl = [(cost+sini)d
C 0

ta |3y

= (sin f — cos 1) ; =(1-0-0-1)=2

bulunur,

C egrisinin denklemi, kutupsal koordinatlar sisteminde

r=r(p), a<gp=p

bigiminde verildiginde dl = Jr2+ (r)? dy olacagindan,

p
ff{x,y) = ff{rt:ﬂsqn, r sinqn),_fr3+ (r')? dy
C

x

olacaktir.

183



184 ORNEK : C egrisi 7> =4 cos 2¢ lemniskatimin birinci bélgedeki pargasi oldu-

guna gore

1= [xydl
[y

integralini hesaplayimiz.

sin2 @ 5
oziim: r=2 /cos2¢@ ve r" =-2———— olacagindan
¢ i J/COsS2@

4
cos2 @

sin2¢
cos2¢@ cos2g

24+ (r')Y=4cos2p+4 (cos? 2¢ + sin’ 2¢) =

olur, Buna gore

p s
: 2
risingcos@ - d
ﬁ’- e Jcos2 ¢ 4

fxy dl
C

B

de

4
4 [cos2@.sin2q@ -
E,/— 4 # Jcos2e

1

T
4 -—
4 f (cusZm]zsinmd@:i
0

3

bulunur.

Egrinin denklemi, kartezyen koordinat sisteminde

y=g(x), asx=<b
bigiminde verildiginde, dl = /1+[g'(x)]” dx olacagindan

b
ff(ﬁx_}}.*} dl = v{f(_xjg(x})f] +[g1(x)]2 dx
C a
bulunur.

ORNEK : C eprisi y?=x egrisinin (0,0) noktasim (1, 1) noktasma birles-
tiren parcasi olduguna gore

. y2=x3
= 1= [y/4+9xdl
£

integralini hesaplayimz.

Coriim: yP=x"= y=0x)? = y'==g

1 +@’)2=1+%1=4191 == /]_-F.G;SE:

194



Biusik egriler

o (1.1,1)

(1,1,0)

I'E: '

olacagindan

|
1=f:u=/4+9,xdf=f,xﬂ,f’4+9_r-%J4+9mx
G 0
|
=1 (oo e Em)’_i 2. 33
_zﬁ/',x (4 + 9x) dx (5 B ‘D_5+? =

bulunur.

Birinci ¢esit efrisel integralin tammindan yararlanarak asafidaki 6zeliklerin var-
l1g1 kolayca gosterilebilir. Burada fve g integrallenebilir fonksiyonlar olup k bir
sabattir.

(1) [A faeydi=2A [ f@y.2)d
C C

@ [[facy.0+g@y.d]dl= [fey.nd + [gky2)dl
C i L

(3) C, ile C, iki bitisik egri (birinin bitim noktas: digerinin baslangi¢c noktas
olan egriler) ise

[fay.dli= [fay.di+ [ feyz)dl
¢ C,

(4)

[ faypdil|< [ |fey.o)dl
C C

(5) f, C egrisi iizerinde siirekli ve C nin uzunlugu L 1se bu egni iizerinde

]
fxg s ¥ + ) = T Eff(x,}f.z) di

olacak sekilde bir (x, , v, , Z5) noktasi vardir (Egrisel integraller icin ortalama

deger teoremi)

ORNEK : C egrisi (0,0,0) noktasim1 (1.1,0) noktasina birlestiren
C,..r=ti+rj, 0=<t=1

egrisiyle (1, 1,0) noktasimi (1, 1, 1) noktasina birlestiren
Cy..riD=i+j+tk, Ostsl

egrisinin birlesimi olduguna gire

[= f(.x+z}}f dl
C

integralini hesaplayiniz.

185



186

l_'-.:'

Cozim :

= f(x+z)yd.’= f(;::+z)yd.’+ f{x+z}}’d.’
C G Cs

| 1
= ff”“ 0)12/1+412+0 dt + f(l +1).1/1 dt
0 0

‘ 2 :
= [(1+42) Tdt+ [ (1+pds
0

=t

%[Irz(l +4r1)] 8rdr+(r+lr )‘I

2 0
7

I 3 1 +4t"=u
e i 112 =
_32,{(” Du d“+2 8¢ dt = du

[ (2 5 s 3 | t=0 icin u=1
L 5’1__ i P s
=32 (5 )t“* > = Ta5(25/5 +181) t=1 igin u=5
olur.

ORNEK : C egrisi grafigi yanda verilen C,, C,, C; egrilerinin birlesimi oldu-
funa gore, j'; (x + y + ) d{ integralini hesaplayimz.

Coziim : C,, C,, C; egrilerinin birer parametrik denklemi

Ci... ry () =1F, O<t=<]
Cy...rp(f)=costi+sinty, Uﬂrﬂ-g-
Cy..ry(D=tj+(1 -0k, l=t=0

olur. Buna gore,

./t; (x+yv+z)df = j;l (x+v+z) d! +j‘;1 (x+y+z)d?l + ];,I (x+y+z)d/f

i
1 5 0
=f:dt+jz (cost+sinfdt+ [ 1./2 dt
I

=2 +(+D)-/2=2-/2

olur.



