ORNEK : B bilgesi y =x*, vy =2x> parabolleri ile y=4x dogrusu tarafindan
sinirlanan bolge olduguna gére flx, y)=x+ y+ 1 fonksiyonunun B {izerindeki
integralini hesaplayimz.

Froblemin degisik cozurnlen mevouttur,

Cozum 1)

sorulan imtegral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=B+B, oldugu aciktir. Dolayisiyla By ve B, yi hesaplar sonra
F=B,+B, hesaplariz.
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Cozum 2)

Sorulan integral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=M-N oldugu aciktir. Dolayisiyla once N ve M yi hesaplariz sonra
P=M-N yi hesaplariz.
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Y= x=yl4 y=16 x=y/4

JLererI)dxdy M= _[ I(x+y+1)dxdy, N=13.8667, M=100.2667, P=M-N=86.4
y=0  x=yr2 y=[l I=*."F
Cozum 3)
15
=2x* y=h
Ay Y

Sorulan integral Q alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=K+J oldugu aciktir. Dolayisiyla K ve J yi hesaplar sonra
P= K+l yi hesaplariz.
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Integrasyon Sinirtarini Bulmak 1076

Simdi, integrasyon sinirlarim bulmak i¢in, diizlemde bir ¢ok bdlgeye uygulanabilen bir
prosediir veriyoruz. Bu prosediiriin ige yaramadif1 daha karmasik bolgeler, ¢ogunlukla bu
prosediir uygulanabilecek gekilde parcalara ayril,

ffR f(x,v)dA integralini, énce y’ye sonra da x’e gore integre ederek hesaplamak
i¢in, asagidaki adimlan 1zleyin.

1. Cizim. Integrasyon bolgesini ¢izin ve simrlayici egrileri belirtin.

* X

}

2. Integrasyonun y stmrlarint bulun Artan y yoninde R'den gecen dikey bir L dogrusu
hayal edin. L’nin girdigi ve ¢iktigt v degerlerini isaretleyin. Bunlar integrasyonun y
siurlaridir ve genellikle x'in fonksiyonlandirlar (sabit yerine ).

¥

T T y="V1—yde
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i e, o _';.I.= |l — x'te
girer

3, Integrasyonun x-smmrlarim bulun R'den gecen biitiin dikey dogrulari kapsayan x-

sinirlarim secin. Integral
// fx,y)d4 =
R

x=1 pFy=3%1-x
/ / fix, v) dvdx
x=0 Jgy=1—x

olur.
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En kiiglik x En biiyiik x

x = 0'dor o= 1 idir




Aym iki kath integrali, integrasyon sirasi degismis tekrarli integral olarak hesaplam
igin, 2. ve 3. adimlarda dikey dogrular yerine yatay dogrular kullamn, Integral |

L PV =y
/ffx?deA=£[ Jlx, y) dx dy H
g =¥ oty

olur.
En biiyiik > J
2 1 girer

En kiigiik y {

y=0'dm 5
n[ |

ORNEK 4 Integrasyon Sirasini Degistirmek

2 pdy
/ : (4x + 2) dv dx
0 Jx

integralinin integrasyon bolgesini ¢izin ve integrasyon sirasi degistirilmis esdeger bir in-
tegral yazin.

Cozim  Integrasyon bilgesi, ¥’ < y < 2x ve 0 < x =< 2 esitsizlikleriyle verilmektedir.
Dolaywsiyla, x =0 ve x = 2 dogrulan arasinda y = x* ile y = 2x egrilerinin simrladigy
bolgedir (Sekil 15.13a).

giden bir yatay dofru ha}'al ederiz. x = y; 2 de girer ve x = *u’_
lar1 kapsamak iizere, v'yi y = (0'dan y = 4’e gotiiriniiz (Sekil 15. 1313} nt

4 PNy
/ / (4x + 2) dx dy
Jo Sy

olur. Bu integrallerin ortak degeri & dir.



Koordinat Donusumleri

1)YDuzlemde Kartezven koordinat sistemai
2)yDuzlemde kutupsal koordinat sistemai

3)yUzavda Kartezven koordinat sistemi

3)YUzavda Silindirik koordinat sistemi

3)yUzavda Kuresel koordinat sistemai

Duzlemde Kartezven ve kKkutupsal Koord. Sist.
Duzlemde bir noktanin xX v i1le belirtilmesi kartezven
koordinat sistemi, r{(genlik., uzunluk . mesafe) ve e (aci)
1le belirtilmesi1 kutupsal koordinat sistemi olur.

A N=r t:f:rs o
M S 1 V=TI $1n O
.o |
'_..-'5--. a | g 2 2
™
O=tan ! 2
X

tan‘l(z): arg tan(z) demektir.
Ornek Asagidaki kartezven koordinat sisteminde
verilen noktalari kutupsal koordinat sisteminde

belirtin. a)(3.4) b)(-3.4). c)(-3.-4). d)3.-4)
CoZum:

ayx=3, v=4, =@ r= \/xz gt = -\/32 o B =8

O=tan! &< —tan"(4/3) = 53.1°

o
'
4. [
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Ly S 0
3

b)x=-3, v=4, =@ 1= -sz sy =-\/(—3)2 AT =8,

0—=tan ! 2 —tan '(4/(-3)) =180-53.1°=127°

|
;& 127°
e




CIX=-3, v=-4, = 1= \/xg Jo i = I'Z.J(—B)2 il =5,

6=tan ' = =tan ' (-4/(-3)) =180+53.1°=233°=360-

= 7
233°=_127°

dyx=3, v=-4, = 1= \/xz g B 21\/32 = A

O=tan ! 2 —tan"1(-4/3) =-53.1°=360-53=307

x
A
307"
= =
\ 530 i -
5
O A,

Uzavda Silindirik Koordinat Sistemi

Silindirik koordinatlar (1 £ z) sirah igliileri ile uzayda bir P noktasim
temsil ederler. Burada,

1. rve# P'ninxiidizlemine dik izdiistiminiin kutupsal koordinatlaridir.

2. zkartezyen dikey koordinattir.

¥k




Kartezven (x, v, 2) ve Silindirik (. & z) Koordinatiar
Baglayan Denklemler

X = reos#, » = rsmf, z = z,

PR e gl i Aanfl= gy

L
y

; '._;'-.‘_':.. .......

ro= g,
& ve z dedisir

Uzayda Kuresel Koordinat Sistemi

Kiiresel Koordinatlar uzayda bir P noktasini,

1. p, P’den orijine uzaklik.
2. ¢, OP 'mn pozitif z-ckseni ile vaptigi a1 () = ¢ = w)
3. 4@, silindirik koordinatlardaki ac:

olmak iizere, sirali (p, ¢, A) ilicliileri ile temsil eder.

Kuresel(p, ¢, 0), Silindirik(r,0,z), Kartezyen(x,y,z)
arsindaki bagintilar.

= p &in g, x = rcosf = psin¢cosh,

0 COS b, y = rsinfl = psindsind,

g = AT _|__Fz b 22 = \/p2 4 22

o
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p=g sabit,
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Koordinat Diniisiim Formiilleri

SILINDIRIKTEN KURESELDEN KURESELDEN
KARTEZYENE  KARTEZYENE SILINDIRIGE
x = rcosf x = psingcosf r = psing
y =rsiné y=psingsingd z=pcos¢
zZ=17z z=pcos¢d g =20
HACIM FORMULLERI |

dV = dx dy dz

= dz r dr db

= 5 sin ¢ dp dp d8

Omek Problem. Asagidaki kartezyen noktalari
silindirik ve kuresel koordinatlara cevirin.
a)1,2,3), b-1,-2,3)
Cozum. ay=1, y=2, =3,
Silindirik koordinatlarda z=z vani z=3 dur.

4 =41 127 =223
O=tan™(2/1)=63"

r"*
Fa

L

Kuresel koordinatlar icin

p =\X.:s:2 Lopd oad 1,!22 + p* =374
= p cos(h) 2 p=—arg cmsngp) =
= arg cos(3/3.74=36.606
o = 63" (silindirik koordinat ile © aynidir)
Cozum. b)x=-1, y=-2, z=3,
Silindirik koordinatlarda z=z vani z=3 dur.

A
UL N =/ (-1)? + (-2)> =2.23
—< * B=tm1'15-2f-1)=18[}+63
» =243%= 117

o

Kuresel koordmatlar icin
o = 243" (silindirik koordinat ile © aynidir)
¢h= arg cos(z/p) =arg cos(3/3.74)=36.66"

p :Jf by :mZS.'M




ORNEK3  Kartezyenden Kiiresel'c Doniistirme 1120
¥ + 12+ (z— 1)* = 1 kiiresi igin bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz.

Cizim  x, y ve z'yi doniistirmek i¢in (1) denklemlerini kullaniriz:

ol L e B

p*sin? peost @ + p?sin® psin’f + (pcosp — 1) =1
p*sin’ ¢(cos* 8 + sin® ) + p*costed — 2pcosp + 1 =1
i
Bk L
p“(sin“ ¢ + cos* ) = 2pcos ¢
I
sEH".'lE..ﬂ G[Dﬁk 3 teki kure. p.'l == Zp Gggd)
p=2cos ¢

Sekil 15.43%e bakin.

ORNEK4  Kartezyenden Kiiresel'e Dnistiirme
z = Vx* + y* konisi i¢in bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz (Sekil 15.44).

Coiziim 1 Geometri kullamin. Koni, z-eksenine gore simetriktir ve yz-diizleminin biri
bélgesini z = y dogrusu boyunca keser. Bu nedenle, koni ile pozitif z-ekseni arasindaki
/4 radyandir. Koni, kiiresel ¢ koordinati 7/4’e esit olan noktalardan olusur dolayis:
la denklemi ¢ = /4 tiir.

Cizim2  Cebir kullamin. x, y ve z'yi doniistiirmek igin (1) denklemlerini kullamrsak ay|1
sonucu elde ederiz:

VET 2

peosd = Vpisintg K3

2

pcoseg = psing g =0,sind =0
cos ¢ = sing
¢=% V=¢=m

¥

L
SEKIL15.44 Ornek 4’teki koni.

Kiiresel koordinatlar, merkezleri orijinde olan kiireleri, kenari z-ekseni olan yaridiizlemleri
ve tepe noktalar orifinde, eksenleri z-ekseninde olan konileri tanimlamakta yararlidir. Bu
gibi yiizeylerin sabit koordinat degerli denklemler vardir:

p=4 Kiire, vanigap 4, merkez orijinde
- Orrijinden yukar agilan koni, pozitif z-
th = ckseniyle /3 agisi yapar

g =

=5
7 z-ekseni etrafinda dénen yan diziem, pozitif
H x-ekseniyle 7r/3 agis1 yapar.



143 1Ki KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

iki kath integrallerin Fizik, Matematik, Istatistik ve Miihendisliklerde cesitli
uygulamalari vardir. Bu kesimde bunlardan bazilarini verecegiz.

ALAN HESABI

Iki kath integral tamimlanirken | Flﬁm MZ 9} ( s}‘;,:) AAy = fj dxdy
—0k= B

oldugu verilmisti. Her (x, y) € B igin fix, y) = | olarak tammlanirsa yukardaki

esitlik
lim AA, = dxdy
uPil*m;l *‘ ff

seklini alir. Parcalanma nasil yapilirsa yapilsin AA, alanlarinin toplarm B bol-
gesinin alam olacagindan

Alan(B) = | [ dxdy (14.2)
7
olur. Kutupsal koordinatlara gecildiginde, Jakobiyen r olacagindan
Alan(B) = _I_‘j‘rrfm’t;ﬂ S — (14.3)
R

ORNEK : 2y = x? — 4x parabolii ile y = x dogrusu arasinda kalan bélgenin
alanini hesaplaymiz.

Coziim : S6z konusu bilge yandaki sekilde tarah olarak gosterilmistir, Bu bilge
bir diisey basit bolge oldugundan, integrali 6nce y, sonra x degigkenine gore
almakta yarar vardir. Buna gre A alam

x ]

:j(Ex—lxz)cir=§~xE—lx3 ‘5=54_ 36=18  Dbirimkare olur.
2 2 2 6 0

ORNEK : y = x? egrisiyle y = x dogrusu tarafindan sinirlanan bélgenin alanini
hesaplayimz.

Coziim : Alam istenen bolge yanda gosterilmigtir. Sekilden de goriildigi gibi,
s6z konusu bolge iki basit bélgeden meydana gelmistir. 147




Dolayisiyla

0 x°

A= ffdyair+ffdyfir f(.r —x)d.r+f(,r x3)dx
ol AR {
4 1 ¢ 1 ANL

{344t i) = ied

ORNEK : r=a cos 2¢ dort yaprakl giil egrisi tarafindan simirlanan bélgenit
alanim bulunuz.

74
it e gf ﬁtmwrdrdqg [4?;- 2|ru::|::|'s-2:t;t1'I::‘][';;!‘;I
A X
= 4g* ’9 cos® 2pde = 2a? f{l + cosdg)de
0 z 0
:252(¢+%sin4qa) :"'_%?raz

birimkare olur.

ORNEK : r=2 ¢emberinin diginda, r =2 (1 + cos ¢) kardiyoidinin icinde kalar
bolgenin alanim bulunuz.

Coziim : Alam istenen bilge yandaki sekilde gésterilmistir. Bu bolgede alinar
herhangi bir (7, @) noktasinin koordinatlan
2=2r=2(l+cosq) ve — %E@EE

egitliklerini saglarlar. Bolgenin kutup eksenine (Ox- eksenine) gire simetrik
oldugu da gbzoniine alinirsa

—

2{1 + cos) 2 2+ cos)

f f rdrdqa 2 f j rdrdg
_:32r

i3 i3
2

2

T

i

#2121 +cosg)
= ‘2 do =4 f{2cusqa+uns:2¢}d§0
0

=2

:JL""“-HJH

ol

i
: .
+ cos2
=4 [‘(chsqa+ uzm ﬁl)d@:4(25inw+%+%’-sin”2¢:)

0

=m+8 birimkare olur. 1438



KUTUPSAL KOORDINATLARDA INTEGRASYON YONU

1. Bir ¢izim: Bolgeyi ¢izin ve simirlayict egrileri belirtin.
¥

I 1094

2. [Integrasyonun r-stmrlarent bulun: Orijinden gegen ve R’yi artan » yoniinde kesen bir
£ gim distiniin L'nin R7ye girdigi ve ¢iktifi r-degerlerini igaretleyin. Bunlar integras-
yonun r-sintrlanidir. Genellikle L'nin pozitif x-ckseniyle yvaptigi # a¢isma baglhdirlar,

y

r T 2°de aynilir
II"-. 7 L

veya R, o
r="%V2csch i V2 esc 8'da girer

o)

e |

0

3. Integrasyonun B-sinirlarim bulun: R’yi simirlayan en biiyiik ve en kiigiik #-degerlerini
bulun. Bunlar integrasyonun @-siurlandir.

}I

1 En biiyik 0 = 2 dir
7 I
2 il y=x
V2 p——y
A
.-"lrl --";
il T,
f{,” - En kigiik @ == "tiir
Yk i
A%
ik S
0
Integral
f=m/2 pr=2
[/f(r,ﬁ*)dA=/ / _ f(r, @) rdrdb
- [ H=ar /4 r=V2esch
olur.

ORNEK1  Integrasyon Sinirlanini Bulmak

r=1+cos 8 kardioidinin iginde ve = | gemberinin diginda kalan R bilgesinde f(r, 6)'v1
mntegre etmek 1¢in integrasyon sinirlaring bulun.

Coziim

. Once bolgeyi ¢izer ve sinirlayier egrileri belirtiriz (Sekil 15.23).

2. Sonta integrasvonun r-stmrlaring buluruz, Orijinden gikan tipik bir1igm r = l'de R'ye
girer ve ¥ = 1 + cos #da ¢ikar.




15.3  Kutupsal Farmda Iki Katl Integratter

* 3. Son olarak integrasyonun 6-sumrlaron buluruz: Orijinden ¢ikarak R'yi kesen
I o 1 + cos @ T ?72 "den @ = ?T2 !}fE kadar dﬂgl 5‘11' Iﬂtﬂgfﬂl

. / flr, @) rdrdd

lr”rl' = > ¥ _sz I
AR f(r. 0), degeri 1 olan sabit fonksivon ise, f’nin R lizerindeki integrali R’ nin ala
o AN e B .

r— I’de # =1+ cos&da
girer cikar

Kutupsal Koordinatlarda Alan
Ornek 1'deki bidlge igin Kutupsal koordinat diizleminde kapal ve simirh bir R bolgesinin alani

sordinatlarda mtegrasyon

almak.. A= //ra’rcﬂ?
R

ile bulunur,

Bu alan formiilii, ispatlamayacagimz halde, daha onceki biitin formillerle uyum-
ludur. |

r = Vacos20°da ORNEK2  Kutupsal Koordinatlarda Alan Bulmak

i aynihr . ) _
7 on =4 cos 26 fiyonguyla ¢evrelenen bélgenin alanimi bulun.

s ¢ Coziim Integrasyon simrlarini belirlemek igin fiyvongu gizer (Sekil 15.24) ve simetriden
dolay1 toplam alanin, birinci dortte bir bélgedeki kismin 4 kat: oldufunu goriiriiz.

vt N 4 cos 20 L id 2 r=%'4 cos 26
A=4/ / rdrdH=4/ {E} dfl
J00 ) () r=({}
26 Renkli bolge iizerinde integral

T""-"'Il'ql T.""-T-
m, 7'yl 0dan V4 cos 20 "ya ve =% / 2 cos 26 df = 4 sin 2&} = &
Adan w4 e gotariiniz (Ornek 2). ¥ 0

= 4 ¢os 20

Kartezyen Integralleri Kutupsal integrallere Cevirmek

Kartezyen bir jJR f(x, ¥) dx dy integralini kutupsal bir integrale ¢evirme prosediiriiniin iki
adimi vardir. Once x =  cos 6 ve y = r sin @ yazin ve Kartezyen integraldeki dx dy yerine
r dr df koyun. Sonra R nin smurt i¢in kutupsal integrasyon smirlarmt bulun.

Bu durumda Kartezyen integral, G kutupsal koordinatlardaki integrasyon bdélgesini

belirtmek tzere,
j] flx, v)drdy = //f(rccrs @, rsin ) r dr df

R A

halini alir. Bu, Boliim 5'teki degisken degistirme yontemi gibidir. Yalniz bu defa bir yerine
degistiriimesi gercken iki degisken vardir. dv dy verine, dr 48 degil, r dr 6 vazildigina
dikkat edin. Kath integrallerde degisken déniisiimiiniin (verine koyma) daha genel bir in-
celemesi Boliim 15.7'de verilmistir.



Kkutle hesabi

(3,3)

M = ” 0 (x, vidrdy  (14.5)
i
bulunur.

ORNEK : Bir kenarinin uzunlugu 3 birim olan kare seklindeki bir levhanin
yogunlugu, her noktada o noktanin karenin bir kdgesine olan uzakhiginin karesi
ile orantili olarak degismektedir. Bu levhanin kiitlesini bulunuz.

Coziim : Karenin szkonusu kdsesini orijin, bu kogseden ¢ikan iki kenan da koor-
dinat eksenler: olarak alalim. & oranti katsayis1 olmak {izere

o (x,y) =k (x* +¥%) olacagimdan

3 3 3
M= fk(x3+y2)dyir:kfxl}a+*};—3 ‘de -
ruf{} y=0 0 d

=k f(3x3+ 9)air=k(x3+ 9x) E=S4k
i -

bulunur.

0 4 X

ORNEK : r=2 (1 +cosq) kardiyoidinin iist yanisina yerlestirilen ve yogunlugu,
her noktada o noktanin orijine olan uzakhg ile orantili olan bir levhann kiitlesi-
ni bulunuz.

Coziim : Verilen levha yandaki sekilde gosterilmistir. o = kr olacagindan
2{1 + cosg) 2{1 + cose) 152

M:f fkrrdrd@: kf

0




i
L | oa
--_‘hl::i-

o

i
(1 + cosg)?d = %k [€1+3cosg +3cos2p + cos’ ) dgp
(.

0
8, I +cos?2
:-_‘;-kf 1+3cosep+3 2“ ¢+(i—5ingtp}cusqﬂ e
0 _
= kqﬂ+3sinq;-+§¢J+ésin2m+sm¢1——siﬂ3g& .
2 4 ' 3 0

olur.

ORNEK : 3cm yanicaph daire geklindeki bir levhanin yogunlugu, her noktada
0 noktamn daire merkezine olan uzaklig: ile orantili olarak degismektedir.
Dairenin sinir1 tizerinde yogunluk 6 olduguna gore bu levhanin kiitlesini bulunuz.

Coziim : (x, y) noktasindaki yogunluk o (x,y) =k ?f;ﬂ y2 dir.
¥+ y*=9 igin o (x, v) =6 oldugundan

M= [fo(x.y)dudy= [[2/x%+ y? dxdy
'B H & y

ur 3 M 3 2 ;
=2 [ [rrdrdp=2 [ 7 | dp=18 [dp=36n
E] 0 0 b 0 - * 3
0 3
olur. kJ

AGIRLIK MERKEZIiNIN BULUNMASI
(x, ¥) noktasindaki yogunlufu o (x, y) olan ve x oy diizleminde bir B bélge-

sine yerlestirilen bir levhayt géz6niine alalim. B bélgesinin bir parcalanmasi

P={B,.B,,...,B,} ve (x,,y) da B, bolgesinde bir nokta olsun. B; bol-
gesinde bulunan levhamn kiitlesi, yaklagik olarak o (x] , v;) AA, kadardir.
Burada AA,, B, bolgesinin alamm gostermektedir. Bu kiitleyi (x] , y}) nok-
tasina toplanmug gibi diigiinebiliriz. Boyle noktalara lciitlesel nokia adi verilir.
Bilindigi gibi, bir kiitlesel nokta sistemin agirlik merkezinin ¥ ve vy koordinat-
lan

i i
Z Ikﬁka,yk]&ﬂk E Y Ox,,¥y, JAA,
E:.ﬁ:=| , }:.ﬁ:

= |
E}g(x;,y:)mk E O (x,.y,) 64, 153

bigiminde tanimlanir. © (x, y) siirekli oldugunda, yukandaki toplamlar birer



integral toplam olup ||P||— 0 i¢in B iizerinde iki katl: integrale yaklagir. Buna

gore,
”u. g (£,y)dA ” yvo (x,y)dA
r=fdr . : TS . 14.6
j | o (x.y)dA T ok ydA i
H B
olur. Paydadaki integraller levhanin kiitlesi oldugundan
o ﬁ j{f,x, o (x,y)dA = ﬁ ri_._f._u O (x, ) dA (14.7)

yazilabilir.
Eger levhanin kiitlesi sabit ¢ degerine esit, yani levha homogen ise, M = kA ve

ff xkdxdy=k f f xdxdy  olacagindan
B B

y= L ” .}' dxdy

A

(14.8)

- [[x dxy

X —
4L
&

olur. Burada A , levhanmin alamm géstermektedir.
—2x + 4 parabolleri tarafindan sinirlanan bolge

ORNEK : y*=4x+4 ve y
ye yerlegtirilen homogen levhanin agirhik merkezini bulunuz.
Coziim : Once levhanin alamm bulalim.

y 37 y 36-3% > |3(4-2%)
A= | dxdy=2[  [dudy=2[x dy
2T B R S g PR
i 2
= [(6-3)dv=6y-1 3 | =gbe
g 2 2 a
bulunur
‘ l 2 2 .
| g giew) L
¥ = [fadxdy=2 [ [xdvay=82
¥
4
i lee-reale-3

olur. Bolge Ox— eksenine gdre simetrik ve levha homogen oldugundan
olacaktir. O halde agirlik merkezi M (% ; 0) noktasidir. 154
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ORNEK : x=0, y=0 ve x+y=1 dogrulan tarafindan simirlanan iiggensel
bolge igine yerlestirilen bir levhanm (x, y) noktasindaki yoguniugu o noktanin
koordinatlan ¢arpimma egittir. Bu levhamin agirlik merkezini bulunuz,

Coziim ; it

5 M = [ ow.y)dxdy= [[ xydxdy= [ [ xydydx
B i) ¢ 0
| _}’2 - 1 | g
=[}fr~5‘[} i}_;zzﬁfx(l—t}*dx

olur. Buna gére

I—I

e ﬁjfxﬂ{x,y)m} z4f jr_::ydvdx
B

| B |
53792 | dr=12 [x3(1 - 0dx
()

|

24
0

L P

= IZEI(IE—1I3+I4)££I= 12(%3:3- -;-J:‘*+%.r5) ‘;

W~ 20 (. i
“12(3 z+5) 5
9

bulunur. Benzer gekilde y= 3 oldugu gosterilebilir. Buna gore verilen levhann
agirhk merkezi ( % %) noktasidir.

ORNEK : r =1+ cosg kardiyoidi tarafindan sinirlanan bolgeye yerlestirilen bir

levhanin her noktadaki yogunlugu, o noktanm orijine (kutba) olan uzakhgiyla
ters oranttlidir. Levhanin agirhk merkezini bulunuz.

Coziim : o (x,y) =

=k f{l +Cos@)de = k(@ +sing) JT =

()

olur. Buna gore

2T | +cos

X =ﬁ‘g’x H{x,_}*)dxdyrﬁzﬁf {_]/ rcasm%—rdrdga 135



s | 7
f f rcos@drdep = e f (1 + cosg)? cosgdp
0 0

3

cos¢@ + 2cos@ + cos m)d@?

[ cosg + (1 +Eﬂ52qﬂ)+(1 wsinzrp)cnsw]dqﬂ
5
1

1 | _— :_ -
ElS|nm+$+ SN2 + sing sm qu -2 = 5

2

] 1 2 1+ cosp L
=M ff} O (x,y)dxdy = Eu{ J r&;]_anrdrdg:J
P |
B do = e f sing (1 + cos@)“de
g 0
e EDSJ;})?' Fﬂ
T 4n 3 0

, D) noktasidir, 156

olacagindan, agirhk merkezi ( %
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Kiitle: M= ﬂ 5(3.?_._, ylldﬂ‘l &(x. ) . (x, v)deki vogunluktur.

R
Birinci momentler: M, = /]. vol(x, y)dA, M, = ﬂ x6(x, y)dA
Fis &

Kiitle merkezi: =

——

ORNEK 4  Degisken Yoguntuklu Ince Bir Plakanin Kiitle Merkezini Bulmak |
Ince bir plaka, birinci dortte bir bilgede x-ekseni ile x = 1 ve v = 2x dogrularinin
sinirladigy tiggensel bolgeyi kaplamaktadir. (x, y) noktasinda plakanin yogunlugu

d(x, y) = 6x + 6y + 6'dir. Plakanin kiitlesini ve koordinat eksenleri etrafindaki birinci mo- |
mentlert ile kiitle merkezini bulun. 1

Cizim  Plakay1 gizer ve hesaplamamiz gereken integrallerin integrasyon simrlarini be- |
lirleyecek kadar detay ekleriz (Sekil 15.17).

1 (1,2 Plakanin kiitlesi *
2 g 1 op2x
M://EE”@@:/f{ﬁ+®+w@@
0 Jo i i
L s
: = / [&ty + 3}?3 +- 6'];} d
0 -
| -
- =f (24x* + 12x%) dx = [gx?r e 6.15'?'] ¥
_ 4 ﬂ
SEKIL 15.17 olarak bulunur, -

x-ekseni etrafindaki birinci moment

M, = /f yo(x, y) dy dx = // (6xy + 6y% + 6y) dy dx

=/ [3,1}' + 2p° +3y} dx = f(ESx + 12x?) dx
L =

1
= [’a’x“ + 4,1:3J = 11 olur.

{

Benzer bir hesaplama, y-ekseni etrafindaki momenti verir:

7
M, =/ / x6(x, y) dy dx = 10.
0 JO

Dolayisiyla kiitle merkezinin koordinatlan

—=%=£=§ —=E£=H olur.
* g 14 3 T M 14



EYLEMSIZLIK MOMENTI HESABI

Bir noktasal kiitlenin bir eksene gore eylemsizlik momenti, o noktanin kitlesi ile
gksene olan uzakhigmin karesi ¢arpimidir. Bir nokta sisteminin bir eksene gbre
eylemsizlik momenti de, sistemdeki noktalarin eylemsizlik momentlerinin topla-
mina esittir.

Bir B bolgesine yerlegtirilmis bir levhanin o (x, ) yogunlugu siirekh olsun. B
bolgesi B, , B, , ..., B, gibi alt bblgelere ayrildiginda levha da n tane parca-
ya aynilnus olur. P, (x;, vy , B, bélgesinin herhangi bir noktasint ve AA, , B,
bolgesinin alanmim gostersin.

P, (x;, v;) noktasimin d eksenine olan uzakligim /, ile gosterelim. B, bolgesin-
deki levhanin kiitlesi, yaklasik olarak, m, = o (x;, yp) A4, olacaktir. Dolayisiyla
B, bolgesindeki levha parcasimin  d eksenine gore eylemsizlik momenti
o (x;, yp) AA, . Jﬁ olacaktir. Buna gore tiim levhanin d eksenine gore eylemsiz-
lik momenti, yaklasik olarak,

H . i 2 JI:_}.- .-..,h_#.r-—
2, O (v I AA,
g=1

iy

-
(] a3
’\,fy\(/:

olur. Eger pargalanma, normu sifira gidecek sekilde yapilirsa levhanin I, eylem-
sizlik moment

N
Ii= lim 2} 0y EEME
|2} =0 £=1

olacaktir. Sagdaki limit U a{x, y) 1% dxdy integrali olduBundan
B

=[] oley)1*(xy) dudy (14.9)
; _

bulunur. Bir P(x, v) noktasinin Ox— eksenine olan uzakh |y

, Oy—eksenine
olan uzakhg |;c[ oldugundan, bir B levhasinin Ox ve Oy- eksenlerine gire
eylemsizlik momentleri, sirasiyla,

L= o yy2dudy ve I,= [ o nPdudy g (14.10)
[} B

Bir noktaya gére evlemsizlik momenti de benzer sekilde tanimlanabilir. Burada
I, P(x, y) noktasimin sézkonusu noktaya olan uzakhgidir. Omegin bir B lev-
hastmn O(0, 0) noktasina gore eylemsizlik momenti, /? = x? + y*> oldufundan,

o= [{ (3 + ¥} & (x, v) dxdy (14.11)
B
olacaktir. I, ve I, ifadelen gézoniine alindiginda

l,=1 + 1[I  yazlabilir. 158



ORNEK : Bir kenarinin uzunlugu 3 birim olan kare seklindeki homogen bir lev-
hanin, karenin bir kosesinden gegen ve levha diizlemine dik olan bir eksene gore
eylemsizlik momentini bulunuz.

Coziim : Séz konusu koseyi orijin, bu kiseden gecen kenarlan koordinat ekleri
olarak alalim. Kare iizerinde alinan bir P(x, y) noktasiun adi gegen dogruya olan

uzakhigi, o noktanin (0, 0) noktasina olan uzakligindan bagka birsey degildir.
Buna gore;

AV
3 3 3 ; . N
ly=1y= ff(rzﬂ‘:)dycir:j(x2y+:%_}r3) de i |
5 m
f3x2+9)dx x%—&r‘ =54
{} ;{G : ;

olur, Levha homogen oldugundan o (x, y) sabittir. Bu durumda o (x, y) = | ali-
nabilir.

ORNEK : y* = 5x parabolii ile x=15 dogrusu tarafindan simirlanan homogen
levhanin y=-5 ve x=3 dogrularina gore eylemsizlik momentini hesaplayiniz.

(Coziim : Levha lizerinde alinan bir P(x, y) noktasinin y = -5 dogrusuna olan
uzaklift [ =y +5 birimdir. cr(x,, y) =k olsun. Bu durumda

3 3
h=k | f@+5}2dxd}r kj(y+s} 5— l}dy
-5 1.”;“5

ék f (625 + 250y — 10y>= y*)dy = 1000 k
=

olur,

=Y

Simdi de verilen levhanin x =5 dogrusuna gore eylen i a

Levha iginde alinan bir noktanin x =5 dogrusuna olan uzakli I = ‘i X ulﬂca-
gindan

5 Jix 5
L=k[ [ (-x%dvdx=2k [(5-0%/5xdx
0 -5 0

.
=25k (25212 10x32 4 x32)dx
()

5
<254 g 2,

[y

4000
===
21

139

bulunur.



15.2  Alan, Momantler ve Kiitie Merkezieri E

yorsak, ti¢lincilyil otomatik olarak biliyoruz demektir (7, momentine bazen z- ekm Wﬁ

findaki eylemsizlik momentini temsil eden /, de denir. Bu durumda, I, =1, +L,
Dik Eksen Teoremi denir). 7 ye
Jirasyon varicapi R,

a &LV

I,= MR?

denklemiyle tanimlamr. Plakanin tiim kiitlesinin aymi1 /.’i verecek sekilde x-eksenindesn
ne kadar uzakta yogunlagtigini sGyler. Jirasyon yvarigapi eylemsizlik momentini bir kiit-
le ve bir uzunluk cinsinden ifade etmenin uygun bir yolunu verir. R, ve Ry yarigaplan
aym sekilde

© L=MR} ve I,=MR}

tle verilir. Eylemsizlik momentleri'nin (ikinci momentler) yam sira jirasyon varigaplarmin

formiillerini de veren Tablo 15.2'deki formiilleri elde etmek igin karekdk aliriz.
CRL

TABLO15.2 xp-dizleminde ince plakalar icin ikinci moment formilleri

Eylemsizlik momentleri (ikinci momentler):

x-ekseni etrafinda: 1. = // y?’S(I.;, y) dA
y-ckseni etrafinda: L= [/ x%8(x, y) dA

Bir L dogrusu etrafinda: [, = / / ri{x, v)o(x, y) d4,

r(x, ¥) = (x, y¥)den L'ye olan uzakhk

Orijin etrafinda Io = ﬂ[.ﬁ + y)8(x, v)dd = I + L

{(kutupsal moment):

Jirasyon yaricapi: x-ekseni etrafinda: R, = m
v-ckseni etrafinda: R, = \/m
Orijin etrafinda: Ro = VigM

S

ORNEKS  Eylemsizlik Momentleri ve Jirasyon Yarigaplan Bulmak

Ornek 4’teki ince plaka igin (Sekil 15.17), koordinat eksenleri ve orijin ewafindaki eylem-.
sizlik momentlerini ve jirasyon yarigaplarim bulunuz,

Cizim  Ornek 4’te verilen 8(x, y) = 6x + 6y + 6 yogunluk fonksiyonunu kullanarak x-ek= |
seni etrafindaki eylemsizlik momenti i

k: —// y28{x, y) dy dx = f/ (6xy? + 6v? + 6vi) dydx

= 2w3 + 3;, + 2y dx = {4{1: + 16x°) dx
S . 2 V=

= [8x% + 4x*]l = 12

olarak bulunur,
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4] [] UC KATLI INTEGRALLER

G x}* knnrdm&t sisteminde bir bdlge ve f de bu bdélge lizerinde siirekli bir
fonksiyon olsun, P={ G, ,G;,, .., G, } , G bolgesinin bir pargalanmasi,
(Xp ¥i » z) da G, alt bilgesinin herhangi bir noktas olmak iizere

§1 PO o AT

ifadesine bir integral toplami veya Riemann toplami denir. Burada AV, , G, bél-
gesinin hacnim gostermektedir. |P| sayii G, , G, , ... , G, alt bolgelerinin

caplannin en Eﬁyﬁgﬁ olsun, Analiz ve Ileri Matematik kitaplarinda, f siirekl;
oldugunda |P||—= 0 i¢in Riemann toplaminin bir limitinin varoldugu bilinmek-

tedir. Bu limite f nin G iizerindeki ti¢ kath integrali denir, jjf flx, vy, 20 dV ile
G
gosterilir. Buna gore

lim Zf-;r Vi) AV = fﬂf{x} 2)dV

[7ll~0 =

olur. Eger & bolgesinin pargalanmasi, koordinat eksenlerine paralel diizlemler-
le yapilirsa, AV, hacmi Ax, . Ay, . Az, olacagindan, yukaridaki integral

,/,” flx, ¥, 2) dxdydz  biciminde de yazilabilir.
G

2 toplam semboliiniin ve limitin &zelliklerinden yararlanarak, ti¢ katli integral-
lerin asafidaki 6zeliklere sahip oldugu kolayca gosterilebilir.

D [[f kfixy.2av=k [[[ fix y.2)dV
G r

2 I 1fxy.d+gy.9lav=[[[ pxy2dv+ [[f gty0d
G G G

3) G iizetinde f(r,y,2)20 ise [[[ f&xy.2dV20
'

£=h{x.y)

. 4 G, ve Gy ig bolgeleri aynk iki bdlge ise

fffﬂ\x y,2)dV= ff fx,y,z2)dV + Uff{x y,2)dV

UG,

Simdi kabul edelim ki, G bdélgesi alttan z = g(x, y), listten z = fi(x, y) yiizey-
ler1, yandan da bir silindirik yilizey ile simirlandirilnus olsun. Bu blgenin x O
diizlemi iizerindeki dik izdiisiimii B ise

(%, ¥)
ffff(xvz}dxd}'dz jf[ f;(l‘ﬁ z)dz

B gy

dxdy dir. 161




ORNEK : G bolgesi, x=0, x=4, y=1, y=2, z=1 ve z=3 diizlemleri
tarafindan sinirlanan bélge olduguna gore

[ = _ﬂf (x + yz) dxdydz
G

integralini hesaplayniz.

Coziim : G bolgesi listten z =3, alttan z=| diizlemleri tarafindan kapatilmis-
tir. G nin x Oy diizlemi iizerindeki izdiigiimii

B={(x,y):0=x=4, 1<sy=<2} dikdortgensel bolgesi oldugundan
1 = { f I

4 2 4 n
= [ [Gx+dyydyde= [Gay+2y%) ‘. dx
i -] 0

-
Lo

/

=1

G+ i iy = /I (m%:?) \?ﬁ@: [ Gx+dy)day
5 8

(B3x + 6)dx = -g-x3+ 6x E = 48

3
I
Sy

ORNEK : G bolgesi alttan z = x2 +y2 | distten z =8 — x* — 2 paraboloidleri
tarafindan sinirlanan bélge olduguna gore

I= 4 f f xy dxdydz integralini hesaplaymiz,

Coziim : Integrasyon bolgesi yanda ¢izilmistir. Bu bélgenin izdiigiimiini bula-
hm.

z=x+y* ve z=8-x*-y = P2+ =8-—x—y* = x? +y? =4 bolunur.
x*+y?=4 igin z=4 olur. O halde iki paraboloidin arakesit egrisi z =4 diiz-
lemi iizerinde x* + y* =4 gemberidir. Bunun x Oy diizlemindeki dik zdiiglimii
de x*+y*=4 gemberidir. Dolayisiyla B izdiigiim bolgesi 12 + y* <4 dairesi-
dir,

.‘ § — 52— y2 | R
) fxy}dz dxdy= [ xy(8 = 2x?— 2y?)dxdy
B |yay2iy? B ty

'
X
gk

olur. Kutupsal koordinatlara gegilirse / \
w2 e
1= [ [reosgrsing 8 —2r2)rdrdg K &

2

;
2
ffsinq:cnsq:(&ﬁ—ﬂﬁ)dﬂrp
0 0

162



2 1 Y 2
= fsfinr;?c:ﬂsm-(zr“*—r-ﬁ) ‘ de
0 3/

T AP, oris
% f sing cos @de = 32 51“2‘?’ l . bulunur.
5 & 3

ORNEK : G bolgesi, X2 +12=9, x>+ 2= 16 silindirleriile z=0 ve z=3
diizlemleri tarafindan sinirlanan bélge olduguna gére

I= .{ f f x* dydydsz integralini hesaplayimz,

Coziim : Integrasyon bilgesi yanda verilmistir. Bu bolgenin x O y diizlemi iize
rindeki dik izdiigiimii B halkasidir. Buna gore

f= ff
a8

olur. Kutupsal koordinatlara gegilirse

‘.‘
_f.rzdz
0

dxdy=ﬂ.12z [zdm'}m .]fodedy
B B

bulunur, 163
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146 UC KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI
Ug kath integrallerin Matematik, Fizik ve Miihendislikte cesitli uygulamalar

vardir. Bu kesimde bunlardan bazilarini verecegiz.

HACIM HESABI
Ug katli integrali tanimlarken, stirekli her f fonksiyonu igin

lim 3 f( XL Bk, )M" ffff(x,y?z)cfmﬁfffz
| 2] =0 k=)
oldugunu gﬁrmiiﬂiik. Egerher (x,y,2) € G icin f(x, y,z) =1 ise, yukandaki
esitlik

I|P|| ~ 0 kﬁlﬂvk=,£0‘drdydg

seklini alir. Sol taraf, pargalanmadan bagimsiz olarak, G bolgesinin hacmi ola-
cagindan, yukanidaki esitlik

G nEhacmi:ijdxd}’dz
G

biciminde yazilabilir. G nin hacmi V ise

V= ||| dxdvdz  olur.
.

Eger, hacim kiiresel koordinatlarda hesaplanacaksa
P fp |-.mf9|dpdﬂci.;a olacaktir,

{I
Eger silindirik koordinatlar kullamlarak hacim
hesaplanacaksa v~ ([ r dzdrdg

bagintisint kullanmak gerekir.

findan simirlanan bhlgemn hacmini hesaptaylmz.

Cozum : Paraboloid ile koninin arakesitini bulahm :

g=6-2F=> 2472-6=0 = (z2-2)(z+3)=0 = z2=2 veya 7 =-3 olur,

z>0 olacagindan z=2 dir.

! ;

z=2 = Jx’+y?=2 = x2+3>=4 olur. O halde arakesit eprisi, z=2 diiz-

leminde x*+ y* =4 ¢emberidir, Hacmi istenen bélgenin x Oy diizlemindeki dik
izdiiglimii x* + y2 <4 dairesidir. 171



Aymi sonucu dy dz dx sirastyla integre ettigimizde de buluruz, 104
1

| S e R it l
V=/f f dydzdIZE. =
0 J0 T

Gordiigiimiiz gibi, bazen (ama her zaman degil) iki kath integralleri hesaplamak i¢in |
ardisik tek katli integraller iki farkli sirada alinabilir. dx, dy ve dz alt farkh gekilde
siralanabildiinden, tg kath integralier igin bu say1 alt1 olabilir, Her siralama, uzaydaki in- |
tegrasyon bolgesinin farkli bir tanimlamasim ve farkl integrasyon smirlar verir.

ORNEK &  Farkl Integrasyon Siralarini Kullanmak

Asagidaki integrallerden her biri Sekil 15.30°da gésterilen kat1 cismin hacmint verr.

1 =z rl 1 Pl—y p2
(a) f f [ dx dy dz (b) f / dx dz dy
0 J0 0 0 Jo 0
1 #2 Plez AR T
(©) fff dy dx dz (d]fff dy dz dx
o JO JO 0 JO SO
L 5 Pl=y 2 ey
o [ wwa o [[[”asa
0 JO JO 0 JO JO

apliyoruz.

L fley 2
0 Jo  JO (hydeki integral
I 1 —w
— / f 2 dz dy
0 J0
1 r={=y
= 231 d
y J{ { =0 :
|
= l 21 = p)dy

= 1.
SEKIL15.30  Ornek 4, bu prizmanin 1 2 f1lz
igin alt1 farkh ardigik i kath integr V = f f / dy dx dz
verir. Rl % (cydeki
| 2
= /-/ (1 — z) ex dz
o Jo
1 x=2 1
Zf[x-—zx} dz =/{2—22}dz =+
¥ x=1] A0

(a), (d), (e) ve (f)deki integraller de V"= 171 verir.

imtegral
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14.6 UC KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

Ug kath integrallerin Matematik, Fizik ve Miihendislikte cesitli uygulamalar
vardir. Bu kesimde bunlardan baziarimi verecegiz.

HACIM HESABI
Ug katli integrali tammlarken, siirekli her f fonksiyonu igin

i: f( ,}’k,z ) Vﬁffff(x,y,-z)dxdydz
s

||FE| 0 k= |

oldugunu gﬁnnﬁ§tiik. Eger her (x,y, )€ G i¢in f(x,y,z) =1 ise, yukardaki
esitlik

i}a‘iﬁ ff{dxdydz

IIPII 0 k=1

seklini alir. Sol taraf, pargalanmadan bagimsiz olarak, G bolgesinin hacmi ola-
cagindan, yukandaki egitlik

(G nin hacmi = fffcirdydz
G

bi¢iminde yazilabilir. G nin hacmi V ise

V= ”/ ‘dxdydz  olur.
-

Eger, hacim kiiresel koordinatlarda hesaplanacaksa
Ve ]” p?|sin@|dpdBdp  olacaktir,

G
Eger silindirik koordinatlar kullamlarak hacim

hesaplanacaksa = (/[ r dzdrdp
(]

bagintisint kullanmak gerekir.

ORNEK : Alttan z = ,,;'fﬁt_i +y2 Konisi, listten z=6 — x - y* paraboloidi tara-
findan smirlanan bolgenin hacmini hesaplayiniz.

(Coziim : Paraboloid ile koninin arakesitini bulalim :
2=6-22=> 2472-6=0 = (2-2)(z+3)=0 = z2=2 veya z=-3 olur.

z >0 olacagindan z=2 dir.

z2=2 = Jx*+y?=2 = x*+y?=4 olur. O halde arakesit egrisi, z=2 diiz-

leminde x*+ y* =4 ¢emberidir. Hacmi istenen bélgenin x Oy diizlemindeki dik
izdiisiimii »* + y? <4 dairesidir. 171



Buna gire

2 J4—x2 6-x2-y2 2 J4-x2 e
v=[ [ [dwyix= [ [ (6-x2-y*= [xP+y%)dydx
=2 —J4=x% JxT4y2 —2 -/4-2?

olur. Kutupsal koordinatlara gecilirse
oE 2 4 8
V:ﬁ[ﬂf[ﬁ—r - f[ar e ;]

16 Vo IB o, R
-Sﬁfdr;a—g 27 3 %

bulunur.

ORNEK : z = y? silindiri, z=0, x=0, x=1, y=-1 ve y=1 dizlemleri
tarafindan sinirlanan blgenin hacmini bulunuz.

Coziim : Hacmi istenen bolge yanda gosterilmistir. Bu bélgenin x O y— diizle-

$2 mi iizerindeki dik izdiigtimii B={(x,y):0=x=<1, -1 sv=<1} dikdorigensel

bolgesidir. Buna gﬁre

£ 4 o) [ Faavice [ froaace 2| ae? fare2

g =18 B =i

¥ S
¥

birimkiip olur.
ORNEK : Birinci bolgede p=a kiiresi =0, g= -'g'r- diizlemleri ve 8 = %
diizlemi tarafindan siirlanan bélgenin hacmini bulunuz.

(oziim : Hacmi istenen bolge yanda verilmistir. Bu bolgenin hacmi

"
[ [ p?|sin6|dpdedg
0

B £
2 a3 3
p3 8 _ g’
{,[_E_ ﬂmnﬂdﬂdr;.'fL?J Jﬂﬂﬂdﬁd:p
T Fi
3 137_ 43 £ 3
e - - = — = — 3
ﬁ(c{}sﬁ} Sfd@ =4
0 i)
br' olur
KUTLE HESABI

Bilindigi gibi, bir cismin kiitlesi onun hacmi ile yogunlugunun carpimidir. Eger
yogunluk sabit degilse, G cismi G, , G, , ... G, gibi parcalara ayrilir. k=1, 2,
. nigin, (X, ¥, 2 ). G, nn bir noktasi olmak iizere toplam kiitle, yaklagik

olarak, i O (x,, ¥, 2 ) AV, olacaktir. Burada AV, , G, alt bolgesinin hacmi-
|



ni gistermektedir. Pargalanma ne kadar ince yapilirsa, yaklagim o kadar iyi olur.
Buna gore

H

M= lim i ::I(,rk,y:*z:) AV,

olacaktr. Efer o (x,y, z) integrallenebilir, Srnegin stirekli ise, sa taraf
O (x,y,2) nin G iizerindeki integrali olacafindan
M = f [ f O (x,y,z)dxdyd;
(s

olur.

ORNEK : a yangapl kiire seklindeki bir cismin her noktadaki yogunlugu, o
noktann kiirenin merkezine olan uzaklifinin karesi ile ters orantihdir. Kiire yii-
zey1 lizerindeki noktalarda yogunluk, kiirenin yanigapina esit olacagina gore cis-
min kiitlesini bulunuz.

Ciziim : Kiirenin markﬂm (0,0, 0) olsun. A(x, y, z) noktasinin kiire merke-

zine olan uzakligt /x*+ y%+z? oldufundan, bu noktadaki yogunluk

k
IE+}?E+ZE

gx,yz)=

olur. Kiire yiizeyi iizerindeki noktalarin merkeze olan uzakhg a oldugundan
k k

O=—=g=— = k=g"
a* a*
olur. Su halde
3
alx y2)=
4 x24y?+ 72

dir. Buna gore

M= ff{a{xyz)dxdydz jf{ = 2+z dndlydz

olur. Kiiresel koordinatlara geg¢ilirse

M= fff p3|51n9|dpd6d¢:'
{

-E‘T

= A
= "1'f (*{:DSH}‘H dw
0

o7
= g fd@:' = 471a*
0 173

bulunur,



ORNEK : x+y+z=2, x=0, y=0, z=0 diizlemleri tarafindan simrlanan
dortyiizli i¢ine yerlestirilen bir cismin her noktadaki yogunlugu, o noktanin xOy
diizlemine olan uzaklifina esittir. Bu cismin kiitlesini bulunuz.
Coziim : o (x, y, 2} = z olacagindan

2 B=x ZT=x=y

M= | f [z dzdydx=

8 B 0
- =
TR I T
= ﬁlJf{Z X y}l
1 2 16 2
———@ - =t
24{ )‘n 24 3

AGIRLIK MERKEZININ BULUNMASI

G bolgesine yerlestirilmis bir cismin (x, y, z) noktasindaki yogunlugu o (x, y, 2)
olsun. Tki katl: integrallerdeki diisiinceyle, agirlik merkezinin koordinatlar

= Ilzi_ Hf}ﬂ (X, v, Ddxdydz, v= ﬁ + f” yo (x, v, 2) dxdvdz
ﬂl{ J‘” 70 (x0, Dedxdyds

d ml
-
L

o
4

olurlar. Eger cisim homogen, yani o (x, y, z) sabitse yukandaki ifadeler

f ” xdedvdz, Y= % Uf vdxdyds, z= if f”? dedvdz  Seklim

L I
s
e G W alirfar.

ORNEK : z= ﬁﬁ -:—-_:ﬁﬁ:-jﬁ' yari kiiresiyle z =0 diizlemi tarafindan sinirlanan

cismin yogunlugu, her noktada o noktanin kiire merkezine olan uzaklifi ile oran-
tili olarak degigmektedirBu yan kiirenin agirlik merkezini bulunuz.

Coziim :

5 J25-x2 (2522

M= f j kafxz;y_2+zz dzedvdx
—8 o5 -32 0

5

0 7
= [ [ [kop|sin6|dpdode
0 0 0

174




Integrasyon Simirlarini Bulmak 1100

(Jc katl bir integrali, Fubini Teoreminin (B&lim 15.1) iig-boyuthu bir versiyonunu uygula-
yarak, ardigik {i¢ integrasyonla hesaplaniz. lki katl integrallerde oldugu gibi, bu ardigik n-
tegrallerin integrasyon smirlarin: bulmak icin geometrik bir prosediir vardir.

Bir D bdlgesi tizerinde
f/f}:’(x, v, z} dV
D

integralini hesaplamak igin, énce z’ye sonra y’ye ve en sonunda x’e gore integral alim.

1. Bir ¢izim: D bdlgesini xy-diizlemindeki “golgesi” R (dik iz diigtim} ile birlikte ¢izin.
D’nin alt ve iist sinir yiizeyleri ile R nin alt ve st siur egrilerini adlandirm.

2. Integrasyonun z-smrlarint bulun: R’deki tipik bir (x, y) noktasindan gegen, z-ekseni- |
ne paralel bir M dogrusu gizin. z arttikga, M, D'ye z = fi(x, v)den girer ve
z= f,(x, y)'den ¢ikar. Bunlar integrasyonun z-sinrlandir.

z = falx, v)'den

A
I M
g “"“"ﬁm

e




3. [Integrasyonun y-sinirlarim bulun : (x, v)'den gegen, y-eksenine paralel bir £ w
¢izin, y arttikga, L, R'ye y = g,(x) den girer ve v = g,(x)den ¢ikar, Bunlar mtw
nun y-simirlandir.

Jﬂl '|-I'P.E"|‘

e

¥y = gl{‘.l:'_'] "ten
gier 7 .—‘_H_'"""“‘“ﬁ—»},
t:m et s =
v N AT
x

¥ = gulx)ten
gikar

4.  Integrasyonun x-svmrlarimi bulun: R'den gegen, y-eksenine paralel biitiin dogrulan
igeren x-sinirlart segin (yukaridaki sekilde x = a ve x = b). Bunlar integrasyonun
x-sinirlaridar. Integral

v=galx) falx, p)
f / / Fix, y,z) dz dy dx
y=gilx) Ffilx

olur. Integrasyon sirasi degistirirseniz, benzer prosediirler izleyin. D’nin “gélgesi”
ardigik mntegrasyonun gerceklestigi son iki defiskenin diizleminde bulunur.

Yukandaki prosediir, D bolgesi, {istten ve alttan bir ylizeyle, “golge” R bolgesi de
alt ve list egrilerle sinirli oldugu her durumda uygulanir. Bu prosediir, bazi hallerde bél-
geyl basit bolgelere ayirarak prosediirii uygulamak miimkiin olsa bile, i¢inde karmagik
delikler igeren bélgelere uygulanamaz.

ORNEK1  Bir Hacim Bulmak
z=x"+3y" ve z=8-x°—)° yizeyleriyle gevrelenen D bdlgesinin hacmini bulun.

Coziim Hacim, F(x, y, z) = 1’in D tizerindeki

==dézyhdzgﬁ;di

integralidir. Integrali hesaplamak igin integrasyon simirlarini bulmak iizere dnce bolgeti 6%
zeriz. Yiizeyler (Sekil 15.28) 22 + 3> =822 - )2 veyax? +2)2 =4, z> 0 eliptikisiing
n tzernde kesigirler. D'nin xy-diizlemine izdiiglimii olan R bolgesinin sy, de i

olan bir elipstir: x* + 2)* = 4. R’nin “iist” smw1 y = V(4 — x2)/2 eprisidi ¥
y==V(4 = x2)/2 egrisidir.

'
1, B



L. 1102

fZ, 0. 4} il
=24 3yMden | i
girer B e,

=

y = -V {4 - 2)/2'den

ojrer, 4

(2,0,0)

v ="V (4 - x%)/2"den ¢ikar

SEKIL15.28  Tki paraboloid tarafindan ¢evrelenen bu bolgenin hacmi Ornek
1" de hesaplanmaktadir.

Integrasyonun z-smurlarim bulalim. R nin tipik bir (x, ¥) noktasindan, z-eksenine paralel
olarak gecen M dogrusu D’yez = X+ 3y den girer ve 7= 8 x> —vden gikar.

Simdi de integrasyonun v-siurlarint bulalim. (x, ¥)den, y-eksenine paralel olarak
gecen [ dogrusu R'ye y = — V(4 — x%)/2den girer ve y = V4 - x2)/2.’den gikar.

Son olarak integrasyonun x-simrlarimi buluruz. L, R’yi tararken, x’in degeri
(=2, 0, 0)'dax =—2'den (2, 0, 0)'da x = 2°ye kadar degisir. D'nin hacmi

=[] eayas

I
2 PN d-xY)2  pR—xi—y?

/ [ _ / dz dy dx

J=1 05— ey

2 PVl
=f / _(8—212—4}'2}6{};':{{
—3. /- d=xH2

2 4 p={4—x")2
— / [[3 " Ele}‘ v ?.};BJ clx

2 y=-\V{4 xH2
. 4 —x*_8f4-—a*Y"
i - T e~

2T 2 3/2 3y 372 2
. 4 —2V? g (a2, _aVa [t

= STT\/E. x= 2 win ¢ doniigimi ile integrasyondan sonra &



= F]

(01, 1)

EKIL15.29 Dt yiiztii ile smurli £

esinde tanimh bir fonksiyonun ii¢ katli
ini hesaplamak icin integrasyon
inirlanni bulmak (Omek 2).

15.4  Kartezyen Koordinatiarda U Kath infoqesliss

Siradaki drnekte, farkl: bir integrasyon sirasinin nasil kullamldigim
D'y1 xy-diizlemi yerine xz-diizlemine iz diisiiriiyoruz.

ORNEK 2 Integrasyon Sinirlarini dy d dx Sirasinda Bulmak
Koseler (0, 0,0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) ve (0, 1, 1)'de olan dort yiizli ile smirlt D bolgesis

bir Fix, y, z) fnnks:y-:}nunun u¢ kath integrali 1 1¢1n mtegrasyon sinirlanmni beluleym,

Cozim  D’yi xz-diizlemindeki “gdlgesi” R ile birlikte gizeriz (Sekil 15.29). D’nin fist ‘t

(sag taraftaki) sinir ylizeyi y = 1 diizlemindedir. Alt (sol taraftaki) sinir ylzey,y =% +z
dizlemindedir. R'nin {ist sinir1 z = 1 — x dogrusudur. Alt simir z = 0 dogrusudur,

Once integrasyonun y-sumrlarini buluruz. R™nin tipik bir (x, z) noktasindan y-ekse-

v nine paralel olarak gegen dogru D'ye y = x + z'den girer ve y = 1'den ¢ikar.

Sonra integrasyonun z-sinirlarim buluruz. (x, z)'den z-eksenine paralel olarak gecen
L dofrose. Riyez =Udmn gt ve 2=} — 7 en gikar.

Son olarak integrasyonun x-sinirlanmi buluruz. I, R’yi tararken, x'in degerleri

x = ('dan x = I'e degisir. Integral
I—x 1l

/f / Fix,y.z) dvdz dx ]
0 Ju x+z

ORNEK3  Omek 2 dzdydx Sirasi ile Tekrartamak

F(x, » z)’yi dort yiizlii ile simrli D bolgesinde dz dy dx sirasi ile integre etmek i¢in adimla-
rl asagzdakl gibi diizenleriz.

Once integrasyonun z-stmirlarini buluruz. xy-diizlemindeki “goélge” nin tipik bir
(¥, ¥) noktasindan z-eksenine paralel olarak gecen bir dogru D’ye z = 0'dan girer ve
denklemi z = y — x olan tist yiizeyinden ¢ikar (Sekil 15.29).

Sonra integrasyonun y-smirlanni buluruz. xy-diizleminde, z = 0, dortyiizliiniin egik
ylzeyl diizlemi y = x dogrusu boyunca keser. (x, y)'den y-eksenine paralel olarak gecer
bir dofru xy-diizlemindeki gdlge’ye v = x’ten girer ve y = 1'den cikar.

Son olarak integrasyonun x-sinirlarim buluruz. Onceki adimdaki y-eksenine paralel
dogru golgeyi tararken, x’in degerlerix =0dan (1, 1, 0)da x = 1’e degisir. Integral

L gl oty
/// Flx, v, 2) dz dy dx,
1 S

olur. Ornegin, F(x, y, z) = 1 ise

olur.

bulunur.

b



1110 Biliim 15: Katl integraller
2 Ayni gekilde L, y-ekseni veya z-ekseni ise

Iy=[//.(x3+zl]ﬁdV ve fz=[/(xz+y2)5dff'.
D 5

buluruz. Ayni sekilde, koordinat diizlemlerine gore birinci momentleri de elde edebili-
riz. Ornegin,

| Vil + M., = /f/xﬁ{;x,y, z) dV
. e

v Integrali vz-diizlemine gore birinci momenti verir.
Bélim 15.2de diizlemsel bdlgeler i¢in incelenen kiitle ve moment formiillerine ben-
zer formiiller Tablo 15.3° te Hzetlenmistir.

SEKIL15.31  d¥"den koordinat diizlem ve
cksenlerine uzakhklar, TABLD15.3  Uzayda, kati cisimler icin kiitle ve moment formilleri.

Kiitle: M = [//ﬁ dV (6 = 8(x, v, z) = voZunluk)
4

Koordinat diizlemleri etrafinda birinci momentler:

M}E=ﬂ/x8dV, MH=/-//y3a'P’, M, = [/z&dV
D D

Agirhk merkezi:
Mz

M: YT

" Mg
S A

Koordinat eksenleri etrafinda eylemsizlik momentleri (ikinci momentler):

L;://* (y* + 2%) 8 dV
Iy=//(xz+zz)ﬁdlf’
T = //f{xhrﬁ)ad;/

Bir L dogrusu etrafinda eylemsizlik momenti:

I = M re8dv (H{x, . z) = (x. », z) noktalarindan £ doZrusuna olan uzaklik)

- Bir L dogrusu etrafinda jirasyon yaricaps:

Rf_. = N/ I,_ij

ORNEK 1 Uzayda Bir Cismin Kitle Merkezini Bulmak

Alttan, z = 0 diizleminde R: x* + y* = 4 dairesi ve {istten z = 4 — x> — ? paraboloidiyle
sinirls, sabit & yogunluklu cismin kiitle merkezini bulun (Sekil 15.34).



¢ Cozlim Simetriden dolayi, x = y = 0’dir. 2’yi bulmak igin, énce M. yi hesaplarz:

z=d—x 7 ; _nNz=4—x"-)7
M., [// zﬁdzdwirzﬂ{%} 8 dy dx
z=1
R
_ 0 2 242
= 2‘/](4—1 — y*) dydx
R

L / (4 — r2)2pdrde Kutupsal koordinatlar
2 1] ]
2 =2 2ar
5 [ 1 G 168 27
_ @ _..:{4_r)} ] e e )=
2/1' 6 F=0 3 0 3
s Bir cismin kiitle merkezini Benzer bir hesap]ama

nek 1).

M= [H Bfizdyir—gwﬁ

verir. Dolayisiyla. z = (M,/M) = 4/3 olur ve kiitle merkezi (x,y,2) = (0,0, 4/3)
bulunur. -

Kati bir cismin yogunlugu sabitken (Ornek 1’deki gibi), kiitle merkezine (Bolim 15.2'deki
iki boyutlu cisimlerde oldugu gibi} cismin merkezi denir,

ORNEK2  Koordinat Eksenleri Etrafindaki Eylemsizlik Momentini Bulmak

Sekil 15.357de gosterilen, sabit 8 yogunluklu dikddrtgen sekilli cisim igin /., 1, ve I,’yi bu-
lun.

ry

{bziim Yukanda verilen /. formili

b2
1, _/ / (;ﬁ + 2%) 8 dx dy dz.
—ef2 JS—h/2 S —ai2

Blogun verir. (37 + 29)é™nin x, ¥ ve z'nin bir ¢ift fonksiyvonu oldugunu gézlemlersek, integrasyon: q
sk iginin birazindan kurtulabiliriz. Dikddrtgen sekilli cisim, her biri bir bélgede olmak tizere,:
sckiz simetrik parcadan olusur. Integrali bu par¢alardan biri iizerinde hesaplayabilir ve
toplam deger: bulmak i¢in 8 ile carpabiliriz: |

: hi2 ef2 il 5
18.35 Buradaki blok igin 7, I, ve L= / / / (v* + z) Sdxdydz = 4H5f / (v? + z%) aﬁf&' |
: : i (

ibulr ¢ Orijin blogun merkezindedir |

nek 2 2 v=R72 ; :
i =4u5f J-—-—f—z%yj dz R
3
S0 =0

Ayni sekilde,
L=M@+e) v p=3L

olur.
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14.5 JUC KATLI INTEGRALLERDE BOLGE DONUSUMLERI
N xyz koordinat sistemindeki bir G bolgesi
Fx=g(u.v,w}

y=hu,v,w)

e

2= k(u,v,w)

bolge doniigiimii ile bir D bolgesine doniistiiriildiigiinde, xyz sistemindeki
AViyy,y hacim elemani ile uvw sistemindeki AV, hacim elemam arasinda

ﬁv{{vﬁ} e |"r|‘ﬁ{ww}

bagintis1 vardir. Burada

_ a(x,y,z)
a(u,v,w)

J

olup donligiimiin jakobiyenidir. Buna gére

I[ff{x.y,z) dxdydz = ﬂfFfHa,h w)|J | dudvdw
¢ D

olur. Burada F(u, v, w), fix, y, z) ifadesinde x, y, z yerine u, v, w cinsinden
degerleri yazildiginda elde edilen ifadedir.

Ug boyutlu uzayda iki tane énemli bélge doniisiimil vardir. Simdi bunlar vere-
lim.
KURESEL KOORDINATLAR

xyz uzaywnda bir P(x, y, z) noktasi verilmig olsun.

P noktasmin orijine olan uzakhg p, OP dogru pargasimin Oz— ekseni ile po-

zitif yonde yaptig aciuin ol¢lisii 6 olsun. [OP] dogru parcasinin xOy diizle-

mindeki dik izdiigimii [OP7], ve [OP’] dogtru par~asimin Ox— ekseni ile pozi-

tif yonde yaptig1 a¢inin Slciisii ¢ olsun. "
| OP”| = p sin 0 "

oldugundan

(x= psinBcosg

2N

y=psin@sing
(2= pcosB

X

olur. Boylece xyz- koordinat sisteminden p 6 ¢ — koordinat sistemine bir bblge
doniigiimii elde edilmig olur. Bu durumda P noktasinin p 0 ¢ — sistemindeki ko-
ordinatlart (p, ®, ¢) olur. Bu sayilara P noktasimin kiiresel koordinatlar ad _
verilir. Su halde kiiresel koordinatlar bir uzunluk ile iki a¢1 dlgiisiinden olusmaktadir
ORNEK : Kartezyen koordinatlan P (3,,/3,2) olan noktanin kiiresel koordi-

natlarim bulunuz. 164



(oziim :

x* +y? + 22 = p?sin® 8 cos® @ + p? sin? B sin® @ + p? cos® @
= p? sin® O (cos? @ + sin? @) + p* cos? O
= p* (sin” B + cos* 0) = p°

olacagindan 9 +3+4=p? = p=4 olur.

r=pcostl = 2=4cos8 = CGSB:% e ﬁﬁ_%
¥ 1 b3
=1 — = - —
& ang = #;“-3 tanqu,-,tp 6

bulunur. Buna #6re P noktasinin kiiresel koordinatlar (4, ﬁ{ %) olacaktir.

ORNEK : Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi z? = x* + y* olan
koninin kiiresel koordinatlar sistemindeki denklemini bulunuz.

Coziim : x, y, z koordinatlarimin kiiresel koordinat sistemindeki degerleri denk-
lemde verine yazilirsa

p? cos® O = p? sin® O cos? @ + p? sin’ O sin® @ = p? sin® O = |cnsﬂ| - Jgjnf—}|

= = % veya 0 = S—f— olur. 8 = % koninin iist vanisinin, 6 = §4£ koninin
alt varisimin denklemudir (vandaki sekil).

Genel olarak, 8 = a denklemi, ana dogrusu z— ekseniyle a kadar a1 vapan
koninin denklemidir.

ORNEK : Kiiresel koordinatlar sistemindeki denklemi p = 3 olan yiizeyin
kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemini yazimz.

Cozim: p=3 = p2=9 = x2+y1+32=

olur, Su halde p =3, yancapi 3 olan merkezil kiirenin denklenuidir. [

Integrasyon bélgesi a yangaph merkezil bir kiire oldugunda p nun simrlan
O dan ¢ yakadar degisir. 8, 0 dan m ye kadar degistiginde bir yar: daire olu-
sur. Bu yan dairenin Oz— ekseni etrafinda 2x kadar dondiiriilmesiyle tam kiire
meydana gelir. O halde g nin ("dan 2n ve kadar degismesi gerekir. Bu durum-
da a yancapl bir merkezil kiire i¢cin kiiresel koordinatlar

L

O<p=<g, O=O=<n, Osg=<2x olacaktr.

}I

Kartezyen koordinatlardan kiiresel koordinatlara gecildifinde doniisiimiin
Jakobiyeni

X i = dix,yv.z) o
a(p.0,9)

sinfcosp pcosBeosp —psin@sing

sinfsing pcos@sing pPsSINGCosE

cos® - siné 0 165



olur. Bu determinant agilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
J=p?sing
bulunur. Buna gore

[I[ rexy.2ydxdydz= [[f F(p.6.0)p2 |sin6|dpdode
G D

yazilabilir. Burada F(p,8,) , f(x,y, 2) ifadesinde x,y,z yerine p,0,@ cinsin-
den degerleri yazildiginda elde edilen ifadedir.

ORNEK : G integrasyon bolgesi, listten x* + y* + z2 = | kiiresi, alttan

7= 1i/r(gn:3+ yz) /3 konisi tarafindan siirlanan bélge olduguna gore
e jff dxdydz
G
integralini hesaplayimz.

Coziim : Integrasyon boélgesi yanda gosterilmigtir, Sozkonusu bélge igindeki bir
noktanin orijine olan uzaklig: 0 ile 1 arasinda degigir. Dolayisiyla 0 < p=1 dir.
: Zira kiirenin kiiresel koordinatlardaki denklemi p =1 dir.

w B il o
z-y,.(x +y )/‘3 = 3z =x°+ y* =
3p? cos? B = (p? sin® O cos® @ + p? sin? O sin? @) =

o 3p? cos? B = p?sin? @ = tanﬂ=,,f§ = H:‘f
}.‘ -

olur, (Integrasyon bélgesinde z= 0 dolayisiyla cos 8 20 olacagina dikkat edi-

niz). O halde koninin kiiresel koordinatlardaki denklemi 6 = £3?-’_ dir.

Buna gore 0 min simrlan 0 <0 < % olacaktir.

{(p,ﬁ) = pxl, D=8=< E] bélgesinin integrasyon bolgesini olusturmas

3
iy igin - Oz— ekseni etrafinda 2x kadar donmesi gerekir. O halde 0 < ¢ < 2n
olmalidir. Buna gore
x Fid
| @ ]
t= [ f fpaz.sl-nﬁﬂdpdﬁdqﬂ—? f [ sin6d6dg
0 6 0 0
17 g 3L 3 7
e s B = —-— 4] i bulunur.
' aﬂfms e 3( > +1)2m==
¥

ORNEK : G integrasyon bolgesi, 22 + 2+ 22 =4 ve 22+ v* + 722 = 16 kiireleri
arasinda kalan bolge nlduguna gore

b ] =
 eyies)

( 2+y3+z

166

integralini hesaplayimnz.



SILINDIRIK KOORDINATLAR

!

i .."‘ M{I::F:;E}

(oziim : Kiiresel koordinatlara gegilirse
M A4 ol
f f o |5m3§! o
2 (p2)

4
[ sin® - dpdddy
5 P

=

I

Il

J
/
/

7 i % 7
sin@1np |2dﬂd¢:: In2 [ [sin6ddep
{ 0 @

s 7 i
= ~n2 fc_lasﬂ [.:] dp=21In2 fdﬁlp =41n2
R/ 0

bulunur.

xyz koordinat sisteminde bir M(x, v, z) noktasi alahm. M noktasimn xOy
dizlemindeki dik izdiisimii M, ve M, noktasimn xOy— diizlemindeki kutup-
sal koordinatlart (r, ) olsun. Buna gére

[ x=rcos
3 y=rsing
| Z=2

olur. 7, @,z koordinatlarina M noktasinin silindirik Koordinatian denir.

5 cosp -—rsing 0
39,7}, _ sing rcosg Of=r
a (ri @ﬁiﬂ ﬁ U 1
oldugundan

jff Jix.y.z)dxdydz = f jf flreose,rsing, z) rdrdpds;
G D

olur,

Integrasyon bilgesinin bir silindir parcasi olmas: halinde silindirik koordinatlari
kullanmak yararhidir.

ORNEK : Silindirik koordinatlar yardimiyla

¢ Jxtey?

l_-fi_v - 1.*
= f [ [ zdudxdy
i ,.fm U

integralini hesaplayimiz.

Coziim : z=/x*+y? koni, x=F /2vy—y% = x*+(v—1)*=1 dairesel silindir

;;;;;

bolgedir. Bu bilge yandaki sekilde gdsterilmistir.



z=/x*+y? nin silindirik koordinatlardaki denklemi z =7, x2 +(y—1)*= 1
silindirinin silindirik koordinatlardaki denklemi » =2 sin ¢ dir. Buna gore
.?I 251111;?:! r 2sing 1 . 2sing
[ = f zrdzdrdp = f f | rdrdgp = [ 13 drdg
ﬂ r= E} z=1 r={ 0 0
[ A i 2sing ik
= E{:}[r " dfp=2_f51n @dy
0
: | —cos2p
:26{(51114;0) 2[( ; ) dp
] s
= — [(1 = 2cos2¢ + cos*20 ) dp
26
L 71 | + cosde
= — 1 - +
> ﬁ[ ( 2¢c082¢ 5 )dgp
R 3
= — = p- = S el
5 ( 2 sin2¢ 511144;;1) [ 4 =7
olur.
ORNEK : Birinci bolgede, x* +y? =4 silindiri ile z = =4, y=0 ve

y = x diizlemleri tarafindan sinirlanan bolge lizerinde
L= [[[ xyzdxdydz
G

RN DREAPYRY L,

Coziim : Sﬁzkﬂnuqu bolge yanda verilmistir.

4 24
= /4{ | reos @ rsin gz rdzdrdg
g 0 0

% 9 2 4
= /4 i # cos @ sin @ = 5 drdg
0 0

0

n

o /o

sin® @
2

E{JE @ s @ dg = 32 _f sin @ cos @ dg
0

o2

- 15(%-) =8 168

T
4

=32

0
bulunur,



AGIRLIK MERKEZININ BULUNMASI

G bilgesine yerlestirilmis bir cismin (x, , z) noktasindaki yogunlugu o (x, y, )
olsun. Iki katl integrallerdeki diisiinceyle, agirlik merkezinin koordinatlar

= I R : I ki
b= &// X0 (X, ¥, Ddxdyvdz, ¥= ) f j | yo (x.v.2)dxdydz .
3 f ” o(x, yozpdxdydz

2
olurlar. Eger cisim homogen, yani o (x, y, z) sabitse yukanidaki ifadeler

" 1{_ “ . %{”1 drdydz, 7= %_{;ﬂ‘z:ixw'}'dz Ffmk!f:;

e = i

ORNEK : z= f:-?.'i ~x2-y? y? yan kiiresiyle z =0 diizlemi tarafindan sinirlanan

cismin yogunlugu, her noktada o noktanin kiire merkezine olan uzaklif ile oran-
tili olarak degigsmektedir”Bu yan kiirenin agirhk merkezini bulunuz.

Coziim :
5 V25-x2 [25-x2-yd
M= f j fi’c ;f_lr:z-l-_'y'2+z2 dzdydx

¢ Y o7 e S

% 2 3
= [ [ [kop?|sin6|dpdodp
R ]
174




625 7 } 625 , 7 z
=k.T[}f d{smﬂdﬂdqt*:md—k!{—cﬂsﬂ) " dg
0
_ 625 _ 625
T kﬁ{d@’“ 5 Tk
oldugundan
= ] f —
$ '"'j,f_gfzkﬁ x%+y?+ 7% dzdydx
g = 57 ¢
= 2
6251k c-f nf [f pcosBk p p? |sinb| dpdodg
s
, 2 08
= EZSHJJ?‘ cos 8 sinBdBdp
s
1 7 ¢ 2 F1 ., |7
:Enf Jsmﬁcﬂsﬂdﬂd@—;f Esmze do
. ; "
T
1
= ffftp——m‘

dir. Cisim simetrik oldugundan x=y =( dir. O halde cismin agirhk merkezi
(0,0, 2) noktasidir,

ORNEK : x=0, x=1, y=0, y=1, z=0, z=| diizlemleri tarafindan simr-
lanan kiip i¢ine yerlestirilen bir cismin her noktadaki yogunlugu o noktanin
x Oy diizlemine olan uzaklifiyla orantilidir, Bu cismin afirlik merkezini bulu-
nuz.

Coziim :
i £ 3
M= ﬂféfnszd{.dydx kjfi-‘ dydx
8l
k o[op Bod o, & 12,172, 303)
= — dy=— dy=— L
2 u[ﬁfdy 2 nf}’ I{J 3 ............ S
olur. o {1
i,-jffxcru.y 2)dxdydz “%Jﬂfﬁkazdydx
L 9 3
=2nfﬁf% ‘Lxdydx=dfﬁfxdy¢.{x:5.
175

bulunur. Benzer sekilde y= % oldugu gisterilebilir,



[ 5 | avin=2 [ Jae-2
=2 et dydx =it d}’u‘.’iﬁ.’ = —
bg >0 3§ 6 3
olur. O halde cismin agirhik merkezi ( ; Hg i ) noktasidir,

EYLEMSIZLIK MOMENTI HESABI
(x, ¥, z) noktasindaki yogunlugu o (x, v, z) olan bir cismin koordinat eksenleri-
ne gore eylemsizlik momentleri

= ”,‘ (¥* + z°) o (x, ¥, 2) dxdydz
&

= j{ { {,:r"? + =2} o (x. ¥, 2) dxdvdz ,
S

(O ,‘” (x* + v*) 0 (x, y, 2) dxdvdz .

o at u ot

&
orijine gore eylemsizlik momenti

L= ”f (x* + ¥ + 7)) o (x, v, 2) dxdvdz

C R
]
L

olacakur, Ciinkii bir A(x, y, z) noktasimin Ox— eksenine olan uzakhgimin karesi
v? + 72, Oy- eksenine olan uzakh@mm karesi »2 + z2 , Oz— eksenine olan
uzakhginin karesi x* + y*> ve orijine olan uzaklifinm karesi x>+ y2 + 72 dir,

Eksenlere gire tammmlanan eylemsizlik momentlerine benzer olarak, koordinat
diizlemlerine géire de eylemsizlik momenti tanimlanabilir. Bir A(x, v, z2) nok-
tasmnin xOy— diizlemine olan uzakligi |:z:- , X O z— diizlemine olan uzakhg | y| "

y O z— diizlemine olan uzakligi |x| oldugundan, s6zkonusu diizlemlere gore
eylemsizlik momentleri sirasiyla

.= ﬂf z* o (%, ¥, ©) dydvdz
G

it |

f” Voo (x ET dxdydz

G

L= [/
]_'r'.?; 29 “‘ Xo (X, ¥ 2) dx dy dz
s

olacaktir.

ORNEK : Taban yarigap: 4, yiiksekligi 3 birim olan bir dik dairesel silindirin,
taban diizleminde bulunan ve tabanin merkezinden gecen eksene gore eylemsiz-
lik momentini hesaplayiniz. Cisim homogen olup & (x, vy, z) = 1 dir.

(Ciziim : Silindirin ekseni olarak Oz— eksenini ve tabanin merkezinden gegen
eksen olarak da Ox— eksenini secelim. Problem sézkonusu silindirin Ox— ekse-
nine gore eylemsizhik momentini hesaplamaya indirgenur. Buna gére 176



4 ]ﬁ .:uci
L= | f (¥2+22) dedydsx
—4 flﬁ. _ 5% B

olur, Silindirik koordinatlara gegilirse
2 4 3 2r 4
=f ff(r'z.sin2¢1+zl)rdgdrd¢= f rf(3r3sin3¢}+9r)dri£i¢?
0 0 0 o 0
=, j’xi *sin?. +£1\'*1 |‘gL = ﬁlﬂzsinz +?2)a’
uﬂ 2 rrsme@ 2 ndﬁi?—ﬁ - @ ag

2 :
- f(mz '*‘?52‘” +?2)d¢}=95(m~—-1£-sin2qu)+‘?2qu |?

()

= 192n + 144n = 336m

olur.

ORNEK : x=0, x=4, y=0, y=3, =0 ve z=2 diizlemleri tarafindan
simrlanan dikdértgenler prizmasinin her (x, y, z) noktasindaki yogunlugu
o (x, y, z) = z dir. Bu cismin orijine gore eylemsizlik momentini hesaplayimiz.

Coziim :
4 5 2
to= | [ [(w+y+2%) s

0 0 0
4 30 5. o222 f

=éfﬁf_(x+y]2+;1 D 2
f 4 2(_x'2+y1)+4]dydx
B O - i ] .
4 3 i Es

= f (h'zy+%y3+4}*) dx
0 0

4

J(6x2+30) dx=(2x3+30x)

Il

olur.
248 177



HACIM HESABI

L ]

¥

f fonksiyonu B bolgesinde siirekli ve pozitif tamimli ise

El flxg, yo) A4,

ifadesi, taban alam AA, , yiiksekligi f(x, y;) olan dik pirizmalarin hacimler
toplamidir. Eger B bélgesi pargalanmanin normu sifira gidecek sekilde parcala
nirsa bu hacimlerin toplami, z = f(x, y) denklemli yiizey, B bolgesi ve B bilge
sini taban kabul eden dik silindir arasinda kalan bélgenin V hacmine esit olur. St
halde,

7= ([ f(x, y) dxdy (14 4)
.
olur.
ORNEK : z=9-x%-y? paraboloidi, x O y diizlemi ve x*>+ y*> =4 silindir
tarafindan simirlanan bolgenin hacmini bulunuz.
Coziim : S6z konusu bolge yanda gosterilmistir. B integrasyon bolgesi
x* + y* 54 dairesidir.

V=[] fx,y) dxdy = [[ 9~y ddy
B B

.?I
21
=j f{ 9~ r?)rdrdyp = 4f f(gr— *)drdp
0 % y )
=4Uf(§’"L *““)L} R LT |

= 281 binmkiip.

ORNEK : : = y* silindiriile x=0, z=0, y=-1, y=1 ve x=1 diizlem
leri arasinda kalan bélgenin hacmini bulunuz.

Coziim : B bolgesi, x=0, x=1, y=-1 ve y=1 dogrulan tarafindar
simirlanan bolgedir. Buna gore,

B 0 -1
1l | P l
26['5}!3\*1&-"?{5[&
_2
8



ORNEK : z=4—x*—? paraboloidiile x O y diizlemi arasinda kalan bélgenin
hacmini bulunuz.

Cozim : Verilen paraboloidin x O y diizlemiyle arakesiti x2 + v2 = 4 cem-
beridir (z =4 —x*—y* denkleminde z=0 konularak bulunur).

O halde integrasyon bolgesi x* + y?> =4 ¢emberi tarafindan sinirlanan dairesel
bélgedir. Buna gére

2 a2 7 2
Ve fleaay= [ [ (4=xi~y)ds= [ [(4-r)r drdp
B & L o a0 0

L1 % /1
=4ff(4r-—r3)drd¢;:4jz(z-r3-§) ‘Edq;:]ﬁfdgwﬂﬂbﬁ
0 0 0 - 0

bulunur.,

ORNEK : z = ¢ yiizeyiile x Oy diizlemi arasinda kalan bélgenin hacmi-
m bulunuz.
Coziim : Istenen bdlgenin hacmi

V= [ [e Y axdy

genelestirilmis integralidir.

Vs fe“‘g f&‘_:”id}?ﬁfx= Fe"xldx f'f"idy]
e S — —o

birimkiip olur. 150



w1+ cosg 27

.......,..II_. - :...}'_ ; 15 2008
_2mkﬁf j reos@drdy ‘me (1 + cosg)“cos@de

0
[ &
g A ; 2 23
AT ﬁf(cm@+2mb @ + cos :;a)d.;o
ikl P e
—ﬁ{if [casrp+(l +EGSE¢J)+(1 sin qa)ms-;z}‘dm
£ 51n¢9+rp+-|—51n2q:+bmqa Ism @ H:L.2R=l
T an 2 o 47 2
bulunur.
22 1+ cosg ,
T | e SR
4 =ﬁff}’ G (x,y)dxdy = Euf ﬁ[ rsing - rdrdgp
AT i
— e ; 2 COS( I I 7
= S0 ﬁfsmqu 7 |0 do a ;f,l sing (1 +cosg)“de
—1 (I+cos@) (& 7 7 _
a4 3 L_] 6 - 6 =4

olacagindan, agirhk merkezi (% ~U) noktasidir,
DONEL CISIMLERIN HACMI i

8, a b x

Simdi B={(x,y):asx=<b, glx)<y=<fix)} bilgesine yerlestirilmis bir ho-
mogen levhanm bu bolgeyi kesmeyen bir 4 dogrusu etrafinda dondiirliimesiyle
meydana gelen donel cismin hacmi ile bu bélgenin agirhk merkezinin koordinat-
lar1 arasindaki bagintiy1 bulmaya ¢ahigalim. B bolgesinin alam A olsun. Donme
ekseni olarak v— eksenini secelim. Silindirik tabakalar yéntemnine gore, B bol-
gesinin y— ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle meydana gelen donel cismin hac-

mi
b 1)
V= _['?m:[f(x} g(.l:)].:ix 27 [x| [ dy|dx
t gy
b fix)
=2n [ [x dydx=2n ff x dydx =21 XA
a g1ix)

olur. 2mx ifadesi, B bolgesinin agirlik merkezinin ¢izmis oldugu ¢cemberin ¢ev-

re uzunlugu ve A, bdélgenin alam oldugundan, gu teoremin bir 6zel durumu is-
patlanmistir. 156



[ Blrmcl Pappus Teoremi)

Duzlemﬁal bir B bolgesi, kendisiyle ayn diizlem iginde bulunaﬂ ve B nin
iginden geemeyen bir eksen ‘etrafinda ﬁﬁndﬁm]dugunda meydana gelen do-
nel cismin- V- -hacmi, B bolgesinin alan ile B bélgesinin agirhk merkezi-
nin ¢izmis oldugu f;ﬁmhcnn cevre uzuniugunun garpimna esittir, Buna gore
B bolgesinin alam A, agulik merkezinin donme eksenine ﬂl:an‘ uzakligt 7
1se.. .

Agirlik merkezinin
cizdigl cember .
Vs2xr. A

olur,

Eger donme ekseni y— ekseni ise r = ¥ olacagindan
V=2mx.A

olur, Eger dnme ekseni x— ekseni ise r=7y olur. Dolayisiyla

<
I
ol

Zmy . A

ORNEK : y o= 13 Ve Y = \/? egrileri tarafindan sinirlanan bélgenin x— ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

Coziim : V=2::.§A:2:m.i~f y dxdy
R

.ir ﬂ'f{x x%)dx = 5ﬂh3

—anfydydx :ez[ w0

olur.

ORNEK : r=a (1 + cos ¢) kardiyoidinin iist yarisi ile x— ekseni arasinda ka-

lan bolgenin x— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmmni
bulunuz.

Coziim : Soz konusu bélge yanda gosterilmistir.
V=21 ﬂ’}r dxdy = 2?£ffrsm§ardrd¢p
B B

I  al(l+cosg) =
LK ' - VI > all + cosg) _
=2 f f r*singdrde = Tf? o S @de
£ 0 0
; 3 ® B

2 ity ol “*—‘{I f{l+cnsrp) sin@de =- ‘ =§:-'m
e i A S e e 0
7 2e ¥ ]57

bulunur,
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