TANIM

ORNEK :B={(x,y):1sx<3, 0<y<4) bolgesi tizerinde flx, y) = 2xy?

AR Fdsel fonksiyonunun iki katl integralini hesaplayimiz.
‘B kapali ve smirh bir bolge ve f bu bolge tizerinde tamiml bir fonksiyon

Isun, B bilgesinin bir P={ B, ,B,,... ;alanmasi verildiginde, -3 ¢
olsun. B bilgesinin bir {B;,By...,B,} pargalanmasi verildiginde Céziim : fff(X. ke f fln’jdxdy:f
B 01 0

by
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| Qxy:"dx] dy
AA, , B, bolgesinin alamim, (x;,yp) da B, bolgesinin herhangi bir nok- !

tasini gostermek iizere
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: ' ol 1 ¥ x
olur. Integrasyon sirasim degigtirerek; yani dnce y, sonra x degigkenine gore
Eger i integral alinirsa sonug defigmez. Gergektcn
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”;ﬁng f(xk;yk)M ff(t YdA = [2xy3a’wzx [ [2xydy | dx
I 0 0

limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun B {izerindeki iki kath integrali
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ORNEK 1 Iki Katls Bir integral Hesaptamak
fey)=1-67y ve RO=x=2-1sy=1igin [f f(x,y)dd’y hesaplaym.

ile gésterilir. ‘ﬁx.-y)' ifadesine integrant, B bdlgesine de integrasyon hijl-
gesi denir,

{Iimnu Fubini leuruum ‘ Cozim  Fubini teoremiyle, *

B= {(x yiasx=b, csysd} ve f:B— R fonksiyonu siirekli olsun.

1 p2 1
S | [[rena= [ [o-staa- [ -2 0
bl d di b R

fff(x.y)dA=f[ff(x»y)dy de= | ff(x.y)aix]dy
] a |le

& (4]

I
L S Sl ¥ = [1(2 - 16p)dy = [2y - Syz}_l_] =4

" Bu teoreme gore, ;ntcgrac,yon bo];,em bir dlkdorigensel bolge oldu Zunda integra- i :
tie sireas delistitilebilir. : bulunur. Integrasyon sirasim degistirmek de aym sonucu verir:

) —— B /](1—@;2 ) dy dx = / [y = 3x»?P2!, ax
i = / [(1 = 3x?) — (=1 — 3x%)] dx
0 ‘ 2 x ?

i 2
ORNEK:B={(x,y): lsx<3, 0sy=<4} bolgesiiizerinde flx,y) = 2%y’ = | O =i
fonksiyonunun iki kath integralini hesaplayimz. 127 0 '
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ORNEK : B bilgesi y = x>, y=2x> parabolleri ile y=4x dogrusu tarafindan
sinirlanan bolge olduguna gore flx, y) =x+ y+ 1 fonksiyonunun B iizerindeki
integralini hesaplaymz.

Problemin degisik cozumleri mevcuttur.

Cozum 1)
2
2 y=x —9y2
“y y=2X Ay y=2X “y
y=4x
P
By
X X X

Sorulan integral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=B;+B, oldugu aciktir. Dolayisiyla B; ve B, yi hesaplar sonra
P= B;+B, hesaplariz.

1= [f fxyyaa+ [f focy)da Vi
B, B, w A

Jl}'
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Cozum 2)

_9y2 y=X _a2
A y V—ZX . A y y—2x A y y:)(2
y=4ax
P M
X X X

Sorulan integral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=M-N oldugu aciktir. Dolayisiyla once N ve M yi hesaplariz sonra

P=M-N yi hesaplariz.
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Cozum 2.b)Yukaridaki integralde integral sinirlarini degistirerek once x e sonra y ye gore integral alarak da hesaplayabiliriz.

Ay X:Jy 2 X:\/y ‘Ky X= ly/2 Iky X=\/§
v/ x=y/4
P M




yB xyra y=16 x=y/4

N=[  JOcry+Ddxdy,  m= [ [(x+y+Ddxdy,  N=13.8667, M=1002667, P=M-N=86.4
y=0 x=y/2 Vo xyy
Cozum 3)
2
y=X
4y y=2x> “y y=2
y=4x y=4x
J
> K
X X

Sorulan integral Q alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=K+J oldugu aciktir. Dolayisiyla K ve J yi hesaplar sonra
P=K+J yi hesaplariz.
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‘Bir mtegmlda once hdngi degiskenin diferensiyel; yazilmigsa Onee 0

deffigkene gore integral alinir. f(x,y) ifadesine en yakin s mrlar bnce difer-
| ensweh yazﬂan degiskenin sinirlandir, i

i
8 ol R Rl

TEOREM 142

{lkinci Fubini Teoremi)
i, v |a b] = R fonksiyonlan siirekli, Yx € [a, b] icin u(x) g v(x) ve

B={(xy):a s;s: < b Wx)su(x) } olsun. f2B-»R fonksiyonu siirekli
1se |

e e e T T e e T

b PL‘J

ff fle)a

dir, L
o5 ot e A I ittt il

i) dyds -

a uﬁr}

Teoremde stzil edilen B« bilgest yandaki gekilde gosterilmistir. Boyle bolgelere
diigey hasit bilge adi verilir, Boyle bir bolgede diigey olarak gizilen her dogru
pargastnm (st ucu y = v(x), altucu y = u(x) egrisi iizerinde bulunur, Bu dog-
runun biitiin bolgey! taramas igin x = ¢ dogrusundan baglayip x = b dojrusu-
na kadar hareket etmesi gerekir.

Benzer olarak, D={(x,y):c<sy<d, g(y)<xsy(y) } bolgesi tzerindeki

Integral by
‘ d )
|| fayyda= [ | fxy)dvdy
n : g g
igiminde hesapanebili. — 2

diisey basit bolge

i |
y=x"+|

D bolgesi tipindeki bolgelere yatay basit bélge adi verilir. Béyle bblgelerde ya-
tay olarak ¢izilen dogrular x = g(y) ve x =1(y) egrilerini birer noktada keser.

ik

&

O yatay basit bolge X
ORNEK : B={(x, v): 0=x=<3, 2x=sy=<x*+ 1} bblgesiiizerinde
i{“ 2y
H.I (x+ 1)2 integralini hesaplayimz.

(Coziim : Verilen bolgenin grafigi yanda verilmistir. Buna gére

3 ¥+ 3

dA:ff 2 dydxzf =

5 3 [+ 1)? q G+ 1)?

4y

2 .:rz+!

3
~ f{x3+ 1)2— 4x

0 (x+ 1)2

? f[;r?ﬂ—zx){,x P2+D)
(x+ 1)*

olur.

{(.r-—l:ﬁ dx=1 (17 | = =3B+ 1)=3

\ IL'I: —.15['

ORNEK : B bélgesi y =% ve x=)? parabolleri tarafindan simirlanan bolge
olduguna gore

[ dxdy
B
integralini hesaplayiniz.

Coziim : Verilen bblge yanda gosterilmistir. 4y v

N 1 JJ: ] %
[fdxdy = [ [dvax=[y]', ds
B 2 g 4

olur.

ORNEK : B bolgesi, birinci bélgede y = 4x2, y = x2 parabolleri ile y = 1
dogrusu tarafindan sinirlanan bélge olduguna gére

I=[[ (x+y)dA
i

integralini hesaplayiniz.



Cozim : Sozkonusu bolge yandaki sekilde gosterilmistir. Bolge yatay basit bol-
ge nldugundan dnce x degiskenine gore integral almak gerekir.
!

il
[ +xy
S =

_l'
II-I. }I A .!'- & 1

‘] ) {I e }l‘i"{'d"ﬂ d}’ i y=4yd  yERE
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o (g b oa S.a. 1 an
_Uf(g}+2y )d}! 167 +51 ‘{}
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Vo

bulunur. 4 .
ORNEK : /= f f xy dx dy integrali veriliyor.
4 Wi

(a) Integrasyon bilgesini ¢iziniz.
(b) Integrasyon strasim degistiriniz.

(¢) Integrali hesaplayimz.

¥

(H)I=1@ = j?=.?f2, I=%
Bu egriler ve dodrular ¢izilirse yandaki sekil elde edilir. Integrasyon sinirlarina

dikkat edildiginde, mntegrasyon bolgesinin tarah bélge oldugu goriiliir,

Coziim : = y=2x, y=0 ve y=4 tir.

(b) Once y degiskenine gore integral alalim. Bélge i¢inde y eksenine paralel
bir dogru ¢izildiginde, bu dofru parcasimn alt ucu y = x? efrisi, iist ucu y = 2x
dogrusu iizerindedir. Bu nedenle y nin sinirlant x* ve 2x dir. Bolgenin en sol-
unda bulunan noktanmn apsisi x = 0, en saginda bulunan noktanin apsisi x = 2
oldugundan, verilen integral

2 %
I=f fxy dy dx
D 2

(c) Integrasyon sirasinin degigmesi integralin degerini degistirmediginden, inte-
grallerden herhangi biri hesaplanabilir. Son integrali hesaplayahm.

biciminde de yazilabilir.

& o .
= [ [odyde= [ -

0 52 0

: 3 .3':75: _2 4 Ih 2_ 06
=[-! (?_1: —?)fﬁ’f—zi -TE‘ |{21 E

olur.

Limit ve toplam semboliiniin 6zelikleri gbzoniine alindifinda asagidaki 6zelik-
lerin varhg kolayca gosterilebilir, Buradaki f ve g fonksiyonlart B iizerinde
surekll fonksiyonlardir, 140

4
_ ({3 I
_.[3[(5,1:4+1: + x ) + {("EI —X" +]LIE+4I)

(1) Her ¢ sabiti igin

Jf cfxyda=c [f fay) da
B B

dar.
@ [fep+gey)]da= [[ fayda+ [ ga.yda .
B B B

(3) B, ve B, , arakesitleri, en fazla bir egri pargasi olan iki bolge ise

JI fixyda= ff flx,y)dA+ f [ fix.y)da

H]UBE
drr.
(4) Her (x, y) € B i¢in fix,y) < glx, y)

Jf feyyda< ([ gxyda
B

i)

dir.

ORNEK : B bolgesi y =%, y=2x> parabolleriile y=4x dogrusu tarafindan
sinirfanan bolge olduguna goére flx, y) =x+ y+ 1 fonksiyonunun B iizerindeki
integralini hesaplayimz.

Coziim : Sozkonusu bdlge yanda gosterilmigtir. Bu bélge iki diisey basit bil-
genin birlesimi oldugundan, istenen integral iki integralin toplami olacaktir.

I= [[ feyyda+ [f feeyda
B By

2 0xd 4 4
—f f(x+y+1)d}a',x+ f [(x+}+1)dydx

.-'l-' 2 .I

X s 5 1 I 11 4
{3 51 . 1l .5 .0
(ml x? ( i 4I+3I+2‘r)‘2
_244 1052 1296 _ 432
15 15 15 s
} &
ORNEK : /= / f cos(x?)dxdy integralini hesaplayiniz.
"2 141
Coziim : cos (x*) fonksiyonunun x degiskenine gére integrali hesaplanamaz.

Simdi integralin sirasin1 degistirelim. Bunun igin énce integrasyon bélgesini ci-
zelim



Y= % ise y=2x ve x=1 dogrulan ¢izilirse integrasyon bdlgesinin, yandaki
sekilde taral olan bélge oldugu goriiliir,
Once y sonra x degiskenine gore integral alinirsa | / y=2
|

cos (x%)dydx = fms(xz)yﬁdx
n 0

!

I
:Hh""‘“:_

|
=f2xcos(x2)dx=sin(xz) ‘Iﬂ=3in |
0

bulunur.

ORNEK : B bolgesi x = y*> paraboliiile x+y=2 dogrusu tarafindan sinirlanan
bolge olduguna gore

I= f f dA  integralini hesaplayimz.
B

Coziim : Integrasyon bolgesi yanda ¢izilmigtir,

Buna gére o 2
\ X=¥=
‘! ! o | 2'_} (I'l-ll}
I= [ [ddy= [xf
~2 2 -2

Yukandaki integral, integrasyon sirasin
degistirerek

I=ﬂ dydx+ || dydx

B, B 2
4 2-2x
j [dvdx+f jd}m
0 _fx fI
4

[ afmne [ fomss )i
0 0

9 i
5 142

0

biciminde de hesaplanabilir.




Integrasyon Sinirlarini Bulmak 1076

Simdi, integrasyon smirlarim bulmak igin, diizlemde bir ok bdlgeye uygulanabilen bir
prosediir veriyoruz. Bu prosediiriin ige yaramadif1 daha karmasik bolgeler, ¢ogunlukla bu

prosediir uygulanabilecek sekilde pargalara ayrihr,
ffR f(x, v)dA integralini, 6nce y’ye sonra da x’e gore integre ederek hesaplamak

i¢in, agagidaki adimlan 1zleyin.

1. Cizim. Integrasyon bolgesini ¢izin ve strlayic: egrileri belirtin.

> X

2. Integrasyonun y stmirlarint bulun Artan y yoniinde R'den gegen dikey bir L dogrusu
hayal edin. L’nin girdigi ve ¢iktig1 v degerlerini isaretleyin. Bunlar integrasyonun y
simrlaridir ve genellikle x"in fonksiyonlandirlar (sabit yerine ).

¥
T T yz‘ufl—_t:z’d@

/ ¢ikar

v=1—xte
girer

L - i
i 2

3. [Integrasyonun x-smrlarim bulun R'den gegen biitiin dikey dogrular kapsayan x-

simrlarmm segin. Integral
/ f(x,y)dA =
R

=1 pv=V\1-x |
/ / flx,v) dvdx
" x=0 Jy=]1—x

olur.

:

0
#
En kiigik x En biiyiik x
x = 0'dr x = 1'dir,

Aymi iki katl: integrali, integrasyon siras1 degismis tekrarli integral olarak hesap a
i¢in, 2. ve 3. adimlarda dikey dogrular yerine yatay dugrrumr kullanin, Integral '

f(x, y) dx dy

E

olur.

ORNEK 4  Integrasyon Sirasini Degistirmek

L P
/ﬁ (4x + 2) dy dx
0 Jx

integralinin integrasyon bolgesini ¢izin ve integrasyon sirasi degistirilmis egdeger bir in-
tegral yazin.

Cozim  Integrasyon bijlgesi, ¥ <y < 2x ve 0 = x < 2 esitsizlikleriyle verilmektedir.
Dolaywsiyla, x =0 ve x = 2 dogrulan arasinda y = x” ile y = 2x egrilerinin simrladig
bolgedir (Sekil 15.13a).

SEKIL15.13  Ornek 4’{in integrasyon bélgesi !

Degistirilmis sirada integrasyonun smirlarim bulmak icin, bdlge boyunca seld
giden bir vatay dogru haj,fal ederiz. x = y,/2'de girer ve x = Vy'de gikar. Bayle biltis
lar1 kapsamak iizere, y’yi y = (°dan y = 4’e gotiiriiriiz (Sekil 15.13b). Integrsl!

Vi
// (4x + 2) dx dy
S0 Sy

olur. Bu integrallerin ortak degeri 8'dir.



Duzlemde Kartezyen ve Kutupsal Koord. Sist.
Duzlemde bir noktanin x,y ile belirtilmesi kartezyen
koordinat sistemi olur.

Bir noktanin r(genlik,uzunluk.mesafe) ve o (aci) ile
belirtilmesi kutupsal koordinat sistemi olur.

A X=T c0s 0
y - y=T sin 0
L’
0 > =4 X* + Yy’
) 0=tan™ Y
X

tan™(2): arg tan(z) demektir.

P611) Asagidaki kartezyen koordinat sisteminde verilen
noktalari kutupsal koordinat sisteminde belirtin. a)(3,4)
b)(-3,4), c)(-3.-4), d)(3,-4)

Cozum:

a)x=3, y=4, D 1=/X* + y* = 3> + 4 =5,

6=tan™ than'1(4/3)= 53.1°
X

A

57
’7 53°
3

v

b)x=-3, y=4, D 1=1/X> + y* =/(-3)* + 4 =5,
0=tan ¥ =tan"(4/(-3)) =180-53.1°=127°

X
A

g neaeenees 4

53° \1 27

v

0)x=-3, y=-4, D r=1/X> + Y’ =1=1/(-3)" +(-4)* =5,
0=tan™ %Ztan'l(-4/(-3)) =180+53.1°=233"=360-233"=-
127°

-127°

1V

d)x=3, y=-4, D r=/XC + y* =37 + (-4)* =5,

0 =tan” ¥ =tan™(-4/3) =-53.1°=360-53=307
X

A

307°

M3

\ 53°

P613) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen
noktalari kartezyen koordinat sisteminde belirtin.
a)(r=3, 0=45") b)(r=3, 6=225")

c)(r=10, 6=225"%), d)(r=10, 6=-60°),

Cozum:

a)0=45", 1=3

x=r cos(45%) =3 0.707=2.12
y=rsin(45%) =3 0.707=2.12

A
2.12

37
»—7 45"

2.12

v

b)6=225°, =3
x=rc0s(225") =3 (-0.707 =-2.12
y=r5in(225") =3 (-0.707) = - 2.12

A

AN

oo 2.12

¢)0=225°, =10
x=r c0s(225") = 10 (-0.707 = - 7.07
y=r15in(225%) =10 (-0.707) =- 7.07



A

AR

-7.07

d)0=-60°, r=10
x=rcos(-60°) =10 0.5= 0.5
y=r sin(-60") = 10 (-0.86) = - 8.6

A

Kutupsal koordinatlarda gosterim:
Kutupsal koordinatlarda verilen bir noktayi koordinat
sisteminde gostermek icin uc turlu yol ile cozebiliriz.

Birinci yol: onceki problemde oldugu gibi kartezyen
koordinat sistemine cevir ve x,y noktalarini bul.

Ikinci yol: a) merkezi orijinde olan r yaricapli bir daire
ciz. b) x ekseni ile 0 ° lik aci yapan dogrunun daireyi
kestigi noktayi bul.

Ucuncu yol: a) x eksenine 0 ° lik aci yapan dogruyu ciz.
b)Dogru uzerinde orijinden r kadar git ve noktayi bul.

P617) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen
noktalari koordinat sisteminde gosterin. a) (r=3, 6=45")

Ikinci yol: ile cozelim.
r=3 yaricapli daire ciz.

0

x ekseni ile 6=45lik aci yapan dogru ciz.

Ucuncu Yol a) x eksenine 45 ° lik aci yapan dogruyu
ciz.

\45/ R

»

b)Dogru uzerinde orijinden r kadar git ve noktayi bul.

7

»

P618) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen
noktalari koordinat sisteminde gosterin.

a)A (=3, 0=0") b) B(r=3, 0=30°) c¢) C(r=3, 6=45"),
d)D (=3, 6=60°) ¢)E (r=3, 6=90")

Cozum: noktalarin hepsinde r=3 dur o halde noktalar
=3 yaricapli cember uzerinde bulunacaktir.

N>

0=0°, 06=30", 0=45°, 6=60" 6=90"
acilarin cemberi kestigi noktalar aranan noktalardir.

v

3

1
W

v

1
(08

v

1
W

v

1
W

cYetolo

Il 9=90
T

v

P617) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen
noktalari koordinat sisteminde gosterin.

a)A (=3, 0=0") b) B(r=3, 6=30°)

d)D (=3, 6=60°) ¢)E (r=3, 6=90")

fF (=3, 0=120")  g) G(r=3, 6=180")



h) H(r=3, 6=225"), )J (=3, 6=270") Kk)K (r=3, 6=330") | Kutupsal koordinatlarda Grafik Cizimi.
Derece olarak belirtilmemise © devamli olarak radyan
Cozum: noktalarin hepsinde r=3 dur o halde noktalar | alinir.

r=3 yaricapli cember uzerinde bulunacaktir.
Ornek 312 : r= 0, grafigini cizin.

E
F/\DB O(radyan) | 0 | 0.1 [ 1.57 | 3.14 | 6.28 | 10
o %

O(derece) | 0| 5.7 | 90 180 | 360 | 572

Kl// > r 0/0.1]1.57]3.14[6.28 |10
H - K

P623) Asagidaki kutupsal koordinat sisteminde verilen 1.57
noktalari koordinat sisteminde gosterin. K
a)A (r=3, 6=60")  b)B (=6, 6=60") 3.14 6.28

v

A
a)C (r=9, 6=60") a)D (=12, 6=60") [ \_J
Cozum. noktalarin hepsi 6=60° lik aci dogrusu

uzerindedir.

Ornek 313: r=1+cos(0), grafigini cizin.

D O(derece)] 0 | 45 | 90 | 135 | 180 | 225 | 270 | 315 360
C ¢ 21171 [03 |0 [03 |1 1.7 2
B
A y

A

2

v

1
y=f(x) ve r=g(0) fonksiyonlarinin donusumu. < \1/

A X=T cos 0
y - y=r sin 0
e’
e > =X +y’
) 0=tan™' Y
X

P231) y’=x’+3, ise r=f(0) nedir.
Cozum: x=r cos 0, y=r sin 0 konulursa,
(r sin 0)° = (r cos 0) *+3,

P231) y*=-x’+16, ise r=f(0) nedir.
Cozum:

(r sin 0)>= -(r cos 0) *+10,

(r sin 0) + (r cos 0) *=10,

 sin® 0 +1° cos® 0 =10,

r* (sin® O + cos” 0) =10,

% (1) =10,

> =10,

0 ne olursa olsun r=/10 dur. su halde aranan fonksiyon
bir cemberdir.




Kutupsal koordinatlar
Ornek 312 : r=0, grafigini cizin.

O(radyan) | 0 | 0.1 | 1.57 [ 3.14 | 6.28 | 10
O(derece) | 0| 5.7 | 90 180 | 360 | 572
r 0[0.1]1.57]3.14]6.28 |10
A
1.57
3.14() 6.28

Ornek 313: r=1+cos(0), grafigini cizin.

O(derece)] 0 | 45 | 90 | 135 | 180 | 225 | 270 | 315 |360
r 211711 03 |0 03 |1 1.7 2
y

A

2

1
d
Kutupsal koordinatlarda integrasyon.

Integral alinan alan kutupsal koordinatlara uygun ise

sekil dairesel veya kutupsal formda basit oluyor ise
bu metod tatbik edilir.

S 4

Ornek 315. r=f(©)=a ise. Asagidaki bolge (daire) icin
alan formulunu yazin.

A

Ay
6=360 r=a

j j rdr d0
=0 r=0

v

Ornek 315. r=f(O)=a ise. Asagidaki bolge (daire
parcasi) icin alan formulunu yazin.

Ornek 323. r=f(©)=a ise. Asagidaki bolge icin alan
formulunu yazin.

r=b

[ ] rdrdo

Tek katli Integralin anlami f(x) egrisi ile x ekseni
arasinda kalan alandir.

A

X1 X2

v

arasindaki bolgede integral hesaplanir.

A

X | X2

»
>

50
X=X,  y=f,(x)

g(x,y)dy dx
X=X, y=f) (x)

ozel olarak g(x,y)=1 ise integral sonucu alani verir.

kutupsal koordinatlarda da benzer durum vardir.
0=0, r=f,(0)

| [ e, 0)dr do

0=0, r=f,(0)



24

g(r,©)=r ise integral sonucu alani verir.

v

Ornek 351: a yaricapli cember ile b yaricapli cember

arasinda kalan alani hesaplayin.

fz(e)/b ?f

0=2z r=b

Alan= j j rdr d§ =n(b*-a2)

6=0 =

y

Ornek 352. 2 yaricapli cember ile r=2(1+cos O) egrisi
arasinda kalan alani hesaplayin. © bu soruda ¢

olarak gosterilmis.

4y
2
{ /“_ w
|
201 4 cos@)

ki
2 21 +coug)

A= [ [rardp=2
z 2 -
2

(=]
{“*Nlh

¥
4

Aciklamalar

x=3: sayi dogrusu uzerinde bir noktadir

0 3
l| P

»
»

x=3: x,y ekseninde bir dogrudur

\ &%

j rdrdp

>

Hacim formulu

x=3: Xx,y,z ekseninde bir duzlemdir

AZ

X=X, y=f,(x) z=g,(xy)

dz dy dx

x=x y=fi(x) z=g,(x,y)

Ornek: x+y+z=2 , x=0, y=0, z=0 duzlemleri
tarafindan sinirlanan dortyuzlu icine yerlestirilen

cismin hacim integralini yazin.

x degiskeni 0<x<2 arasinda degismektedir.

X1:O, X2:2




y degiskeni x ekseni (y=0) ile x+y=2 dogrusu
arasinda degismektedir. f;(x)=0. f;(x)=2-x
z degiskeni x-y duzlemi (z=0) ile x+y+z=2 duzlemi
arasinda degismektedir. g;(x,y)=0. g2(X,y)=2-x-y
hacim formulu.
2 2-x E—f'—;.'
H= j f | dzdydx

&

0 0 ]

Tek degiskenli integraller
dx=x[=b-a

|
I 2

b
xdx =X =L —a?)
L2
b n+1
J x"dx = X
. n+1a
p (ax +b)™1[
j (ax +b)" dx = ~—— 2
! a(n+1) .
b ox |°
J ep"dx:e
a Pl

b
e™ f'(x) dx = ™
a

b

D e D ey T

cos(ax)dx = lsin(ax)
a

a

b
sin(ax)dx = — lcos(ax)
a

a

0 ey

b
J.l dx =1n X|:1
© X
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Koordinat Donusumleri

1)Duzlemde Kartezyen koordinat sistemi
2)Duzlemde kutupsal koordinat sistemi
3)Uzayda Kartezyen koordinat sistemi
3)Uzayda Silindirik koordinat sistemi
3)Uzayda Kuresel koordinat sistemi

Duzlemde Kartezyen ve Kutupsal Koord. Sist.
Duzlemde bir noktanin x,y ile belirtilmesi kartezyen
koordinat sistemi, r(genlik,uzunluk.mesafe) ve o (aci)
ile belirtilmesi kutupsal koordinat sistemi olur.

A X=T c0s 0
y - y=Tsin 0

O=tan’! hd

X

v

tan'l(z): arg tan(z) demektir.

Ornek Asagidaki kartezyen koordinat sisteminde
verilen noktalari kutupsal koordinat sisteminde
belirtin. a)(3,4) b)(-3,4), c)(-3.-4), d)(3,-4)
Cozum:

a)x=3, y=4, D r=1/x* + > = 3> + 4 =5,

6=tan™ than'1(4/3)= 53.1°
X

A

57
’7 53°
3

v

b)x=-3, y=4, D 1=1/x> + 7 =/(-3)* + 4 =5,
0=tan" 2 =tan™(4/(-3)) =180-53.1°=127°

X
A

g neaeenees 4

\127”

O)x=-3, y=-4, D r=1/x’ + ¥’ =1=4/(=3)* +(-4)* =5,
o=tan” ¥ =tan™ (-4/(-3)) =180+53.1°=233°=360-

X
233%=127°

v

-127°

&

d)x=3, y=-4, D r=1/x* + y* =/3? + (-4)* =5,

O—tan” 2 —tan™(-4/3) =-53.1°=360-53=307
X

Uzayda Silindirik Koordinat Sistemi
Silindirik koordinatlar (1 £ z) sirah tiglileri ile uzayda bir P noktasin
temsil ederler, Burada,
1. rved Pninxvdiizlemine dik izdiisiminiin kumupsal koordinatland:r.
1. zkartezyen dikey koordinatti




Kartezven (x, v, 2) ve Silindirik (r, #, ) Koordinatlarp

Baglayan Denklemler
X = rcost, y = rsinf, z =z

r? = % + 2 tan f = y/x

& = oy, :
rve z defigir

i 7
# v 2 degisir

Uzayda Kuresel Koordinat Sistemi

Kiiresel Koordinatlar uzayda bir £ noktasini,

1. p, P'den orijine uzakhk.

2. ¢, OP 'mn pozitif z-ckseni ile yaptigi agi (0 = ¢ =< 77)
3. 4@, silindirik koordinatlardaki a1

olmak iizere, siral (p, ¢, ) ugliileri ile temsil eder.

Kuresel(p, ¢, 0), Silindirik(r,0,z), Kartezyen(x,y,z)
arsindaki bagintilar.

r = psinag, x =rcosf = psingcosf,

Z = pCos g, y = rsinf = psingsind,

p=Vx2+prt22=\r?+z2

Ll A |

F{P' i:E:I, H}

;
s/

¢=¢0 sabit,
p ve B degisir by

p=a sahii':: :

@, ve B degisir -
# = f, oysa
g ve b defisir



Koordinat Diniisiim Formiilleri

SILINDIRIKTEN KURESELDEN KURESELDEN
KARTEZYENE  KARTEZYENE SILINDIRIGE
x = rcosf x = psingpcosfl r = psind
y = rsiné y = psingsing z=pcose
z=2z z=pcose g=28
HACIM FORMULLERI '
dV = dx dy dz
= dz r dr d
= p? sin ¢ dp dep d6

Ornek Problem. Asagidaki kartezyen noktalari
silindirik ve kuresel koordinatlara cevirin.
a)(1,2,3), b)(-1,-2,3)

Cozum. a)x=1, y=2, z=3,

Silindirik koordinatlarda z=z yani z=3 dur.

4 =12 +22 =223

O=tan™'(2/1)=63°

|

e
1 >

Kuresel koordinatlar icin
p Z\/xz +y' +z = \/22 +p° =3.74
7= p cos(¢h) =2 ¢=arg cos(z/p) =

= arg cos(3/3.74)=36.66"
© = 63° (silindirik koordinat ile © aynidir)
Cozum. b)x=-1, y=-2, z=3,
Silindirik koordinatlarda z=z yani z=3 dur.

4&
RN r=4/(-1)* +(-2)* =2.23
< » O=tan'(-2/-1)=180+63
e =243'=-117°
/’ T _2

Kuresel koordinatlar icin
© =243’ (silindirik koordinat ile © aynidir)
= arg cos(z/p) =arg cos(3/3.74)=36.66"

p=AX +y’ 12 = 2+ p? =374




ORNEK3  Kartezyenden Kiiresel'e Ddnistirme 1120
A4+ -1F=1 _ e @ g ; ;
p=2cos¢ ¥* +y*+ (z— 1> = 1 kiiresi igin bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz.

Cizim  x, y ve 2’yi doniistirmek igin (1) denklemlerini kullamriz:
P+ -1 =1

p?sin® ¢ cos’ B + p?sin? psin’§ + (poosgp — 1)F =1

p* sin® ¢(cos* 8§ + sin? @) + pleostd — 2pcosp + 1 =1

E: ’ 1
Fl o= I
j p(sin® ¢ + cos® @) = 2pcos ¢
i MR L
|
SEKIL15.43  Ornek 3'teki kiire. A L b

p=2cos¢
Sekil 15.43%¢e bakin.

ORNEK4  Kartezyenden Kiiresel'e DinUstiirme
z = Vx? + y*konisi igin bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz (Sekil 15.44).

Goziim 1 Geometri kullamm. Koni, z-eksenine gore simetriktir ve yz-diizleminin biri
bélgesini z = y dogrusu boyunca keser. Bu nedenle, koni ile pozitif z-ekseni arasindaki a
/4 radyandir. Koni, kiiresel ¢ koordinati /4 e esit olan noktalardan olusur dolayisy
la denklemi ¢ = #/4'tiir.

Cizim2  Cebir kullamin. x, y ve z’yi doniistiirmek igin (1) denklemlerini kullamirsak ayﬁi

sonucu elde ederiz:
2=V + )
pcosd = Vpisim e OmK3
pcosg = psing p=0,sing =0
cos ¢ = sin ¢
q’):% D=¢=mw

X
SEKIL15.44  Ornek 4'teki koni.

Kiiresel koordinatlar, merkezleri orijinde olan kiireler, kenari z-ekseni olan yandﬁzlgmleﬁ
ve tepe noktalan orifinde, eksenleri z-ekseninde olan konileri tanimlamakta yararlidir. Bu
gibi yiizeylerin sabit koordinat degerli denklemleri vardir:

p=4 Kiire, yangap 4, merkez orijinde
ar Orijinden yukar agilan koni, pozitif z-
¢ = ckseniyle 7/3 agisi1 yapar

g =

2
T z-ekseni etrafinda dénen yan diizlem, pozitif
& x-ekseniyle ar/3 agis1 yapar.



% *_'1

ni |\ BOLGE DONUSUMLERI

(u, v_) noktalan bir D bdlgesinin elemanlan olmak iizere,

{I = fu,v)
y=g(u,v)
. O (X1, Xgs-0. X, )
Q{H],ME._..... u,)
a b
Hatirlatma:determinat: =ab-cd,
c d
a 1 g b b
.b'.l 2 b?r i <, '-&3
1 C.I g ﬂ'?.: I
1 -23 45
S i.ﬁ*"*—-l'i_l 3{ z/
2 -13

(12+5)-20- 10)+30- §=15.

B_Ii BII dx,
Bul Buz au”
E}xz 8'.1:2 sz
_ Bu] auz du .
ox 3 a.rn ax A
Bul ou 5 au”
2 5
Ornek: =2,6-5,4=-8,
4 6
b b| |t b
—a, +i.13
2 Ei .ﬂ' {1‘1 1'32
05 0 4
23]+ 1’

(13.6)



A:(ﬂibiﬁ%‘*‘ﬂ b
‘ORNEK : |3 n
8.3

Jakobien Hesabi

c

1-.'.-
5(.

ab,c, aybic, abpc,

+a3b1£2) (c1b2a3+c b.a +csb1ﬂ~2)

ﬂe"termm' rmiinantmi hesaplaymiz.

= (0+4+12)-(0+1 +30)=16- 3i=—15

P441)
X=u+2v, y=3u+dv
> a (I.,_\'_} et ']u X V
au,v) |y, ¥,
X, X, 0 2
J = = =1x4‘3x2='2
Yo Y B3 4

P442) x=u*+v®,  y=cos(u)+sin(2v)

X, X, |2u

J=

Yo Yy
balcil28 ornek

2V

-sin(u) 2cos(2v)

=4ucos(2v) + 2vsin(u)




Kartezyen integrali kutupsal integrale cevirin.

Y
8. / /. ydydx 0)
J0 S0 |

Cevap:

8. [ [Tyayax= [T [ esingards = [ tan g sec 9 dg - 4

v

Aciklama:

7 o ' » 1 >

2I - 2
r yatay x ekseninden y=x dogrusuna kadar degismektedir. bu degisimi formul haline
getirmemiz lazim. sekilden goruldugu gibi. cos 0 =2/r --> r=2/cos 6=2 sec 0.
Dolayisiyla r 0 ile 2 sec 6 arasinda degisirse, 0 0 ile 45 arasinda degisirse alanin tamami

kaplanmis olur.




Biliim 9 Kutupsal Koordinatlar

- 9.1 KUTUPSAL KOORDINATLAR

Kartezyen koordinat sistemiride bir P{x, y} noktast ai&hm By nuktanm o[, ﬂ)'
noktasina olan uzakhgi 7, [OP] dogru pa 10 Ox— ekseniyle pozitif yonde yaptign
‘agmin Slglist @ ile gbsterilirse-

X =rcos) : a1

olur. Bu (7, @) ikilisine P noktasinin kutupsal keordinatlari, O noktasina kntup
noktasi, ¢ agisina kutup agisy, Ox- eksenine de kutup ckseni adi verilir. 360




Bilindigi gibi dilzlemde herbir noktanin bir tek kartezyen v&rﬂm H&lhuh
kutupsal koordinatlarda durum boyle: degﬂdlr Herbir nﬂm psa

koordinatlan vardir.Omegin (, ¢) bir noktanin kutupsal kﬁmﬁma:ﬁm ise (r, @ i-ﬂfﬁ)a
(r, @ +4m), ..., (r, @ + 2km) koordinatlar da ayni noktamn kutupsal koordinatlaridir.

Bir (, ¢) say1 ikilisini bir noktanmn kutupsal koordinatlan olarak gézontine alabilmek
igin bazt kabullere thtiyae vardir. Bunlar sunlardir -

L. (»,9) bir P noktasimn kutupsal koordinatlar ise her ke Z igin (r, ¢ + 2kn) de
P noktasmm kutupsal koordinatlardur,

2. (r, @) bir P noktasimm kutupsal koordinatlart ise (~, @ +m) de aym noktanin
kutupsal koordinatlanidir. Yani (-, ¢) ile (r, ¢ +®) aym mktamgﬁsWHr

3.  Her ¢ igin (0, ¢) koordmatlan kuthun (orijininy kutupsal koordins

ORNEK § I SRPTEY g) ve B(=2, E} nokialarin diizlemde gdsteriniz.

Cozlim  A(S, -;E) noktast, otijinden gegen ve Qx— ekseniyle ;5 radyanlik ag1 yapan dogru
tizerinde bulunan ve orijinden (kutup noktasindan) 5 birim uzakta olan noktadir.

{=2. —E) noktasi ile {-_2;, EH:}: 2, %) noktast aym noktayr gbsterdiginden,

(-2, E} noktasint bulmak icin (2, E} nioktasmin kutba gore simetrigini almak

yetecektir. |

‘rve @ kutupsal kﬂaﬁmﬁmﬁw y kartezyen koordinatlar cinsinden ifade etmek
mitmkiindiir.

(9.1) de her iki tarafin Karesi alnir ve toplanirsa
R+ 5= 2 cos%p + Psinlp= 12 (cosp + sindg) =
bulunur. (9.1) de ikinei esitlik birinciye b8liniirse

L ?ﬁnw-"‘tmiﬂ?ﬁq} ctan
X rcosg: X

bulunur. Buna gore x ve y kartezyen koordinatlari verildiginde r ve @
| r2 x +y?

- (9.2)
tanqr St

_r.

bagintilarindan yararlanilarak hesaplanabilir. 361



tupsal koordinatiarm bulunuz.

Coziim P=x2+ y2 =9+3=12 = r=2+/3 olur.

4.]

T Jizadl il :_p.: i
tangp=—=- Pp=— ':
¢ = 3 J_ g olacagmdan verilen noktanin kutupsal koorc

(243, E}* olur

Kutupsal koordinatlari A(2, %}-va B(-2, %} olan noktalann kartezyen koordinatla-

rin1 bulunuz.
Coziim X =FCOS@ =2 cos -}:z =

y=rsing= 25111% =2-—= JZ_

-oldugundan 4 noktasinm kartezyen koordinatlar: ('\/_5, ﬁ}diﬁr B noktasinin kartezyen
koordinatlar da_._

x=rcos=(-2) ;:tas?—{ )—==.-I

y =rsin fp-ﬂ-fﬂz‘}‘--%iﬁ{%) =(-2) j;—_ =

. olur.

Kartezyen koordinat sisteminde oldugu gibi egrilerin denklemini kutupsal koordinat-
lar cinsinden de ifade etmek milmkiindilr, Kartezyen koordinatlar sistemnindeki denk-
lemi verilen bir egrinin kutupsal koordinatlar sistemindeki denklernini bulmak igin
verilen denklemide x yerine r cos®, yyerine r sing yazmak }teterhd:r Miimkiin oldu-
Bu takdirde,  gekilerek

r=f(®)
seklinde bir danldem elde edilir. Simdi buuunla'il'giﬁ olarak baz1 6rnekler yapalim.

| - Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi x%+ 32 = % olan t;embarm kutupsal
koordinatlar sistemindeki denklemini yazinuz.

Verilen denklemde x = 'cos@, y =7 sing yazihirsa
r? cos’@ + 72 sinp =a? = 12 (cos2p + sin2¢) =% = =2
bulunur. Buradan séz konusu gemberin denklemi olarak

r=a

=1 huliligis | - 362



r=24 cosgp

Coziim

363

Merkm fﬁ; ﬁ) da olan g }!ﬂl‘l;&pl[ -_S:ﬁﬂ]bﬁﬂn kllmﬁ&al KoH Shten
denklemini yaziniz,

Bilindigi gibi bu gemberin kartezyen koordinat sistemindeki denklemi

(x—ay +y =g _
dir. x=rcosg, y=rsing yazilirsa

(rcos9—ay + 7 sin* 9 =a® = s (cos’p + sin® @)= 2 r a cosgp =
F= 24 cos@ |
bulunur,

Kutupsal koordinatlar sistemindeki denklemi

7 cosq sing = 1

olan egrinin kartezyen kootdinatlar sistemindeki denklemini bulunuz. Bu egrinin
cinsini belirtiniz.

CosP= _'ﬁ; sing= 24 ymiabﬁu* Bu degerler verilen denklemde yerine yazilirsa,
¥

xy=1
bulunur. Su halde verilen egri bir hiperboldiir,

y = x dojrusunun kutupsal komﬂlmﬂardm&nldenum YazZimz.
Verilen denklemde x=r cosg, y=rsing yazihirsa

F 8@ =r cos => sing =cosP = _-mmg.' \fﬁ}?‘ﬂ_:{p‘:%

bﬂlunur O ﬂcﬂmhev— radyanhik act yapan dogru JIe —_— radyanhk ag1 yapan dogru

dﬂgm ﬁlduﬁtmdan istenilen denklem olarak

o=
4

alinabilir. Kutup (orijin) noktasindan gegen tiim dogrularn denklemi
¢ =@, |
bigimindedir.
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i |

Kartezyen kootdinat sistemindeki denkliemi i
Qr‘f’+ﬁ)z+-2ﬁig:+ﬁ)g=%§i . . . s

olan egrinin kutupsal koordinat sistemindeki denklemini bulunuz.

x yering r cos@, y yerine rsing yazbirsa

(2 cos? + 7 sin)? + 2(r2c0s?@ + ¥ sinp) = 4 Peos?p =

[ (cos? @ +sin? Q)] + 2r%(cos? @+sin® @] = 4r2 cos? @ = F4 -+ 22 = 42 coslp =

r*=4cos?p —2=2 (2cos?p~1) = 2 =2 cos?p

bagintis1 elde edilir. 2

Bir egri, tizerindeki bir noktanin kutupsal koordinatlari r ve ¢ olmak (izere, r=f(¢)

olarak tanmmlandifinda bu efri tizerindeki bir (x, y) noktasinin koordinatlan

¥y = f(@)sino

olacaktir. Bu, verilen egrinin paramﬁiﬁik gosteriminden bagka bir gey degildir. Simdi
‘bundan ymlfanarak, r=f(@) esitlifi ile tammlanan bir egrinin bir kutup acistha
karsilik gelen bir P(#, () noktasindaki tegetinin egimini bulalim. |

di = dlr cos ¢} =%rzrmzwm=wmsm—min@ do
dy =d[dsing] = ﬁ(ramrp}dﬁl =(#sin @ — mﬂs@(ﬂp

oldugundan, tegetin m egimi,
dy r'sing+ rcﬂsr;p
dx ¥ cos Q—rsing

olur. Bunun bir anlama sahip olmas: igin £ nin siirekli tiirevlere. sahgp olmasi gerektigi
agtktir.

8, tegetin Ox— ekseni ile yaptif aginm pusz yondeki ﬁ{gﬂsﬂ olsun. Eu takdirde,
ﬂ.{b Fsin g * rﬂﬂﬂty
de ¥ cos P —rsin @

m-—-

tanf = olur,

‘OP dogrusunun tegietle pozitif yonde yaptii aginin Slgiisii  ise =0 —¢ olacagindan

FSin@+rcos@  SingQ

anf-tan@ _ rlcos@-rsing cosQ
I+tanﬂrtamp 14 rsxﬁ{ﬁ+fenﬁ¢ sin
r'cosp— rsmtp cos @

tany = tan(ﬂ— q}}

olur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
PR
. o I
bulunur. Tegetin egim acisimn Slglsit
b=y+¢
olur.



.oldugundan 1¥=-§- diir. Su halde tegetin efim acisin Slclisi

o L A
O=y+Pp=—+—2—=—
Pl G e

olur. O halde teget Ox— eksenine dik olan bir dﬂ@mﬂur Daiaeylslyia x=a h1g::m~1md£
bir denklemi vardir, Degme noktasinin apsisi '

x=rcos@=2(1+sn@jcosp =2(1+sin %-} cog— = ——

oldugundan tegetin denklemi x = = olur. Tegetin kutupsal koordi

33

lemi #cosp =T olacakitir.

A:(ry, 0,), B(rs, 9,) noktalar arasmdaki uzaklifin

L'!B I = 1J ?jz +'F"22 “ZTIE‘FE EEFB'&FZ -%)

iR Tattin s staranaet 413, ?f-f;) ve B(6; -%f‘) ‘nokislan arasin-

Yandaki sekilde AOB figgenine kosintis teoremi uygulantrsa
|4BP = |04 + |OB2 - 2 |04 |OB| cos (9, ~ ;)
= rl o ri *-2?‘1?‘2@35{‘1?2 ':I'i;)

Hﬁl-ﬁ W 4 1F = 2n7, cos(0, — ;)

| 4Bl = \.[(1-2)'% +(16)? =2-12.16-cos g =20

365 . birim olur.
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d. (-1,43)

Asapida kutupsal koordinatlari verilen noktalar:
koordinat diizleminde gsteriniz.

Agsafida kutupsal koordinatlari verilen noktalarm
kartezyen koordinatlari yaziniz.

Q2D ¢ (3,0)

. (=2, =)
( 3)

) B
R I

(2. .3.)
d. (3,7 e. (-3,2m)

5 20 - B
& @) h. (2, =

@B, 2

Asagidaki noktalarin kutupsal koordinatlarini bulumz,
% C‘L"‘H b. {@“1) ¢. (2, 2)
e. (V2,-2) f. (—3,-J§j

ROl & { --:f._}

a. (2, *’E)‘ b. (2,0) R TR

d. 2,0 e. (3, -;} . (2 =)

T - . .
o :4, _- hi 2’_ _'_"'
B ) R

Asagida kartezyen koordinatlardaki denklemleri ve-

1:‘11&11 dugr‘u ve efrilerin kutupsal koordinatlardaki

lemini yazimz,
a. x=4 b. x=2y ¢. xyp=1
¢ y=x% d. y=4 e. x*+y*=16
f. #-2=16 g x+y=2 h 2+@p-4H’=16
Asagida kutupsal koordinatlardaki deﬂkiémlan Veri-

len ‘dogru ve egrilerin kartezyen koordinatlardaki
denklemlerini yaziniz, Bunlarin grafiklerini ¢iziniz,

a. rcosp=2

b. rsingp= —~1

¥ cosQ + 7 sing = 1
rsin2g =2
r=gsc @ ¢ 5P

d. 2= 4rsing e
f. r=cotp.csco g,
h =Inr+Incosg 1,

. rSing F = 28InQ — 4c08¢

sin’Q = cos?@
FCOS(® = 5in2¢

i. zﬁ+2ﬁﬂﬁs¢'_-siiup=4 je

k. fSin(t;j}—-gJ:ﬂ_ 1.

6.

10.

Agagida kartezyen koordinatlardaki denklemi vﬂrﬂm
egrilerin kutupsal koordinatlardaki dﬁﬂdamimya-
zimz; Mimkiin olanlarm r*f(ga.) bigimine getiti

a. x* 457 = (arctan2)?
X
b, x*=x2+72
e (PP =gy
3

Asafnda kutupsal koordinatlardaki denklemi verilen
egrilerin kartezyen koordinatlardaki denklemlerini
jg'azmlz.

I
. r=3 b, =2
d. F=. 12} 1
r=1-cos2¢

7=8in2¢

C. r=-5cosQ €.
d. r=1-cos?p e
f, r=2+sing g ri=cos2p
h. tanp=06 1.

i reoto=3 ji

cotp =3

r=2sing cot@

4(-2, 0) ve B(2, 0) noktalarina olan uzakliklat: car-
pimi 16 olan noktalarin geometrik yerinin denklemi-
ni bulunuz, Bu denklemi kutupsal formda yazmiz.

Kutupsal koordinatlarda verilen

o)

bir ABCD paralelkenarmmn komsu iki késesidir. Bu
paralelkenarin kosegenlen kutup noktasinda kesigtik-
lerine gore diger iki kagesinin k:ﬁm-dmaﬂanm bulunyz,

Kutupsal koordinatlarda verilen

e



9.2 KUTUPSAL KOORDINATLARDAK! DENKLEMI VERILEN
- EGRILERIN cizimi

r=£(¢) esitligiyle vetilen egriyi cizmek icin su yolu takip etmekte yarars vardir:

1. Tamm kiimesi bulunur. .

EHJIBIIUI’ PEﬁ}Fﬂt TiSE Tuzunluiktakx hiI arahkta' neeleme

2. f periyodik ise periyo ne
yapmak yeterdit; Digier tiim araliklarda fonksiyonun aldifh degerler bu aralikta
aldif1 degerierle aymdir.

3. Simetri aragtitilir. Smlaﬂlfﬁ aragtirmanin belli bagh birkag yalu vardir, Slmda'
bunlan verelim,

a) (r, ) verilen denklemj sagladiginda (r,—p) veya (-, n— @) denklemi sag-
larsa egri kutup eksenine {Ox— eksenine ) gore simetriktir, Zira (7, ) ve

i (=r, .~ @) noktalart (r, ¢) noktasinin Ox— eksenine gore simetrigidir. Su halde

) S bir gift fonksiyon ise egri Ox— eksenine gore simetriktir.

ALne) b) (r; @) verilen denklemi sagladigimnda (-, @) veya (r, T - @) de denklemi
saglarsa, egri Oy eksenine gote simetriktir. Zira (—r,—() veya aym noktay:
gosteren (r, n— @) noktas: ile (7, @) noktas1 Oy— eksenine gdre simetriktir,
Su halde f tek fonksiyon ise grafik Oy- eksenine gote simetriktir.

c)(r, @) denklemi sagladiginda (—», @) veya ayni noktayi gosteren (r, w+ @)
verilen denklemi saglarsa egri O kutup noktasina gre simetriktir. Zira (-, 9)
ile (, @) noktalart O kutup noktasina gore simetriktir.

(r:9) dy (r, @) verilen denklemi safladidmda bir o reel sayist igin (r, @ + ¢) da denk-

lemi saglarsa P(r, @) ile O(r, @ + o) aym gember tizerindedir: (? noktasm el-
de etmek i¢in P noktasint pozitif yonde o kadar dbndirmek yeterdir. O
noktasmin kutup etrafinda o kadar dondiirlilmesiyle élde edilen R noktast da
egri izerinde bir noktadir. Ayni sey R nin ¢ kadar dondiirlilmesiyle elde edile-
cek nokta igin de sdylenebilir. Bu durumda incelemeyi o uzunlugundaki bir
aralikta yapmak yeterlidir. Bu sekilde elde edilen egri pargasini kutup etrafin-
da o kadar déndiirmek ve bu dndiirmeleri, egri kendi fizerine kapanincaya ka-
dar devam ettirmek ;sumﬂylﬁ egrinin ¢izimi tamamlanir.

e) (r, ¢) denklemi saglaﬂlﬁmda bir ot sayist igin (—r; @ + o) dadenklemi saglar-
sa, yani f(@ + @) = (@) ise, P(r, @) noktas1 ile O(-r, ¢ + o) noktas1 aym
gember Gizerinde bulunur. Diger taraftan O(-r, ¢ + o) ile (r, @ + o — 7)
noktalan ayni. ﬂldugﬂndan ve &L+ @ — T = @ — (1t — o) yazmlabildiginden O
noktasini bulmak igin P noktasim @ agtsinm ters yontinde 7t — ot kadar ¢evirmek
yeterdir. Buna gére egrinin o uzunlufundaki bir arabikta ¢izimini yapip, elde
edilen egri pargasini negatif yonde 1t — o kadar dondirmelidir. Dondiirme
islemi, egri kendi kendisi ile Uist iste gelinceye kadar devam etmelidir.

4. v =4’ (p) tirevinin igareti incelenerek, egrinin kutba nerede yaklastif, nerede

LN |

' uzaklagngl saptanir.

5. Fonksiyonun inceleme araligmdaki 6zel noktalarda (fonksiyonun degerlerinin
kolayca hesaplanabildigi noktalarda) aldig: degerler bulunur,

6. Degisim tablosu yapilir. Bulunan degerler bu tabloda belirtilir.
7. Degisim tablosuna gre ¢i izim yapilir :
8. Simetri sdz konusu ise, gerekli simetriler alnarak ¢izim tamamlanir. 367
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Coziim

Sidi bazi egrilerin grafiklers

= 2(1 + sin@) egrisini ¢iziniz. i

Fonksiyon Rﬂzmﬂtanmﬂbdﬂ

sing, 2 periyothy uﬂu@m&aﬁ fonksiyon 2 periyottudur. $u halde mﬂelaiﬂe 2n
uzunluundaki bir arahl;:ta }eapﬂmal i,

(r,m — @) nin denﬁmsag}ad;gnﬂ jgosterelim.
r=2(1+sin(n — @) =» r=2(1 + sing)

oldugundan egri Oy eksenine gbre simietriktir. $u halde incelemeyi 7 uzun-

} arah@mnda yapmak yeterdir,

F'=2cos ¢ dir [‘; %} aralifimda cosg >0 oldugundan » >0 dir. $u halde

agt bitytiditkce 7 bliylimekte, yani egrinin noktalan kutuptan uzaklasmaktadir,
Baz: dzel noktalarda aldig degerleri bulahm.

U 2(“@(“))% ot

/)
3 @ﬂw{ g [IH—J e
(et *

F@y=21 “*‘ﬂrﬂi} =-£'

A [.“a‘?).. [”mg ‘"-‘-.(1-""5)‘3

oitimgaauunds
f[4J=2[1%ﬂn—TEJ 2| 1——3 = 2442 23,41

7 Elus -1-+-§iﬁ%) =2| 142 |=24+4323.73




- 2= a’cos2¢ lemniskat:

369

6. Deisim tablosu

AP et Ty, O Bl -
3 4 6 ey

2 i 2
ﬂ/w@/ 7 /%/%/4

7. Butablova gﬁm mﬁm yanda yapﬂm:sm [(¥, @) noktalan igaretlenip buﬂlar bir
egriyle birlegtirilmistir.]

n
06

-v—-ifa‘é* mia

8. Egti Oy eksenine gfre simetrik oldugubdan verilen r=2(1 + s-m{p} egrisinin

grafigi yandaki gibi olacaktir, Bu e@riye kardiyoid adi verilir.

r= a(l—sing), r=wa(l+ cos@), r=a(l — cosp) denklemleri de birer kardioid
denklemidir.

2 = a® cos2e erisini giziniz.

P =a? 00829 oldugundan 7 = +ayfcos2¢ yazlabilir. cos2q nin periyodu 1 oldugun-
dan inceleme 7 vzunlugunda blr a:alﬂc tizerinde yapilmalidir. Tgmmkﬂmﬂﬁi{lﬂ ait her
bir ¢ degerine iki farkll r degeri karsihk geldifinden, egri kutup noktasina gére

simetriktir. Su halde, r = i’ﬂ cos2(p efrisi gizilmeli, elde edilen efrinin kutba gore

simetrigi almmaldir. c0s2¢ 20 olmas: gerektiginden —— _-g;*;gipg__ k. %;;m-__q E

olmalidir. Diger taraftan f(=¢) =f(p) oldugundan o e.gﬂ kutupe akse-nme gore simet-
riktir. O halde [ﬂ ;I araliginda inceleme }fﬂpmak yetecektir, [ .4} arahginda ci-

zilen egrinin, kutup eksenine gore simetrigi almdlh'iaﬂ sonta, elde edilen egrinin kutup
noktasina gre simetrigi alinacaktr.

L 4 3

n n
o0 6 i
r o B

Bu tabloya gore cizilenedri yanda verilmigtir. Bu egri pargasinin énce kutup ekseni-
ne gére simetrigi alimr, sonra elde edilen kapali egrinin kutup noktasina gore simetrigi
alinirsa lemniskat denilen yandaki egri bulunur,



Coziim

¥=2 4+ 4cos@ limagonu

ORNEK

111111

o

r=2+4cosq egrisinin grafigini giziniz.

FUﬂkﬂi}’ﬂH 21 penyatludur [-x, 7] arahﬁmda ¢izim yapmak yeterdir. Diger taraﬁan

S(9) =2+ 4(cos(-@)) =2 + 4cosQ = =f(@) oldugundan grafik kutup eksenine gére -

simetriktir. Su halde [0, n] de grafigi cizip bulunan egrinin Ox— eksenine gﬁrﬂ-

meemgmt almak yetecektir. §tfnd1baz1ﬁzﬂl nnMMmmﬂm:' >gerleri
ulalim

fO= 5.){ 3]s f( ) VRS

dir. Daha birgok noktada {hnk&:yﬂn de:geﬂeﬂ bulunabilir. Fakat ¢izim icin bu noktalar
yeterlidir. '

¥ =4sing olur. Her @€ [0, 7] ?iﬁih_t #'<0 ﬂlﬂ@agmﬂﬂﬁ.rfﬂﬁalﬂﬁﬂit-

i % 2n
|0 3 2 3 T

r‘c#_ ¥ ¥ _¢
Fl g g8 \2\0‘\-\*2

Bu tabloya gre ¢izim yapilirsa soldaki egri pargast elde edilir. Bu epri parcast ile
bunun Ox- eksenine gore mmemg; f;,iziml istenen egriyi olugturacagmdan

r=2+4cosq efrisi }‘ﬂ-ﬂd&kl gibi _-ﬂlﬂﬂgktlr. Bu e_gn}'ﬂ- limacon adi verilir,

r=c0s2 efrisinin grafigini ciziniz.

Fonksiyon her yerde tanimlidir. Fonksiyonun periyodu n oldugundan, inceleme

uzunlugundaki bir aralikta yapiimalidir. Omegin [—* g, : ;] de gizim yaptlabilir,

() =1 (@) oldugundan egri kutup eksenine gore simetrikir. $u halde [9,__ 12"1] 5

gizim yapmak yeterdir. Bu aralikta egri sizildikten sonra kutup eksenine gore simetri
ahinmalidar. |

=~ 2sin2¢ dir. ﬂﬂqmz ia;:m 0=2¢<mve dﬂlaymylar’{ﬂdu

Wil

i3
4

=
&
A

ﬁ"
e
|
|
|
|
e

|

370



simetrigi alinit, |

-ﬁ[m'*g]wmz(w-+§]""?éoé{ﬂtv-ﬂﬁ) =-cos20=~f¢)

oldugundan bulinan egriyi negatif yénde 7 —1’; =-§ radyan déndiirelim, Bu dondiir-

me iglemine, egri kendi {izerine kapamncaya kadar, devam edilirse yandaki grafik elde
edilir. Bu egriye 4- yaprakl giil ad1 verilir.

Not

bir gtil, 7 ¢ift ise 27— yaprakl bir gilldr. |

Asagida baz gitllerin grafikleri cizilmistir.

371
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Asagida denklemleri verilen egrilerin grafiklerini
giziniz.

a. r=2sing (gember)

b. r=2cos¢p (¢ember)

€. r=25inQ +2cosQp  {gember)

d. r=1+cosp (kardiyoid)

e. r=2(1-cosp) (kardiyoid)

f. r=4(1 -sing) {kardiyoid)

‘8 =4+ 2cosQ (limagon)

h. 2= 4sin2¢ (lemniskat)

L r=1+2cos2¢ (papyon)

i »=3sin20 (4— yaprakh gtil)
j. 7= cos3@ (3— yaprakls giil)
k. r=sin3Q (3— yaprakh giil)
L r=20 (Arsimet spirali)
m. 7 = 4cos (8~ gekli)

n; ¥ ;--snﬁE (nefroid)

0. F= cﬁsgi . (nefroid)

Asagidaki efrilerin kesim noktalarmi bulunuz.

& r=sing, r=1—sing
b. r=2, | | 7 = COS(
c. r=sing, r=cos2Q
¢. ¥=sinQ, P2 = 3cos?p
d. r=1+cosq, r=1—sing
e. 12 =dsing, r* = dcos@
I. r=1+cosp, r=1-cos@
g. r=sin2Q, r = cosQ
h. 72 =2 sinb, 2 =2 coso
Lol r=2sm2¢
L=l 2 =2sin2@

“d. r’*""'"ﬂ”#ms({p—ﬁ}

e A2 = cos2(

3. Asapida kutupsal koordinatlardaki denklemi verilen

egrileri ¢giziniz.

4. r=sin t;i'—E-

. o

b. ‘r=cos| @¢+—
[,

C. Q'-“=1+Wﬂ(¢—f-)

¢ pe 4&05(2&*%}

4

1 /3 .,
€. r=—CcosQ+—sinQ
5 P > ¥

. Asagidaki egrilere kutupta (orijinde) teget olan dog-

rularm denklemini yaziniz,
a. r=4cos20 b. r=sin3®

¢. r=1-—cosp

. Asgafidaki egri ciftlerinin kesim noktalarindaki tefet-

lerinin denklemini bulunuz. Bu tegetlerin olugturduk-
lar1-agilarin Glgtilerini bulunuz.

a. r=2(1+ cosp), r = 6¢osp
b. r=sing, 7= Ccos20
C. r=sing, r=1-sin@

r=2(1 - cos) kardiyoidine [2? g] noktasinda ¢i-

zilen teget kutup ekseniyle kag derecelik ag1 yapar?



8.3 KUTUPSAL KOORDINATLARDA ALAN HESABI

f bir stirekdi fonksiyon olmak izere, 7 =7(9) egrisiile 9 =o ve o= dogrulan
arasinda kalan bélgenin 4 alanmni bulalim. | '
[o Blarahfminbir P={0 =0y, @1, 0y, @, 1,9, = B} parcalanmasini gbzoniine.
alalim.

. = min {f{q?) Qe [%_ 13 E,f.i_,#j}

Ve

My =maks { /(@) : 9 € [9p_ 1, @]}

olsun. m, ve M, yarigapl daire dilimlerinin alanlars, sirastyla, fg‘ﬂfi Agy ve %Mﬁ: Ay

dir. Dolayisiyla

i ! o 1 _ i =8
Eimf Ag <Y ‘I' M; Ag,

k=12 k=12
yazilabilit. £ siirekli oldugundan integrallenebilirdir. Dolayistyla alt ve tist toplamlarin
1Pl — 0 i¢in limiti femkSIyﬁﬂﬂnmIagrahne esittir. Su halde

a=3[, 1 @do =-;— [ Ao

olur,

. Alant istenen bolge, 7=/(9), r=g(9) cgrileri ile @ =0 ve ¢=p dogrular: tarafin-
i dan sinirlanan bolge ise o< @ < B igin f(9) < g(@) ise, bu bdlgenin alan:

farkms esit olur. Buradan
1==f: [ @-rwlde

bulunur. r=g(g) egrisi O kutup noktasindan r=7(¢) den daha uzakta bulundugun-
dan yukaridaki formill

-

e %I: .[(ﬁmka '{'F;mmjﬂ ]dq:

bigiminde yazilabilir 373



Il 15]  ~~ a1 + cose) kardiyoidi tarafndan surlanan bolgenin alamon bulunuz.

Coziim  Kardiyoidin grafigi yanda verilmistir.

u AR g edE L W .
«4-—5_[{,- ”F’"ffﬂ'-:f“-zjﬂ --a5{1+2.mj¢+.-msz ¢)de

A
a” pim | g . 1 : - :
5 _[ﬂ [1+2_.pnaq:_-.+ —_-2-_-_(1_ .+_ens-2m]]d¢

x .ﬂz 3 l i
= Zp+24i e .
> [Eﬂl ..Zﬂingp+ﬁsm2¢:|E

2. -
a |3, | 3
=—|=2n40+0 |=—72
2-[2 ,_ ] 2

' Kardiyoid kutup eksenine gore simetrik oldug L

| biciminde de hesaplanabilir.

i . . _ : o

=2 gemberinin iginde, =2 (1 + cosp) kardiyoidinin disinda kalan bilgenin alanms
bulunuz. | | | !

O kutup noktasindan gecen ve sdzkonusu bolgeden gegen 151n gézontine alindiginda,
tginin egrileri kestigi M nokias: O kutbuna daha yakindir. © halde r,,;, . =2(1 + cosg),
Tuzak = 2 dir. Digier taraftan [#N] dogru pargasinn, alan istenen blgeyi taramasi igin

PR SR . S g R ol ; ; .
uin o den = ye kadar degismesi gerekir. Buna gore,

A= Jon [2 <2t roose)? Jag =27 [1200n0-+cos* g ag

PR O osed e < o h
==2] oo [Z‘_Emmpfgchmﬁ;zw]dg

. ' 1
=—2[:2.ﬁ1ntp+ 2+T-.am-z¢]L =8-1
R N

br? olur.
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. bolgenin alanin: bulunuz.

L
el

Stzkonusu alan yandaki sekilde gsterilmistir, Taralt alan 4 tane simetrik alandan
olugtuBundan, bunlarm birinin alanim bulup 4 ile carpmak yeterdir. Birinei bolgedeki
alam bulalim.

15 ke A, .
% 5?" (1=sin@)’do = E_J'ﬂﬂr (1-2sin@+sin” @) do
| H

=2|2 1~-23‘in-_$=+%{1-=—~m%@} do

=~2(%¢;+ Z'mstﬁ,-ésinﬁtﬁ] t ' =-i;~~2 br? olur,

9.4 KUTUPSAL KOORDINATLARDA YAY UZUNLUGU HESABI

Kartezyen koordinatlarda y = f (x) denklemi ile verilen egrinin yay uzunlugu
diferensiyelinin

dl =1+ () dx

oldugunu biliyoruz.

— =7 cosQ—rsin@, —— = ¥sin @+ reos:
Jo @ P dp Q@
oldugundan

s e L B =7'2 +(F’_)2 dir,

&) (&
dir. Buna gbre, yay diferensiyeli

dt = Jri-k« @) do.

olur. O halde egri izerinde P(r,, o), r,, B) noktalarim birlegtiren yayin uzunlugu

£ =_[2Jr2'+(r')2 dg

Wit



r=a(l +cosg) kardiyoidinin gevre uzunlugunu hesaplayinez.

Once P+ {r'Jz ifadesini hesaplayalim.
R+ ()P =a (1+ cosg) + (- asing = 26 (1 + cose)

=2q° (1-47.;2--{:_@52% IJ 4a n:c:eszg} [EHWE%J

oldugundan

e e o V. »
£ _[ﬂ. J(Eﬂ-cﬂs%jz d{pé:-zfﬂ_ia ¢

COS—
2

do

= #'ﬂ"[: ﬁns-;ﬂ dp = 4&(*2-35}‘1‘1’% ]

birimdir.

r=1+cosq kardiyoidinin r =3 cos@ ¢cemberinin diginda kalan parcasinin uzunlu-

gunu hesaplayimiz.
P+ (r) =1+ cos@) + (—sin)* =2 +2cos@

= 2(1+cos @) = 2(1 + 2 cos’ ?» 1)y= [Zﬁﬂﬁg)
. dir.
wimdi iki egrinin kesim noktasmt bulalim.

. 1 T &
| +cosp=3c05p = c0s@=2 =0 =7 veq, =

olur. Buna gore,

2
= -[mfﬂ 3/?‘2 +(# Y do= 2_[ \/(Z%EEJ do

I
. P i JEED
4 mcﬂﬂ -d@ = 8sin— =4

2 '3

birim olutr;
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r=g{l+cos

Eger f fonksiyonu siirekli tilreve sahip bir fonksiyon Ve Q. o &anﬁ"yemm ti-
ginde P(r, ¢) noktasi r=7(gp) egrisini olugturursa, bu egrinin Ox- ekseni etrafinda
ddndiriilmesiyle olugan ddnel yiizeyin alant , |

S-‘-:Emj'j Urm-qwﬁ +(#) do
s=2n |reosqly/r” +(r)? do

olur. Bu formillleri bulmaleicin

_‘,afraﬁhdaedﬁnﬁiiiﬂlmﬂﬁi‘ylﬁ,-nlugau- donel yiizeyin alan

§=2n[ [y det ve § =2nf |d dt

formiillerini kutupsal koordinatlara gore yazmak yeterdir,

r=a(l + cos@) kardiyoidinin fist varisinin Ox— ekseni etrafinda dondiriilmesiyle
olugan yilzeyin alamim bulunuz,

4 (P =@ (1 + cosgf + (- asing)? = a2 (2 + 2c050)

oldugundan

§=2n E [rsmIP}Za'cﬁﬂ *g, do

=4a’nf] 1+ cos@)singeos g

=4a*nf" (1+2c0s® 2 ~ 12610 L cos L cos
0 3"y

P
X do:
< o

2

=16a2m " sned @ P
=16a '-'I_l.ﬁ cos 2_3111-2 do

=s2atnf cost & ~Lsin2

ﬂ'.

=-32a°n — 2| =—na
5 g .5

b2 bulunir. 377



d. r=asin3@

Asagda denklemleri verilen egriler tarafindan siir-
lanan bélgelerin alanlarimi bulunuz.

(4 yaprakl gil)
(lemniskat)

(lemniskat)

(limagon)

(¢ yaprakl: giil)

a. r=cos2Q
b. P =24a%cos2¢p
¢. r=4+2cos@

e. #2=cosp

r= 1 gemberinin diginda, » = 2 sin@ gemberinin igin-
de kalan b&lgenin alanim bulunuz.

r=cosp ve ¥=+3sing cemberlerinin her ikisinin

de iginde kalan bolgenin alantm bulunuz.

r=3 + 2 cos¢ limagonunun iginde r = 4 cemberinin
diginda kalan bdlgenin alanini bulunuz.

#! = 2cos’ @ lemniskatinin iginde = 1 gemberinin

diginda kalan bolgenin alanini bulunuz.

7 = cos2¢ ve v = sin2¢ lemniskatlarinin her ikisinin

de i¢inde kalan bolgenin alanini hesaplaymiz,

r =1+ cos@ kardiyoidinin i¢inde r=cos@ gemberi-
nin diginda kalan bélgenin alanini bulunuz.

r= sing-+ cos@ gcemberi tarafindan smirlanan blge-
nin alamm bulunuz.

r=2{1+cosq) kardiyoidinin iginde, = 2(1— cos¢)

kardiyoidinin diginda kalan bolgenin alanmi bulunuz.

I = - [ e i . s s = =+

10.

11.

12.

13.

14.

Kutupsal koordinatlara gecerek (x* + %)% = 4572 -
risi tarafindan smirlanan mwm bulunuz.

Kutup a-?g‘,ﬂaiﬂun ﬁegig.im a’r&hﬁl kaf'fsjlanmi& ya:zﬂl
a. r=4cosQ, E}iﬁfﬂ-i
b. "r-:ﬁﬁgi, 0<p<3m

Es. T q}:: 0£¢ﬁ "IFS'

T
oo™
£2%

Yukarida grafigi verilen r-ﬁ-aﬂm"'—f egrisinin uzin-

lugunu hesaplaymiz.

r =1 — cosp kardiyoidinin ikinci bdlgede bulunan

pargasin Ox — ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle

olugan dénel ylizeyin alanim hesaplaymiz.

r=a {1 + cos @) kardiyoidinin iist yaris1 Ox— ekseni
etrafinda dondiiriilityor. Meydana gelen dénel cismin
hacmini bulunuz. 378



=

denklemleri verilen egrilerin kesim noktala-
=mlr huhﬂmz

d. r=da, F=Q{I—‘m}
b. = asecy, r=2asing
¢. r=a(l +cos2¢), » =2a cos2

.. 1 3
m' F= =l | r=
I-cos@’ ~ 1+cosq

egrilerinin kesim noktalarini bulunuz. Egrilerin ke-
sim noktalarindaki tegetlerinin uluam:rdugu agilarm
Ol¢iilerini hesaplaymiz,

4. =1, ¥ 2com Aok

lanan bdlgenin alanint bulunuz. i gelen liﬁ‘llﬁl y&zay:tn ala;mm Wi

7. r=2acos2¢ gilinin iginde r=+v2 a gemberinin |
diginda kalan bdlgenin dlanini bulunuz. | 14. Denklemi

r=@ D mgg_ 1

8. r*=4c0s2¢ lemniskatmin iginde r =2 gemberi- olan egri parcasmm Ox— ekseni etrafinda dondiiriil-
nin diginda kalan bslgenin alanint bulunuz, } mesiyle olugan donel yiizeyin alanini bulinuz. 379
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