TANIM R S ORNEK:B={(x,y):1sx<3, 0sy<4) bolgesi iizerinde flx, y) = 2xy
i T | fonksiyonunun iki kath integralini hesaplayimiz.
B kapali ve sinirh bir bolge ve f bu bélge tizerinde tanimii bir fonksiyon
olsun, B bolgesinin bir P ={ B, , B, ..., B, } parcalanmasi verildiginde, g 2 ; ?
= Ef L2 b parg Ein Coziim : f; flx,y)dA= fmﬂdxdy f ;.,,rmx]d}
AA, , B, bolgesinin alamni, (x;,y;) da B, bolgesinin herhangi bir nok- by B 0 !
tasini gostermek lizere 4 4
dtiia B - G AW | - T 3 3
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lam: veya infegral toplanu adi verilir. X [ 8yidy=2y* | =24%*=512.
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TANIM i !5 i i
. | | _ olur. Integrasyon sirasmm degigtirerek; yam 6nee v, sonra x degiskenine gore
Eger i | integral alinirsa sonug defismez. Gergekten
Bivrs é F ('I* :F:) AA ; 3 4 4
T e e _ ffﬂx y)dA = f2xy3dmx f fzrﬁd}
| 1
- limiti varsa, bu limite f fonksiyonunun B iizerindeki iki kath integrali 4 G 3
i _
nir, . . f% 4| de= [128xdx =647 | =512
i fends: @ (14.1) i 5 5 |
E | | ar . * ¥ .
ile gosterilir. %}‘(I,'y). ifadesine integrant, B bdlgesine de integrasyon bil- DHHEK P i Katl Bir |I'ItEQI'E|l Hesaplamak
gesi denir, ' fooy)=1-6x ve RRO=<x=<2,-1=<y=<1 igin ﬂR f(x, y) d4’y1 hesaplaym.
| / il
B e o | (Birinel Fubini h&ur;mf : Caziim Fubini teoremiyle, *
B={(xy:asx=sb, ¢sy=sd} ve f:B—> R fonksiyonu siirekli olsun. |
Bu takdirde / fx, = [ f 1 — 6x*y)dxdy = / [x o 2.11:3r a‘y
b af b
[ reywda= [|[f(xy)dy dx:j{jf(,t,y)dr d | |
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- Bu teoreme gore, integrasyon bilgesi bir dikdortgensel bolge oldugunda integra- g B :
lin swas: degistirilebilir. g N . . - £ bulunur. Integrasyon sirasim degistirmek de ayni sonucu verir:
2 rl 2
" — : ]f (1 - 6x%) dy i = f [y - 3327, ds
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e T i L 2
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ORNEK : B={(x,y): 1l <x<3, (0 <=y <4} bolgesiiizerinde fix, y) = 2y’ = 2 =
; - . - ~ = [ 2dx =4
fonksiyonunun iki kath integralini hesaplayimz. 127 0




‘Bir mtegmlda once hdngi degiskenin diferensiyel; yazilmigsa Onee 0

deffigkene gore integral alinir. f(x,y) ifadesine en yakin s mrlar bnce difer-
| ensweh yazﬂan degiskenin sinirlandir, i

i
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{lkinci Fubini Teoremi)
i, v |a b] = R fonksiyonlan siirekli, Yx € [a, b] icin u(x) g v(x) ve

B={(xy):a s;s: < b Wx)su(x) } olsun. f2B-»R fonksiyonu siirekli
1se |
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Teoremde stzil edilen B« bilgest yandaki gekilde gosterilmistir. Boyle bolgelere
diigey hasit bilge adi verilir, Boyle bir bolgede diigey olarak gizilen her dogru
pargastnm (st ucu y = v(x), altucu y = u(x) egrisi iizerinde bulunur, Bu dog-
runun biitiin bolgey! taramas igin x = ¢ dogrusundan baglayip x = b dojrusu-
na kadar hareket etmesi gerekir.

Benzer olarak, D={(x,y):c<sy<d, g(y)<xsy(y) } bolgesi tzerindeki

Integral by
‘ d )
|| fayyda= [ | fxy)dvdy
n : g g
igiminde hesapanebili. — 2

diisey basit bolge

i |
y=x"+|

D bolgesi tipindeki bolgelere yatay basit bélge adi verilir. Béyle bblgelerde ya-
tay olarak ¢izilen dogrular x = g(y) ve x =1(y) egrilerini birer noktada keser.

ik

&

O yatay basit bolge X
ORNEK : B={(x, v): 0=x=<3, 2x=sy=<x*+ 1} bblgesiiizerinde
i{“ 2y
H.I (x+ 1)2 integralini hesaplayimz.

(Coziim : Verilen bolgenin grafigi yanda verilmistir. Buna gére

3 ¥+ 3

dA:ff 2 dydxzf =
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0 (x+ 1)2

? f[;r?ﬂ—zx){,x P2+D)
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olur.

{(.r-—l:ﬁ dx=1 (17 | = =3B+ 1)=3
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ORNEK : B bélgesi y =% ve x=)? parabolleri tarafindan simirlanan bolge
olduguna gore

[ dxdy
B
integralini hesaplayiniz.

Coziim : Verilen bblge yanda gosterilmistir. 4y v

N 1 JJ: ] %
[fdxdy = [ [dvax=[y]', ds
B 2 g 4

olur.

ORNEK : B bolgesi, birinci bélgede y = 4x2, y = x2 parabolleri ile y = 1
dogrusu tarafindan sinirlanan bélge olduguna gére

I=[[ (x+y)dA
i

integralini hesaplayiniz.



Cozim : Sozkonusu bolge yandaki sekilde gosterilmistir. Bolge yatay basit bol-
ge nldugundan dnce x degiskenine gore integral almak gerekir.
!
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bulunur. 4 .
ORNEK : /= f f xy dx dy integrali veriliyor.
4 Wi

(a) Integrasyon bilgesini ¢iziniz.
(b) Integrasyon strasim degistiriniz.

(¢) Integrali hesaplayimz.

¥

(H)I=1@ = j?=.?f2, I=%
Bu egriler ve dodrular ¢izilirse yandaki sekil elde edilir. Integrasyon sinirlarina

dikkat edildiginde, mntegrasyon bolgesinin tarah bélge oldugu goriiliir,

Coziim : = y=2x, y=0 ve y=4 tir.

(b) Once y degiskenine gore integral alalim. Bélge i¢inde y eksenine paralel
bir dogru ¢izildiginde, bu dofru parcasimn alt ucu y = x? efrisi, iist ucu y = 2x
dogrusu iizerindedir. Bu nedenle y nin sinirlant x* ve 2x dir. Bolgenin en sol-
unda bulunan noktanmn apsisi x = 0, en saginda bulunan noktanin apsisi x = 2
oldugundan, verilen integral

2 %
I=f fxy dy dx
D 2

(c) Integrasyon sirasinin degigmesi integralin degerini degistirmediginden, inte-
grallerden herhangi biri hesaplanabilir. Son integrali hesaplayahm.

biciminde de yazilabilir.
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Limit ve toplam semboliiniin 6zelikleri gbzoniine alindifinda asagidaki 6zelik-
lerin varhg kolayca gosterilebilir, Buradaki f ve g fonksiyonlart B iizerinde
surekll fonksiyonlardir, 140
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(1) Her ¢ sabiti igin

Jf cfxyda=c [f fay) da
B B

dar.
@ [fep+gey)]da= [[ fayda+ [ ga.yda .
B B B

(3) B, ve B, , arakesitleri, en fazla bir egri pargasi olan iki bolge ise

JI fixyda= ff flx,y)dA+ f [ fix.y)da

H]UBE
drr.
(4) Her (x, y) € B i¢in fix,y) < glx, y)

Jf feyyda< ([ gxyda
B

i)

dir.

ORNEK : B bolgesi y =%, y=2x> parabolleriile y=4x dogrusu tarafindan
sinirfanan bolge olduguna goére flx, y) =x+ y+ 1 fonksiyonunun B iizerindeki
integralini hesaplayimz.

Coziim : Sozkonusu bdlge yanda gosterilmigtir. Bu bélge iki diisey basit bil-
genin birlesimi oldugundan, istenen integral iki integralin toplami olacaktir.

I= [[ feyyda+ [f feeyda
B By
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ORNEK : /= / f cos(x?)dxdy integralini hesaplayiniz.
"2 141
Coziim : cos (x*) fonksiyonunun x degiskenine gére integrali hesaplanamaz.

Simdi integralin sirasin1 degistirelim. Bunun igin énce integrasyon bélgesini ci-
zelim



Y= % ise y=2x ve x=1 dogrulan ¢izilirse integrasyon bdlgesinin, yandaki
sekilde taral olan bélge oldugu goriiliir,
Once y sonra x degiskenine gore integral alinirsa | / y=2
|

cos (x%)dydx = fms(xz)yﬁdx
n 0

!

I
:Hh""‘“:_

|
=f2xcos(x2)dx=sin(xz) ‘Iﬂ=3in |
0

bulunur.

ORNEK : B bolgesi x = y*> paraboliiile x+y=2 dogrusu tarafindan sinirlanan
bolge olduguna gore

I= f f dA  integralini hesaplayimz.
B

Coziim : Integrasyon bolgesi yanda ¢izilmigtir,

Buna gére o 2
\ X=¥=
‘! ! o | 2'_} (I'l-ll}
I= [ [ddy= [xf
~2 2 -2

Yukandaki integral, integrasyon sirasin
degistirerek

I=ﬂ dydx+ || dydx
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0

biciminde de hesaplanabilir.




ORNEK : B bolgesi y = x>, y=2x> parabolleri ile y=4x dogrusu tarafindan
sinirlanan bolge olduguna gore flx, y) =x+ y+ 1 fonksiyonunun B iizerindeki
integralini hesaplaymz.

Problemin degisik cozumleri mevcuttur.

Cozum 1)
2
2 y=x —9y2
“y y=2X Ay y=2X “y
y=4x
P
By
X X X

Sorulan integral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=B;+B, oldugu aciktir. Dolayisiyla B; ve B, yi hesaplar sonra
P=B,+B, hesaplariz.
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Cozum 2)

—9y2 y=X a2
4y y=2x \ Ay y=2x Ay yox’
y=4x
P M
X X .

Sorulan integral P alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=M-N oldugu aciktir. Dolayisiyla once N ve M yi hesaplariz sonra

P=M-N yi hesaplariz.
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Cozum 2.b)Yukaridaki integralde integral sinirlarini degistirerek once x e sonra y ye gore integral alarak da hesaplayabiliriz.
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4y x=.[yy 2 x=[y Ay x= Y2 A,
x=y/4 /s
P M
" X




yB xyla y=16 x=y/4

N=[  JOcry+Ddxdy, M= [ [(x+y+Ddxdy,  N=13.8667, M=100.2667, P=M-N=86.4
y=0 x=,y/2 Vo xy
Cozum 3)
2
y=X
4y y=2x> “y y=2
y=4x y=4x
J
> K
X X

Sorulan integral Q alani uzerindeki integraldir. Bu integral P=K+J oldugu aciktir. Dolayisiyla K ve J yi hesaplar sonra
P=K+J yi hesaplariz.
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Integrasyon Sinirlarini Bulmak 1076

Simdi, integrasyon smirlarim bulmak igin, diizlemde bir ok bdlgeye uygulanabilen bir
prosediir veriyoruz. Bu prosediiriin ige yaramadif1 daha karmasik bolgeler, ¢ogunlukla bu

prosediir uygulanabilecek sekilde pargalara ayrihr,
ffR f(x, v)dA integralini, 6nce y’ye sonra da x’e gore integre ederek hesaplamak

i¢in, agagidaki adimlan 1zleyin.

1. Cizim. Integrasyon bolgesini ¢izin ve strlayic: egrileri belirtin.

> X

2. Integrasyonun y stmirlarint bulun Artan y yoniinde R'den gegen dikey bir L dogrusu
hayal edin. L’nin girdigi ve ¢iktig1 v degerlerini isaretleyin. Bunlar integrasyonun y
simrlaridir ve genellikle x"in fonksiyonlandirlar (sabit yerine ).

¥
T T yz‘ufl—_t:z’d@

/ ¢ikar

v=1—xte
girer

L - i
i 2

3. [Integrasyonun x-smrlarim bulun R'den gegen biitiin dikey dogrular kapsayan x-

simrlarmm segin. Integral
/ f(x,y)dA =
R

=1 pv=V\1-x |
/ / flx,v) dvdx
" x=0 Jy=]1—x

olur.

:

0
#
En kiigik x En biiyiik x
x = 0'dr x = 1'dir,

Aymi iki katl: integrali, integrasyon siras1 degismis tekrarli integral olarak hesap a
i¢in, 2. ve 3. adimlarda dikey dogrular yerine yatay dugrrumr kullanin, Integral '

f(x, y) dx dy

E

olur.

ORNEK 4  Integrasyon Sirasini Degistirmek

L P
/ﬁ (4x + 2) dy dx
0 Jx

integralinin integrasyon bolgesini ¢izin ve integrasyon sirasi degistirilmis egdeger bir in-
tegral yazin.

Cozim  Integrasyon bijlgesi, ¥ <y < 2x ve 0 = x < 2 esitsizlikleriyle verilmektedir.
Dolaywsiyla, x =0 ve x = 2 dogrulan arasinda y = x” ile y = 2x egrilerinin simrladig
bolgedir (Sekil 15.13a).

SEKIL15.13  Ornek 4’{in integrasyon bélgesi !

Degistirilmis sirada integrasyonun smirlarim bulmak icin, bdlge boyunca seld
giden bir vatay dogru haj,fal ederiz. x = y,/2'de girer ve x = Vy'de gikar. Bayle biltis
lar1 kapsamak iizere, y’yi y = (°dan y = 4’e gotiiriiriiz (Sekil 15.13b). Integrsl!

Vi
// (4x + 2) dx dy
S0 Sy

olur. Bu integrallerin ortak degeri 8'dir.



Koordinat Donusumleri

1)Duzlemde Kartezyen koordinat sistemi
2)Duzlemde kutupsal koordinat sistemi
3)Uzayda Kartezyen koordinat sistemi
3)Uzayda Silindirik koordinat sistemi
3)Uzayda Kuresel koordinat sistemi

Duzlemde Kartezyen ve Kutupsal Koord. Sist.
Duzlemde bir noktanin x,y ile belirtilmesi kartezyen
koordinat sistemi, r(genlik,uzunluk.mesafe) ve o (aci)
ile belirtilmesi kutupsal koordinat sistemi olur.

A X=T c0s 0
y - y=T sin 0

O=tan’! Y

X

v

tan'l(z): arg tan(z) demektir.

Ornek Asagidaki kartezyen koordinat sisteminde
verilen noktalari kutupsal koordinat sisteminde
belirtin. a)(3,4) b)(-3,4), c)(-3.-4), d)(3,-4)
Cozum:

a)x=3, y=4, D r=1/x* + > = 3> + 4 =5,

6=tan™ than'1(4/3)= 53.1°
X

A

57
’7 53°
3

v

b)x=-3, y=4, D 1=1/x> + 7 =/(-3)* + 4 =5,
0=tan" 2 =tan™(4/(-3)) =180-53.1°=127°

X
A

[ 4

\127”

O)x=-3, y=-4, D r=1/x" + ¥’ =1=1/(=3)" +(-4)* =5,
o=tan” ¥ =tan™ (-4/(-3)) =180+53.1°=233°=360-

X
233%=127°

v

-127°

&

d)x=3, y=-4, D r=1/x* + 3> =/3? + (-4)* =5,

O—tan” 2 —tan™(-4/3) =-53.1°=360-53=307
X

Uzayda Silindirik Koordinat Sistemi
Silindirik koordinatlar (1 £, z) sirah tiglileri ile uzayda bir P noktasin
temsil ederler, Burada,
1. rved Pninxdiizlemine dik izdiisiminiin kumupsal koordinatland:r.
1. zkartezyen dikey koordinatti.




Kartezven (x, v, 2) ve Silindirik (r, #, ) Koordinatlarp

Baglayan Denklemler
X = rcost, y = rsinf, z =z

r? = % + 2 tan = y/x

& = oy, :
rve z defigir

7
# v 2 degisir

Uzayda Kuresel Koordinat Sistemi

Kiiresel Koordinatlar uzayda bir £ noktasini,

1. p, P'den orijine uzakhk.

2. ¢, OF 'mn pozitif z-ckseni ile yaptigi agi (0 = ¢ =< 77)
3. 4@, silindirik koordinatlardaki agi

olmak iizere, siral (p, ¢, ) ugliileri ile temsil eder.

Kuresel(p, ¢, 0), Silindirik(r,0,z), Kartezyen(x,y,z)
arsindaki bagintilar.

r = psindg, x = rcosf = psingcosf,

Z = pCos g, ¥y = rsinf = psingsind,

p=Vx2+prt22=\Vr?+ 22

Ll |

F{P' i:E:I, H}

4
s/

¢=¢0 sabit,
p ve B degisir by

p=a sahii':: :

@, ve B degisir =
B = f, 0ysa
g ve b defisir



Koordinat Diniisiim Formiilleri

SILINDIRIKTEN KURESELDEN KURESELDEN
KARTEZYENE  KARTEZYENE SILINDIRIGE
x = rcosf x = psingpcosfl r = psind
y = rsiné y =psingsing z=pcose
z=2z z=pcose g=28
HACIM FORMULLERI '
dV = dx dy dz
= dz r dr d
= p? sin ¢ dp dep d6

Ornek Problem. Asagidaki kartezyen noktalari
silindirik ve kuresel koordinatlara cevirin.
a)(1,2,3), b)(-1,-2,3)

Cozum. a)x=1, y=2, z=3,

Silindirik koordinatlarda z=z yani z=3 dur.

4 =12 +22 =223

O=tan™'(2/1)=63"

e’

e
1 >

Kuresel koordinatlar icin
p Z\/xz +y* 42t = \/z2 +p> =374
7= p cos(¢h) > ¢= arg cos(z/p) =

= arg cos(3/3.74)=36.66"
© = 63° (silindirik koordinat ile © aynidir)
Cozum. b)x=-1, y=-2, z=3,
Silindirik koordinatlarda z=z yani z=3 dur.

4&
; o r=,/(=1)* +(=2)* =2.23
1 N 7\/(_1) (7 )
< » O=tan’!(-2/-1)=180+63
e =243=_117°
7 T _2

Kuresel koordinatlar icin
© = 243" (silindirik koordinat ile © aynidir)
¢= arg cos(z/p) =arg cos(3/3.74)=36.66"

p=yx’+)’ +2" =z + p’ =374




ORNEK3  Kartezyenden Kiiresel'e Ddnistirme 1120
24P+ @-1Fm] : it i g ; ;
p=12cos¢ ** +y*+ (z— 1> = 1 kiiresi igin bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz.

Cizim  x, y ve 2’yi doniistiirmek igin (1) denklemlerini kullamriz:
2+ +-1)Pr=1

p?sin’ @ cos? 8 + p?sin’ psin’f + (pcosep — 1)* =1

p? sin® ¢(cos* 8 + sin? @) + plcostd — 2pcosp + 1 =1

E: J 1
F1 o= -
v p(sin® @ + cos® @) = 2pcos ¢
i ML
|
SEKIL15.43  Ornek 3'teki kiire. e

p=2cos¢
Sekil 15.43%¢e bakin.

ORNEK4  Kartezyenden Kiiresel'e DénUstiirme
z = Vx? + y*konisi igin bir kiiresel koordinat denklemi bulunuz (Sekil 15.44).

Goziim 1 Geometri kullamm. Koni, z-eksenine gore simetriktir ve yz-diizleminin biri
bolgesini z = y dogrusu boyunca keser. Bu nedenle, koni ile pozitif z-ekseni arasindaki
/4 radyandir. Koni, kiiresel ¢ koordinati /4 e esit olan noktalardan olusur dolayisry
la denklemi ¢ = 7 /4'tiir.

Cizim2  Cebir kullamin. x, y ve z’yi doniistiirmek igin (1) denklemlerini kullamrsak ayﬁi

sonucu elde ederiz:
z= Vi +y
peosd = Vpisinr e  OmK3
pcosg = psing p=0,sing =0
cos ¢ = sin ¢
q’):% D=¢=mw

X
SEKIL15.44  Ornek 4'teki koni.

Kiiresel koordinatlar, merkezleri orijinde olan kiireler, kenari z-ekseni olan yandﬁzlgmleﬁ
ve tepe noktalan orifinde, eksenleri z-ekseninde olan konileri tanimlamakta yararlidir. Bu
gibi yiizeylerin sabit koordinat degerli denklemleri vardir:

p=4 Kiire, yangap 4, merkez orijinde
- Orijinden yukar agilan koni, pozitif z-
¢ = ckseniyle 7/3 agisi1 yapar

g =

g
T z-ekseni etrafinda dénen yan diizlem, pozitif
& x-ekseniyle ar/3 agis1 yapar.
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Bélge doniiglimleri kesiminde belirtildigi gibi, uv— diizlemindeki bir D bélgesi

x=glu,v)
y=h(u,v)

doniigiimii yardimiyla xy— diizlemindeki bir B bélgesine doniistiiriilmiis olsun.

_axy)
S 9u, vy

IH 'x'l.-I
Yu Yy

J

olmak iizere ~
If feydxdy= [[ f(g@w.h.v) || dudv
B D

dir. Eger 6zel olarak
xX=rcosB
y=rsin@

kutupsal koordinatlarina gegirilirse
fff(x,y}drdy=I[f(rcnsﬂ,rsinf?)r drd6
B D

t=a

olur. Ciinkii bu doniisiim i¢in

-
X
P d (x,y) _| % Xog|_|cOsO = rsinf - agisal basit bilge
a{r,@) |¥, ¥g| |sin@  rcosO
olur.

Eger D={(r,0):5(0)sr=1(0), as0<P} ise

B o)
fff(rcnsﬂ,rsinﬂjr dr df = j jf{fcnsﬂ,rsinﬂ)rdrdﬁ
o Y (:)

olur. Butip D bblgelerine agisal basit bilge ad: verilir.

ORNEK : B bolgesi 22+ y*=1 ve x*+y? =4 gemberleri arasinda kalan bolge
olduguna gore Ay

I'= ffyfx2+yi dxdy
B

integralini hesaplayiniz.

5 Q" _/1 7 *
Coziim : Kutupsal koordinatlara gegilirse K J

143




2 = 27
f=ff r2cos20 +r2sin20 rdrde = ffzdrdﬂ

0 1

W 4 2T g ; M
- [ 5 [ido= [ (§-3)a0=] [ ao=1
bulunur.

ORNEK : B bolgesi 2x% — 2xy + y> = 5 elipsi tarafindan sinirlanan bilge ol-
duguna gére

x=2u+tv Y

V=3u—-V
dontisiimii yardimivla / /7

I= ([ /262~ 2xy+ y? dxdy 7 z
B

integralini hesaplaymniz.
Cozim : 2x* - 2xy +y* =5 "
denkleminde 1
x=2u+ v, / \
y= 3 —v k | ;
yazilirsa J

2Qu+ v —-22u+v)Bu—-v)+Bu—v)3*=5
= Swr+v) =5
= u+vi=1

¢emberi bulunur.

xﬂ IF_Z I ThX
I _]‘_—5
oldugundan

I= [ /2x2=2xy+y? drdy= [[ /5 +v?) 5 du dv
B £

olur. Kutupsal koordinatlara gecilirse
i

[ = sf’ﬁffrrdrde 5y 5[-"3—\;9:5;52;:

=%¥Eﬂ'
144

bulunur.
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] (3) denkleminin sag tarafindaki integralin, f{ cos 8, r sin #)’mn kutupsal koordinat
diizleminde bir bélgede integrali olmadiima dikkat edin. f(r cos #, ¥ sin #) ve ¥'nin
carpmminim, Kartezven r@-dizleminde bir G bélgesindeki integralidir.

Asagida bagka bir degigken déniiglimiiniin 6rnegi vardir.

ORNEK1  integrasyon icin Bir Diniisim Uygulamak

& FrmfpBlblag oy
/ — dx dy
0 Jx

=_1»‘,-'"2 2
. integralini
. S )
Kartezyen ré-diizlemi W= 5 V=75 .!
l v =rcost déniigtimiinli uygulayarak ve wv-dizleminde uygun bir bélgede integre ederek hesaplaym.,
¥ =y &inf

Gbzim xy-diizlemindeki R intcgrasyon bolgesini ¢izer ve sinirlarim belirleriz (Sekil 15.49).

Kartezyen xv-diizlemi

$EHI|. 1548 x=rcosé, y=rsind
denklemleri G'yi R ve dontigtiiriir.

SEKIL154% x -+ v ve y = 2v denklemleri G’yi R’ye dontigtitrir.
Déniigiimii u - (2x - 3)/2 ve v yl,.-"f2 denklemlerivle tersine gevirmek
R’yi ye doniistiiriic (Ornek 1),

(1) denklemini uygulamak igin, karsihk gelen wv-bolgesi G'yi ve donilgiimiin Jako- -
biyenini bulmamiz gerekir. Bunlarnn bulmak igin, (4) denklemlerinden x ve y'vi 4 ve v
cinginden ¢izeriz. Kisa bir hesaplama

* x=utv y=2v (8)
verir. Bu ifadeleri R'nin simirlanimin denklemlerinde yerine koyarak G'nin sinirlarim bulu-
ruz (Sekil 15.49). }
R’nin stmirlarimn G’nin simirlarmin karsihk Basitlestirimis |

xy-denklemleri gelen nv-denlklemleri rv-denklemleri
= 2 #+v=2u/2=uv =0

x = {12} +:1 wtaw = Quf2) + 1 = vt u =1

y =0 2v = 0 v=20

y=4 2v =4 v =




SEKIL15.50 x=(12/3) - (v/3) ve
=(2u/3) = (v/3) denklemleri G'vi R’ye

doniigtiirtir. Doniisiimil & — x + v ve

v =y — 2x denklemlerivle tersine

cevirmek, R’yi G'ye déniistiriir (Ornck 2).

157 Cok Katl Integratlerde Deisken Dinisim

Dontiglimiin Jakobiyeni (vine (5) denklemlerinden)

dx  dx ot
'Jr 2 == . — == —
= e L omy 2 (am) 4 &
du  dv du( " dy <V

bulunur, Artik (1) denklemini uygulamak igin her seye sahibiz:;

4 Jl':{_'b'l,-"..?.\}+1 Zx — p "= u=
// 5 dedy = / / w|Ju, v)|du dv
0 Ja=yi2
2 l 2 S
// (1) 2) du duv -f {uz} a'u=/ dv = 2
i i 0

-

ORNEK2  Integrasyon Icin Bir Dnisiim Uygulamak
Asafidaki mtegrali hesaplayin.

I Fl=x
[ \/x+y{y— 2xY dy dx
0 Jo

15.50), lr1t~3[5,rramj1 u =x +yvev=y—2xdoniigiimiinii dnerir. Biraz cebir, x ve v'yiu

fozim  xy-diizlemindeki integrasyon bolgesi R’yi cizer ve smurlan belirleriz {ﬁ
cinsinden verir:

sl W v
3 B % g '3

(6) denklemlerinden uv-bélgesi'nin simrlarini bulabiliriz (Sekil 15.50).

R’nin simrlarmin G’nin simrlarinin karsihk Basitlegtirimis
xy-denklemleri gelen uv-denklemleri uv-denklemleri
- u_v 2u -
¢l e (3 3)4—(3—4—3) | u =1
- L =
x=10 5 8 0 V=i
_ 2u v _ g
y=10 3 A 0 v 2u

(6) denklemindeki doniisiimiin Jakobiyeni

ax  dx |

du  dv 3 3 |
Pl ay a2 1] 3

ou v 3 3

olarak bulunur.
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(1) denklemini uygulayarak, integrali hesaplariz:

1 fl—ux u=1 fu=u )
f/ Vx + vy — 2V dydxe = / / w2 v? | u, v)| dv du
0 .0 Ju=l r——2u
I fu — (1 ) 1 1 - 1 . V=i
TRERTE - dvdu=—/ u [—vl du
l[?u 3 3 0 3 v==2u
|

| 1
= 'l-f w2 + 8ud) du = / u'?du = ZHM} =
9o Jo R

Il

U¢ Katli integrallerde Degisken Déniistimii

Boliim 15.6'daki silindirik ve kiiresel koordinat déniistimleri, {i¢ kath integrallerdeki de
giskenlerin degisimlerini, ii¢ boyutlu bdlgelerin déniigimleri olarak resimleyen bir dﬁn_:
stim yonteminin 6zel durumlandir. Yontem, simdi iki yerine G¢ boyutta gahigmamizin d:
sinda, iki katl1 integrallerdeki yontem gibidir.

uvw-uzayindaki bir G bélgesinin xyz-uzayindaki bir D bolgesine, Sekil 15.51de ﬁn‘
rildigi gibi,

x = glu, v, w), y = h(u, v, w), z = k(u, v, w)
formundaki diferansivellenebilir denklemlerle bire-bir olarak déniigtiirildiigiinii varsayin
Bu durumda, D iizerinde tamimli herhangi bir F(x, y, z) fonksiyonu G iizerinde tanimls bir
Flg(u, v, w), h(u, v, w), Ku, v, w)) = H{u, v, w)

fonksiyonu olarak diigiiniilebilir. g, # ve &’nin birinci mertebe kismi tiirevler var ve surekﬂ
iseler, F(x, y, z)'nin D Gzerindeki integrali H(x, v, w)’'nun G iizerindeki integraline

[// Flx,y,z)dxdydz = Hu, v, w) |, v, w)| du dv dw m
D [;[] ﬂg

denkiemiyle baghdur.

x = gli, v, w)
¥ = hin, v, w}
- 7z = klu, v, w)
—_———
u Kartezyen uvw-uzayt x Kartezyen xvz-uzayl

SEKIL15.51  x = g(u, v, w), v = A(i, v, w) ve z = k(x, v, w) denklemleri
Kartezyen xyz-uzayinin bir D bolgesindeki bir integrali Kartezyen
wvw-uzayimn bir G bélgesindeki bir integrale donistirmemizi saglar,



ALAN HESABI

R boélegesinin alam

Tek degiskenli fonksiyonlarda alan
negatif olabilir.

T 'ﬁfﬁlm_
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iki kath integrallerin Fizik, Matematik, Istatistik ve Mihendisliklerde gesitli
uygulamalar vardir. Bu kesimde bunlardan bazilarini verecegiz.
ALAN HESABI

Iki kath integral tammlanirken E fix ( ke }’;: AAy = ff dxdy

EIF‘II*D

oldugu verilmisti. Her (x, v) € B igin fix, y) = | olarak tammmlanirsa yukardaks

esitlik
lim AA, = dxdy
uFﬂ*ukEl =4l

seklini alir. Parcalanma nasil yapilirsa yapilsin AA, alanlarinin toplarm B bol-
gesinin alam olacagindan

Alan(B) = [ dxdy (14.2)
8

olur. Kutupsal koordinatlara gecildiginde, Jakobiyen r olacagindan

Alan(B) = | TI"E!IF{}’(;‘J

bulunur, (14.3)

P

ORNEK : 2y = x%2 — 4x parabolii ile y = x dogrusu arasinda kalan bélgenin
alanim hesaplayiniz.

Coziim : S6z konusu blge yandaki sekilde tarah olarak gosterilmistir. Bu bolge
bir diisey basit bilge oldugundan, integrali once y, sonra x degigkenine gore
almakta yarar vardir. Buna goére A alam

x 6

:j(:ﬁ:—l l)dxzi-:‘—ﬂ—lﬁ |ﬁ=54_ 36=18  birimkate olur.
2 2 . 2 6 0

ORNEK : y = x® efirisiyle y = x dogrusu tarafindan sinirlanan bolgenin alanini
hesaplayiniz.

Coziim : Alam istenen bolge yanda gosterilmigtir, Sekilden de goriildiigii gibi,
s6z konusu bolge iki basit bolgeden meydana gelmistir. 147

Dolayisiyla

0 i

A= ffdyaix+ffdydx [(r —x)d.r+_/{x 5k

-1 x

e 1.3
(g

ORNEK : r=acos 2¢ dort yaprakli giil egrisi tarafindan simrlanan bolgenit
alanim bulunuz.

i ::Ufig'djﬂ
de

= (@ eos2p Ei
Coziim A:B.f / rdrdm=3f-r3
0 0 § ®

b4

g

p=n/4 (1

= 4qa* ’9 cos®2¢pdp = 2a* f{] + cosdg)de
4] a 0
|

:2&2(¢+lsin4‘qﬂ) Y= 2 a2
4 G 2

=Y

birimkare olur.

ORNEK : r=2 ¢emberinin diginda, » =2 (1 + cos ¢) kardiyoidinin i¢inde kalar
bolgenin alamimi bulunuz.

Coziim : Alam istenen bolge yandaki sekilde gosterilmistir. Bu bolgede alinar
herhangi bir (r, @) noktasinin koordinatlan

2=r=2(l +cosq) ve —%E@EE

egitliklerini saglarlar. Bolgenin kutup eksenine (Ox- eksenine) gire simetrik
oldugu da gdzimiine alinirsa

L1
21 +cosg) 2 20 + cosg)

a
= f f rdrdqa 2 f j rdrdgp
z

2

2

i T
>4

———

y 2(1 +cose)
=2f?‘ dqazd{]f'(2c05¢n+cﬂsz¢'}d§0

]y

2 1 +cos2¢ '
f(?,cnsqa+ 2“' 1I?});:fc,t:n:n'.1(2:~11'n.;9+%+:11—-sain'2qa:)

0

=mn+8 birimkare olur. 148



KUTUPSAL KOORDINATLARDA INTEGRASYON YONU

1. Bir ¢izim: Bolgeyi ¢izin ve simirlayic: egrileri belirtin.

.

A

1094

-

2. Integrasyonun r-stmrlarine bulun: Orijinden gegen ve R’yi artan r yoniinde kesen bir
Lagim diistiniin L' nin R7ye girdigi ve giktifn r-degerlerini isaretleyin. Bunlar integras-
yonun r-sinurlandir. Genellikle L'nin pozitif x-eckseniyle vaptigi # agisina haglidirlar,

}l
T r=2deaynbr
llll". ."?' -Ir.'
4 A/
rainf=y= V2§ i

vey Fi .
r="\2csch /= V2 esc 8'da girer

t

- X

0

3. Integrasyonun @-simrlarim bulun: R’yi simirlayan en bilyiik ve en kiigiik #-degerlerini
bulun. Bunlar integrasyonun @-sinirlandir.

}I
1 - En biiyik 0 = 2-'dir

> X

Integral
f=m/2 fr=2
//f(?‘s 6) d4 =/ / _ fr.@)rdrdb
- k = /4 r=V\2esc
R
olur.
ORNEK1  integrasyan Sinirlanini Bulmak

r=1+cos @ kardioidinin iginde ve » = | gemberinin diginda kalan R bolgesinde f(r, 6)'v1
mntegre etmek 1¢in integrasyon sinirlarini bulun.

Cozim

1. Once bolgeyi gizer ve simirlayicr egrileri belirtiriz (Sekil 15.23).

2. Sonra integrasvonun r-sumriaring buluruz. Orijinden gikan tipik birgin r = 1'de R'ye
girer ve ¥ = 1 + cos #'da ¢ikar.

GriiTe r=1 4 cos B

Aeplmpei * X
r= ’de * =1+ cos#&da
girer Gikar

3 Ornek 1'deki bislge igin
itatlarda mtegrasyon
iimak..

£ =4 cos 26 da
4 ayrihir
.E?- "Ilr T
{ et

24 Renkli bolge iizerinde integral
m, #yi{dan V4 cos 20 "ya ve

0’dan /4 e edtirtiriiz (Ornek 2).

15.3  Kutupsal Formda Iki Katls Integraties

3. don olarak integrasyonun &-sumriarint buluruz: Orijinden gikarak R’yi kesen
8 =— 7/2"den 0 = 77/2’ye kadar degigir. Integral

/ T2
e SN

J(r, 6), degeri 1 olan sabit fonksiyon ise, f’nin R iizerindeki integrali R’nin ala

| +cos @

e r,'?)- Fdar df

olur.

Kutupsal Koordinatlarda Alan
Kutupsal koordinat diizleminde kapal ve sinirl: bir R bélgesinin alani

[[rava

&

A:

ile bulunur,

Bu alan formiilii, ispatlamayacagimiz halde, daha 6nceki biitin formiillerle uyum-
ludur, |

ORNEK 2

+# =4 cos 26 fiyonguyla cevrelenen bélgenin alanini bulun.

Kutupsal Koordinatlarda Alan Bulmak

Coziim Integrasyon simrlarin belirlemek igin fiyongu gizer (Sekil 15.24) ve simetriden
dolayi toplam alanin, birinci dértte bir bélgedeki kismin 4 kat1 oldugunu goriiriiz.

vwid PN cos 20 ‘i -2 F=%\'4 cos 26
4/ / rdrdf‘:i=4/ {E} dt
JA) S ¥ =i}

TT-"'II'# i
24/ 2(.‘:{}323&’19245‘1112&} = 4 b
{} 0

A=

Kartezyen Integralleri Kutupsal integrallere Cevirmek

Kartezyen bir ij filx, ¥) dx dy integralini kutupsal bir integrale ¢evirme prosediiriiniin iki
adimi vardir. Once x = r cos 6 ve y = r sin @ yazin ve Kartezyen integraldeki dx dy yerine
r dr df koyun. Sonra R'nin smir 1¢in kutupsal integrasyon smirlarim bulun,

Bu durumda Kartezyen integral, G kutupsal koordinatlardaki integrasyon bdlgesini

belirtmek lizere,
f] flx,yydedy = f/ flrcos @, rsinf)rdr db
G

R

halini alir. Bu, Boliim 5 'teki de@isken degistirme yontemi gibidir. Yalniz bu defa bir yerine

degistirtlmesi gereken ikt degisken vardir. dv dy verine, dr 46 degil, r dr @8 vazildigina
dikkat edin. Katlh integrallerde degisken doniisiimiiniin (verine koyma) daha genel bir in-
celemesi Boliim 15.7de verilmistir.



Kutle hesabi

(3,3)
o (X))

ifﬂg.'.

M = j'f g (x, vldxdy  (14.5)
B
bulunur.
ORNEK : Bir kenarinin uzunlugu 3 birim olan kare seklindeki bir levhanin
yogunlugu, her noktada o noktanmn karenin bir késesine olan uzakhgnin karesi
ile orantili olarak degismektedir. Bu levhamn kiitlesini bulunuz.

(Coziim : Karenin sGzkonusu kdsesini orijin, bu kogeden ¢ikan iki kenan da koor-
dinat eksenler: olarak alalim. & oranti katsayis1 olmak iizere

O (x,y) =k (x* + %) olacagmdan

3 3 3 3 a
M= fk(x2+yz)dy:i_x=kfx1y+*};— |z
x=0 y=i 0 4

3
=k [(3x2+9)dv=k(x%+9x)| =54k
: :

bulunur.

bl : 15 =
0 4 X

ORNEK : r=2 (1 + cosg) kardiyoidinin iist yarnisina yerlestirilen ve yogunlugu,

her noktada o noktanin orijine olan uzakhg ile orantili olan bir levhanin kiitlesi-
ni bulunuz.

Coziim : Verilen levha yandaki gekilde gésterilmistir. o = kr olacagindan

201 + cosg) )
. f . 152
0

a 2{1 + cos@)

fkrrdrdQJ kf

LﬂHﬂ

b i
{ 1 +cosg)’dp =3k [(1+3cosp+3cos?p +cos*p)dp
{

b/
i 1 +cos2¢
_Ekﬁ[

14+3cosp+3 5 +(1 —sin@)cos @ | de

quﬂ+33inqp+ §—¢J+ 1sinZur;p+:~'.'mn;z:l— lsiln?’i;v
2 4 3
5 \_20
k(zﬂ)— kat
olur.

ORNEK : 3 cm yaricaph daire seklindeki bir levhanin yogunlugu, her noktada
0 noktamin daire merkezine olan uzaklig: ile orantili olarak degismektedir.
Dairenin sinir1 tizerinde yoZunluk 6 elduguna gore bu levhanin kiitlesini bulunuz.

Coziim : (x, y) noktasindaki yogunluk o (x,y) =% f;ﬂ y2 dir.
¥ +y*=9 i¢cin o (x, v) =6 oldugundan

6:#:#@ = =3k = k=2 = G(_x,y)=2.lf:$:2+y2 dir. Buna gore

M:ffﬂ(my}dxdy: ffz X7+ y? dxdy oy
_5 [ frrdrdqa zf r\
<

| dqﬂ"18fd¢? 3671

olur.

AGIRLIK MERKEZININ BULUNMASI

(x, ¥) noktasindaki yogunluu o (x, y) olan ve x oy diizleminde bir B bélge-
sine yerlestirilen bir levhay: gézoniine alalim. B bélgesinin bir parcalanmasi
P={B,.B,,...B,} ve (x;,y) da B, bélgesinde bir nokta olsun. B, bol-
gesinde bulunan levhamn kiitlesi, yaklagik olarak o (x; , v;) AA, kadardur.
Burada AA,, B, bolgesinin alanin1 gostermektedir. Bu kiitleyi (x; , v;) nok-
tasina toplanmug gibi diisiinebiliriz. Boyle noktalara kiitiesel nokta adi verilir.
Bilindigi gibi, bir kiitlesel nokta sistemin agirhik merkezinin ¥ ve v koordinat-
lam

ZII O (xp,3;) 84, E}kcr(x SAHLYH

X=

‘-:: |

k]

;,g (g3 A4, ;;1 T (5 3y) A, 153

bigiminde tanimlanir. © (x, y) siirekli oldugunda, yukandaki toplamlar birer



integral toplam olup ||P|| — 0 1¢cin B iizeninde 1ki kath integrale yaklagir. Buna

gore,

”* O (x,y)dA H v O (X)) dA
I;

x=L— . : V= 14.6
[foxy)dA ' [ o xydA o

il R

olur. Paydadaki mtegraller levhanin kiitlesi oldugundan

L (14.7)

] R
=g 7 OlaldA, M

yazilabilir.
Eger levhann kiitlesi sabit ¢ degerine esit, yani levha homogen ise, M = k.A ve

f f xkdxdy=k f f xdxdy  olacaindan
B B

T / ..f.x dxdy , e 2 f-,"_:u dxdy (14.8)

A A

olur. Burada A , levhamin alanim g6stermektedir.

ORNEK : y*=4x+4 ve y*=-2x +4 parabolleri tarafindan sinirlanan bolge-
ye yerlegtirilen homogen levhanin agirhk merkezini bulunuz.

Coziim : Once levhanin alanim bulalim.

2 }2“('4—};2) 2 %{4—}‘1} 2 % 4";;2)
A= [ ay=2 [  [dudy=2[x dy
cRTEE L A T
o) 2
ﬁli{'(fiﬂ%}rz)dy:ﬁy—%ﬁ = 8 br?
0
bulunur.
gt 2
1 2
; gl4-9) 1
X :}ifxdxdy:-é- frdxd}=3—2
T

olur. Bolge Ox- eksenine gore simetrik ve levha homogen oldugundan y =0

olacaktir. O halde agirlik merkezi M (% , 0) noktasidir. 154

ORNEK : x=0, y=0 ve x+y=1 dogrulan tarafindan simirlanan iiggensel
bolge igine yerlestirilen bir levhanmn (x, y) noktasindaki yogunlugu o noktamin
koordinatlan ¢arpimna egittir. Bu levhann agirlik merkezini bulonuz.

Coziim ;
! |l -x

i M =ﬂqﬂ'{x,y)dtdy=j_‘fxydrdy=j fx}fdydx
B B 0 0

olur. Buna gére

L=t

- t -
X =$ j,x: O (x,y)dxdy =24 f [ xxydydx
0 0

] =x :

|
=24{:,[ %xzf‘n dx=1zﬁ/'x2u—x}?¢r

I
) - bl g B g D
_120].(,1: 21'3'5',1"4){;{?—12(513“§I4+§.¥5)‘n

W I
- 12(3 2t 5) 5
bulunur. Benzer gekilde y= % oldugu gosterilebilir. Buna gore verilen levhann

agirhk merkezi (% -;5‘1) noktasidir,

ORNEK : r=1+ cosq kardiyoidi tarafindan simirlanan bélgeye yerlestirilen bir
levhanin her noktadaki yogunlugu, o noktanmn orijine (kutba) olan uzakhifiyla
ters orantiidir. Levhamin agirhk merkezini bulunuz.

Coziim : o (x,y)=k.

M= ffﬂ' (x,y)dxdy = f
B 0 0

=k f(l +cos@)d@ = k(p + sing) EI =2k

4y
T
0 .
olur. Buna gore —

2T | +cosg

= 1 _ L. | k
I—Eﬁfﬁ, J(xq_}*)dad}*—méf ﬁ[ r::ﬂsm*;rdrdqo 155




| 2 1+ cosg ! 2
s R . - —_——i e LYo
= k ,;']I {jl rcos@drdy rom [‘]f (1 + cos @)~ cos@dp
b
= ﬁﬂ[ ( cos@ + 2cos* @ + cos” qa)a‘go
27
ﬁ f[cc:-sqo+(i +cos2e) + ( —sinzqa)msqﬂld@
0
ol sing + @ + 1> sin2¢ + sing — lSiﬂ3¢3 pe gk 27T =
T 2 3 o 47
bulunur.
| 1 M|+ cosgp k
Pz, ff} O (x, V) dxdy = o U[ ‘_f rsing e rdrdg
e & 27
= [smqufz Lﬂmw de = 4 I sing (1 + cos¢)*de
=1 (1 +cosg)? s T
Y 3 0 B o
olacagindan, agirhk merkezi (é -U) noktasidir, 156
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Birinci momentler: M, = /]. y6(x, y)dA, M, = ﬂ x6(x, y)dA
R R

Kiitle: M= ﬂ 5(:{_,, ¥)dA Six, ) . (x, videki vogunluktur.

M, M
Kiitle merkezi: . _ﬁ?y, 7 = .,ﬁ'_{f

(1,2)

SEKIL 15.17

ORNEK4  Degisken Yoguntuklu ince Bir Plakanin Kiitle Merkezini Bulmak
Ince bir plaka, birinci dortte bir bolgede x-ekseni ile x = 1 ve y = 2x dogrularinin
sinirladifi tiggensel bolgeyi kaplamaktadir. (x, y) noktasinda plakanmm yoZunlugu

o(x, ¥) = 6x + 6y + 6'dir. Plakanin kiitlesini ve koordinat eksenleri etrafindaki birinci mo- |
mentlert ile kiitle merkezini bulun. :

Cizim  Plakay1 ¢izer ve hesaplamamiz gereken integrallerin integrasyon simrlarim be-
lirleyecek kadar detay ekleriz (Sekil 15.17).

Plakamn kiitlesi *

| P2 1 f2
MZ// E(x,y)dyerj/ (6x + 6y + 6) dydx
0 Ju 0 JO

l y=2x
= / {fmy + 3p% + 6y1 dx
( v=(

1
= / (24x* + 12x) dx =
0

1
gx + le} ="14
]

|, |

olarak bulunur. -
x-ekseni etrafindaki birinci moment

M, = /f yo(x, y)dydx = // (6xy + 6y + 6y) dy dx

=/{3xy + 29 +3y]y dx = f(zsx + 12x%) dx
{

1
= [75:4 T 4x3J = 11 olur.

{

Benzer bir hesaplama, y-ekseni etrafindaki momenti verir:

I Pl
M, =/ / x6(x, y) dy dx = 10.
0 Ju

Dolayistyla kiitle merkezinin koordinatlan

L. TN [ U
YT M "7 Y

f—

s M _ 11 olur.
M 14



EYLEMSIZLIK MOMENTI HESABI

Bir noktasal kiitlenin bir eksene gore eylemsizlik momenti, o noktanin kiitlesi ile
eksene olan uzakhgmin karesi carpimudir. Bir nokta sisteminin bir eksene gore
eylemsizlik momenti de, sistemdeki noktalarin eylemsizlik momentlerinin topla-
mina esittir.

Bir B bolgesine yerlegtirilmis bir levhanin o (x, y) yogunlugu siirekli olsun. B
bolgesi By, B, , ...,
ya ayrilmug olur. P, (x; , yp) , B; bolgesinin herhangi bir noktasint ve AA; , B,

B, gibi alt bblgelere ayrildiginda levha da n tane parca-

bolgesinin alamni gostersin.

P, (x;, v;) noktasimin d eksenine olan uzaklifini [, ile gisterelim. By, bolgesin-
deki levhann kiitlesi, yaklasik olarak, m, = o (x;, yp) AA; olacaktir. Dolayisiyla
B, bolgesindeki levha p—ﬁr(;asmm d
o (x;, yp) AA, .JE olacaktir. Buna gore tiim levhanin d eksenine giire eylemsiz-
lik momenti, yaklasik olarak,

eksenine gore eylemsizlik momenti

$ ot oA PR
k=1 -
(
\ d
0 x

olur. Eger parcalanma, normu sifira gidecek sekilde yapalirsa levhanin [; eylem-
sizlik momenti

lim E c:(xk,y;jf AA,

L=
e -0 £

olacaktir. Sagdaki limit U o (x, ) 17 dxdy integrali oldugundan
B

H

(x, v} {° (x, v) dxdy (14.9)

bulunur, Bir P(x, v) noktasinin Ox— eksenine olan uzaklig |y , Oy— eksenine

olan uzakhg |.1:L oldugundan, bir B levhasimn Ox ve Oy- eksenlerine gire

eylemsizlik momentleri, sirasiyla,

[, = H ol yiddy ve I, = ” o(x, V) dedy g, (14.10)
B B

Bir noktaya gore evlemsizlik momenti de benzer sekilde tamimlanabilir. Burada
I, P(x, y) noktasinin sézKkonusu noktaya olan uzakh@idir. Omegin bir B lev-
hastmin O(0, 0) noktasina gore eylemsizlik momenti, /? = x* + y* oldufundan,

o= (I *+ ) o (x,v) dxdy (14.11)

B
olacaktir. [, ve [, ifadelen gézonune alindigmda

sd L yazilabilir.

158

ORNEK : Bir kenarimn uzunlugu 3 birim olan kare geklindeki homogen bir lev-
hanin, karenin bir kosesinden gegen ve levha diizlemine dik olan bir eksene gisre
eylemsizlik momentini bulunuz.

Coziim : Stz konusu koseyi orijin, bu kiiseden gecen kenarlan koordinat ekleri
olarak alalim. Kare lizerinde alinan bir P(x, y) noktasinin adi gegen dogruya olan
uzakhigi, o noktanin (0, 0) noktasina olan uzakhigindan baska birsey degildir.
Buna gire; 5

3 3 %
fei=fﬂ=ff(I2+y:)dy:ix=f(x.?y+%_y3) de o =] G

-f ?x2+9)dr .::3-+-9,r‘ = 54

(}

]
x

ﬂlr?‘;::l 3
olur, Levha homogen oldugundan o (x, y) sabittir. Bu durumda o (x, y) = 1 al-
nabilir.

ORNEK : 12 = 5x parabolii ile x=35 dogrusu tarafindan simirlanan homogen
levhanin y =-5 ve x=35 dogrulanna gore eylemsizlik momentini hesaplayiniz.

(oziim : Levha iizerinde alinan bir P(x, y) noktasimin y = -5 dogrusuna olan
uzak[@ { =y+ 5 birimdir. rJ(J:: y) =k olsun. Bu durumda

Iy =ik f@+5)2drd1« k j@+5} = E—]ﬂf‘f i
—5 Ve 25 - T
. %k f(ﬁZ‘S + 250y - 10y3= y*)dy = 1000 k
-5

=y

'\J‘WﬁL

X
Simdi de verilen levhanin x =5 dogrusuna gére eylen

Levha iginde alinan bir noktanin x =5 dogrusuna olan uzaklif I— ‘3 x ulaca-
gindan

/5x
E-k{ [ (5-x)%dydx= ijt'ﬁ —x)?/5x dx
0 -5

=2/54 _{ (25x12— 10x32+ x5 ) dx
(}

. 15
=2./5 k(ﬂxm—4x5&+gxm)
. 7 0
_ 4000
21 .
159
bulunur.



15.2  Alan, Momentler ve Kiitle Merkezteri’ ;

findaki eylemsizlik momentini temsil eden /£, de denit. Bu durumda, I, =1, +k

yorsak, liglineiiy{l otomatik olarak biliyoruz demektir (7, momentine bazen z- ekm ﬁh@q

Dik Eksen Teoremi denir). T ve
Jirasyon varicap R,

I,= MR}

denklemiyle tanimlamr. Plakanin tiim kiitlesinin aym /,.’i verecek sekilde x-eksenindes
ne kadar uzakta yogunlagtifin sdyler. Jirasyon yarigapi eylemsizlik momentini bir kiit-
le ve bir uzunluk cinsinden ifade etmenin uygun bir yolunu verir. R, ve R yarigaplan
aym sekilde

I.=MR? ve Iy=MR}

ile verilir. Eylemsizlik momentleri'nin (ikinci momentler) yam sira jirasyon varigaplannin
formiillerini de veren Tablo 15.2'deki formiilleri elde etmek i¢in karekdk aliriz.

Rt

TABLO15.2 yp-diizleminde ince plakalar icin ikinci moment formilleri

Eylemsizlik momentleri (ikinci momentler):

x-ekseni etrafinda: 1. = // v38(x, v) dA
y-ckseni etrafinda: L= // x%8(x, y) dA

Bir L dogrusu etrafinda: I, = / / rix, v)6(x, y) dA4,
r(x, v) = (x, y)yden L’ye olan uzaklik

Orijin etrafinda In = //}_xi + y)8(x, y)dd = I, + 5
(kutupsal moment):

Jirasyon yaricap; x-ekseni etrafinda: R, = VIL/M
v-¢ckseni etrafinda: R, = VIL/M
Orijin etrafinda: = \VI/M

ORNEKS  Eyiemsizlik Momentleri ve Jirasyon Yancaplan Bulmak

Ornck 4’teki ince plaka igin (Sekil 15.17), koordinat eksenleri ve ortjin errafindaki eylem-
sizlik momentlerini ve jirasyon varigaplarim bulunuz.

Cizim  Ornek 4’te verilen 8(x, y) = 6x + 6y + 6 yogunluk fonksiyonunu kullanarak x-&- -

a RHELllE

seni etrafindaki eylemsizlik momenti I*"l

_.

i —// y28(x, y) dy dx = f/ (6xy? + 6v* + 6v2) dydx
=[ {Zry gy +2ny dx—/{4ﬂx + 16x7) dx
JO 1={)

[8x% + 4x*]) = 12 :

[l

olarak bulunur.
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4] [] UC KATLI INTEGRALLER ORNEK : G bolgesi, x=0, x=4, y=1, y=2, z=1 ve z=3 diizlemleri
G, xyz koordinat sisteminde bir bolge ve f de bu bolge iizerinde siirekli bir tarafindan sinirlanan bélge olduguna gore
fniﬂ-:sjyﬂn olsun. P={6G,,6G,,..,G,}, G bblgesinin bir parcalanmasi, e ﬂ:f(ﬁ_ y2)dxdydz
(X ¥ . z) da G, alt bélgesinin herhangi bir noktas1 olmak iizere G
,;1 Flxe .y, 20 AV, integralini hesaplayiniz.
ifad.es-ine bir integral toplam veya Riemann toplam denir. Burada AV, , G, bél- Coziim : G bolgesi iistten z =3, alttan z=1 diizlemleri tarafindan kapatilms-
gesinin hacminm gostermektedir. ||P|| sayiss. G, , Gy, ..., G, alt bolgelerinin ur. G nin x Oy diizlemi iizerindeki izdiigiimii

caplannin en lﬁiyiigii olsun, Analiz ve Ileri Matematik kitaplarinda, f siirekli
oldugunda |P|— 0 i¢in Riemann toplaminin bir limitinin varoldugu bilinmek- §:s - =3

tedir. Bu limite f nin G iizerindeki {i¢ kath integrali denir, ﬂf Jx v, 2)dV ile
G

B={(x,y):0=x=<4, l=sy=<2} dikdortgensel bolgesi oldufundan
. ;_:_3
,gl o0
B [z=1
4 2

£ 4 .
[ Ot andsin= [y Cax

I

dxdy=ff(zx-+%;2> ‘?aﬂxdy=ff(3x+ 4y)dxdy
8 - B

gosterilir. Buna gore i

ES

lim 3 fO.ye2) AV, = [ff fey.av
G

70 4= A
olur. Eger G bolgesinin pargalanmasi, koordinat eksenlerine paralel diizlemler- :‘ y f _ 3 %
le yapilirsa, AV, hacmi Ax, . Ay, . Az, olacafindan, yukandaki integral P J A= 4 - z (st )= % > i |n e

ff/ f(x, ¥, ) dxdydz  bigiminde de yazilabilir.
(7

2 toplam semboliiniin ve limitin dzelliklerinden yararlanarak, ii¢ katli integral-
lerin agagidaki ozeliklere sahip oldugu kolayca gisterilebilir,

O (/] kfixy.0aV=k [[[ fix y.2)dV
G G

Z) fff [Ax, v, )+ glx, v, 2) | dV = ﬂf fix, v, 2) dV + fff glx, v, ) d)
(3 0 &

3) G tizerinde f(x,y,220 ise [[[ f(x,y.2dV=0
G

ok |

ORNEK : G bolgesi alttan 7z = x% + y? | iistten z =8 — x> — 2 paraboloidleri
tarafindan sinirlanan bélge olduguna gére

[= { f f xy dxdydz integralini hesaplaymiz,

Coziim : Integrasyon bolgesi yanda cizilmistir. Bu bélgenin izdiisiimiinii bula-
lim.

z=x+yt ve z=8 -y = 2+ =8-x*-y* = 2+ =4 bulunur.
x*+y?=4 igin z=4 olur. O halde iki paraboloidin arakesit egrisi z =4 diiz-
lemi iizerinde x* + y* =4 gemberidir, Bunun x Oy diizlemindeki dik zdigiimii
de x*+ y?>=4 g¢emberidir. Dolayisiyla B izdiistim bolgesi x2 + y* <4 dairesi-
dir.

« B G ve G, 1¢ bolgeleri aynk iki bélge ise
M fey.aav= [[f fey.0av+ [[f feey.ndv
2 G G,

GUG

§—x2-y2 |

L= (f| [ xyde|dvdy= [[xy(®~2x7~2y?)dxdy
B B

iy

/ _fifE.._'_f ' r : olur. Kutupsal koordinatlara gegilirse / \
‘Y. ;

i R R - & e -— 2

| f frcnwrsmm(ﬂ—Zr )rdrde .

s

Ay

Simdi kabul edelim ki, G bdélgesi alttan z = g(x, y), lstten z = h(x, y) ylzey- ) A X
leri, yandan da bir silindirik yiizey ile simrlandirilmis olsun. Bu bblgenin x Oy L gyt
diizlemi iizerindeki dik izdlisiimii B ise j‘ﬁ 9 @ cos@ (8r3—2r)drdg
= sin@ cos@ (8r*— 2r
iz y)

dxdy  dir. 161 ¢ 0 162

JI[ 1.3, 2 dxdyelz= ]f[ | fa.y.2)dz
G B gty
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0 | 4.6 UC KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI
_ B qummm gy 32 sinfg IE”'T -0 bulunur. Ug kath iﬂteglmilarin Matg'ﬂmﬁk,. Fizik ve Mﬂ'hﬂndiﬂliktﬂ cesitli uygulamalar
3 ¢ 3 & 0 vardir. Bu kesimde bunlardan bazilarini verecegiz.
HACIM HESABI

Ug katli integrali tanimlarken, stirekli her f fonksiyonu igin

lim Zf( ,yk,z )Mﬂ’ ffff(x,y,z)ffm’ydz

| #] -
oldugunu gﬁrmﬁ&ﬁik. Egerher (x,y, )€ G i¢in f(x, v,2) =1 ise, yukandaki
esitlik
lim 31V, = [[f dxdydz
I| PI 0 k=1 ﬂf

seklini alir. Sol taraf, parcalanmadan bagimsiz olarak, G bélgesinin hacmi ola-
cagindan, yukandaki esitlik

ORNEK : G bolgesi, x> +y2 =9, ¥+ 2= 16 silindirleriile z=0 ve z=3 G nin Heemi = ffftitd}rdz
diizlemleri tarafindan sinirlanan bélge olduguna gore -

[=[[[ x* dxdydz  integralini hesaplaymiz, bigiminde yazilabilir. G nin hacmi V ise
i . e s . ; V= [{[ dudyd: :
Coziim : Integrasyon bolgesi yanda verilmistir. Bu bélgenin x O y diizlemi iize L” drdyd olur
rindeki dik i1zdiigiimii B halkasidir, Buna gére |
3 . Eger, hacim kiiresel koordinatlarda hesaplanacaksa
4 F o _ : " =
QL{I dz‘dxd}’“:glzz IGM}*_E{_[&TZ@M}’ V= _[,‘fpﬂsinﬂdpdﬂd@ olacaktir.
G
olur. Kutupsal koordinatlara gegilirse Eger silindirik koordinatlar kullamlarak hacim
hesaplanacaksa - [/ todrd
I3 jzﬂ [ r2cos? prdrdp 4y -g--! S >
0 3

3
= :t—_jr‘* Lcus%:dqa

{

bagmtisint kullanmak gerekir. X

(TIPS

_ 525 f’ 2(1+ o820 ) dg ¥ findan simirlanan bt:-!gemn hacmini hesaplaylmz.

(ozum : Paraboloid ile koninin arakesitini bulalim :
_ 525 ( @ 1. 249) fﬁ

7=6-2"=> 2472-6=0 = (z-2)(z+3)=0 = z=2 veya z=-3 olur,

TR
_ igzﬂ z>0 olacagindan z =2 dir.
4 z2=2 = 1/’@:3—4-3,9 =2 = x*+y*=4 olur. O halde arakesit egrisi, z=2 diiz-
bulunur, 163 leminde x* + y* =4 ¢emberidir. Hacmi istenen bélgenin x O v diizlemindeki dik

izdiigiimii x* + y? <4 dairesidir. 171




146 UC KATLI INTEGRALLERIN UYGULAMALARI

Ug kath integrallerin Matematik, Fizik ve Miihendislikte cesitli uygulamalar
vardir, Bu kesimde bunlardan bazilarini verecegiz.

HACIM HESABI
Ug kath integrali tamimlarken, siirekli her f fonksiyonu i¢in

lim kf}f(x yk,z) Vf_[{ff(,r,y?z)dxdydz
G

|7 -0

oldugunu gﬁrmiigiik. Egerher (x,v, 2) € G i¢in f(x, y,2) =1 ise, yukaridaki
esitlik

||.=-|| i} mz fffdxdydz

seklini alir. Sol taraf, pargalanmadan bagimsiz olarak, G bolgesinin hacmi ola-
cagindan, yukandaki egitlik

G nin hac:mi=ﬂf¢£xdydz
G

b
biciminde yazilabilir. G nin hacmi V ise g |k
V= [[[dxdyd; olur. BESL | i
h fnsni RS
Eger, hacim kiiresel koordinatlarda hesaplanacaksa st ey
o o e
v= ([ p2 olacaktr. S
G ! ' ,:-
Eger silindirik koordinatlar kullanilarak hacim
hesaplanacaksa = [[[r dzdrdp e e NI
i _2\\;____ 0 2 ¥
4
bagmtisini kullanmak gerekir. A

ORNEK : Alttan z = ,'f x1+;2 konisi, iistten z =6 —x* - y* paraboloidi tara-
findan simirlanan bolgenin hacmini hesaplayiniz.
(Coziim : Paraboloid ile koninin arakesitini bulalim :

=6-72"= 242-6=0 = (z-2)(z+3)=0 = z=2 veya z=-3 olur
z>0 olacagindan z=2 dir.

z2=2 = Jx*+y?=2 = x*+3?=4 olur. O halde arakesit egrisi, z=2 diiz-

leminde x* + y* =4 gemberidir, Hacmi istenen bélgenin x Oy diizlemindeki dik
izdligiimii »* + y2 <4 dairesidir. 171

il
ol
]
I:E::-: - 4k
SR
el i fan
gyl b - Wi o ik
T TIT 32wl i
[ it T
ﬁ:: P
- ¥
it st
h e
3] rﬁ-
X

Buna gore

2 J4d-—x? 6-x2-y2 2 J4—x? ]
v=[ [ [dudyax= [ [ (6-x2-y2=/xP+y?)dydx
~2 —j4-x% Jxt+y? —2 - j4-x

olur. Kutupsal koordinatlara gegilirse

v fmfz(ﬁ ) rdrdep = f[a al "3]?‘&
= ~r*—7r ) rdr ¥ 5
& i 4 3 )lo 4
15 32
:TJ 16 -2y
bulunur.

ORNEK : z = y? silindiri, z=0, x=0, x=1, y=-1 ve y =1 diizlemleri
tarafindan sinirlanan bolgenin hacmini bulunuz.

Coziim : Hacmi istenen bolge yanda gosterilmistir. Bu bolgenin x O y— diizle-
mi iizerindeki dik izdiigiimii B={ (x,y):0=x<1, -1 sy =1} dikdortgensel
bilgesidir. Buna gﬁm

, _
e fffdzd}‘dx ffyzdy = :‘1idx=%f@=%
0

g =10

¥ birimkiip olur.

ORNEK : Birinci blgede p=a kiresi 9 =0, ¢ =2 dilzlemleri ve 6=2-
diizlemi tarafindan sinirlanan bélgenin hacmini bulunuz,

(oziim : Hacmi istenen bélge yanda verilmistir. Bu bélgenin hacmi

oz
& L
[ [ p?|siné|dpdode
0

0
x R
2 p’a 5 43 3 2
— | 8inB =— B¢l
ﬁf 3 ﬂem dOdp 3 ﬁfnfsmﬂd @
- x .
a? 2 a’ W
Tf( cosf) |- d@:z?[‘ dp =5 a’
0 0 0
br' olur
KUTLE HESABI

Bilindigi gibi, bir cismin kiitlesi onun hacmi ile yogunlugunun carpimudir. Eger
yogunluk sabit degilse, G cismi G, ,G, , ... G, gibi parcalara aynlir. k = 1, 2,

. igin, (X3, ¥c,2), G, ninbir noktas: olmak iizere toplam kiitle, yaklasik

olarak, i} O (x;, ¥, 2 ) AV, olacaktir. Burada AV, , G, alt bolgesinin hacmi-
172



ni gostermektedir. Pargalanma ne kadar ince yapilirsa, yaklagim o kadar iyi olur.

Buna gore

M= lim  No(xlylz) Ay,

7] 0 4=,
olacaktir. Eger o (x, y, z) integrallenebilir, rnegin siirekli ise, sa§ taraf
U (x,y,2) nin G iizerindeki integrali olacagindan

M= | ”(J" (x, ¥, 7) dxdydz
£;
olur.
ORNEK : a yangaph kiire seklindeki bir cismin her noktadaki yogunlugu, o
noktanmn kiirenin merkezine olan uzakliginin karesi ile ters orantihdir. Kiire yii-
zey1 iizerindeki noktalarda yogunluk, kiirenin yarigapina esit olacagina gore cis-
min kiitlesini bulunuz.

(Coziim : Kiirenin merkf:m O{D 0, 0) olsun. A(x, y, z) noktasinmn kiire merke-
zine olan uzakhg J,r +y*+ 7% oldugundan, bu noktadaki yogunluk

glxy2)=
X2t y24 72

olur, Kiire yiizeyi lizerindeki noktalarin merkeze olan uzakhigi « oldugundan

U:iz::usz:i2 = k=g
v d
olur. Su halde
: 3
olxyz2)=
x2+y24 72

dir. Buna gore

M= fffﬂ{xy,z)cirdydf jff

> dxdydz

olur, Kiiresel koordinatlara gegilirse
i
fff% 2|sin8| dpdfdg
0 0 0
1;:: 7

sl f

0

2 T
‘1f (—EDSH}‘ do
; 0

s
= 2a? fd@:-i?m'*
g 175

bulunur,

ORNEK : x+y+2z=2, x=0, y=0, z=0 diizlemleri tarafindan simirlanan
dortyilizld icine yerlestirilen bir cismin her noktadaki yogunlugu, o noktanin xOy
diizlemine olan uzaklifina esittir. Bu cismin kiitlesini bulunuz.

Coziim ;

o (x, ¥, 2) = z olacagmdan

AGIRLIK MERKEZININ BULUNMASI

G bdlgesine yerlestirilmis bir cismin (x, y, z) noktasindaki yogunlugu o (x, y, 2)
olsun. ki katli integrallerdeki diisiinceyle, agirlik merkezinin koordinatlar

B b el . = Tou
1= f” xa{xy,Ddxdydz:, y= 5 IH vo (x,v,2) dxdvdz .

i1

= ,1Irf ;‘” 7 (¥, D dxdvadz

olurlar. Eger cisim homogen, yani o (x, y, z) sabitse yukandaki ifadeler

% i ([ x dedydz, 5= % Jf[ ydxdydz . 7= 1—{, [ = dxdyds ﬁuk’ﬂ‘rl

ir L)

=, S

ORNEK : z= /Eﬁ—x.z-yz yari kiiresiyle z =0 diizlemi tarafindan sinirlanan

cismin yogunlugu, her noktada o noktanin kiire merkezine olan uzaklif ile oran-
tli olarak degigmektedir”Bu yan kiirenin agirlik merkezini bulunuz.

0 0
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3. Integrasyonun y-simirlarim bulun : (x, y)'den gegen, y-eksenine paralel bir £ do@
¢izin. y arttikga, L, R’ye y = g\(x) den girer ve y = g,(x)'den g¢ikar, Bunlar mtw
nun y-sinirlandir,

Integrasyon Sinirlarini Bulmak 1100

g katlt bir integrali, Fubini Teoreminin (Bolim 15.1) ig-boyutlu bir w:risizrfﬂnunu uygu.}a-
yarak, ardigik {i¢ integrasyonla hesaplanz. [ki katli integrallerde oldugu gibi, bu ardigik in-
tegrallerin integrasyon simrlarini bulmak igin geometrik bir prosedir vardir.

Bir D bdlgesi izerinde
f/f Flx,y,z}dV
D

integralini hesaplamak igin, énce z’ye sonra y’ye ve en sonunda x’e gore integral aln.

1. Bir cizim: D bdlgesini xy-diizlemindeki “golgesi” R (dik iz diigiim} ile birlikte izin.
D’nin alt ve iist smnir yiizeyleri ile R’nin alt ve Gist siur egrilerini adlandrin.

__‘_"H

¥ = g(x)'ten
girer 0. TT— 3

¥ = golx)'ten
cikar

4.  Integrasyonun x-stmirlarimi bulun: R'den gegen, y-eksenine paralel biitin dogrulan
iceren x-sinurlart segin (yukaridaki sekilde x = @ ve x = b). Bunlar integrasyonun
x-sinirlaridir. Integral

y=galx) fz=falx,»)
] / f F(x, y, z) dz dy dx
y=gix) filx

olur. Integrasyon sirasim degistirirseniz, benzer prosediirler izleyin. D’nin “gélgési”
ardisik mtegrasyonun gergeklestigi son iki defiskenin diizleminde bulunur.

2. Integrasyonun z-stmrlarint bulun: R'deki tipik bir (x, v) nnktasmdan gegen, zﬁkseﬂiﬂ :
ne paralel bir M dogrusu ¢izin. z arttikca, M, D'ye z = fi(x, y)den girer ve
z= fo(x, ¥)'den ¢ikar. Bunlar integrasyonun z-sinirlaridir.

Yukaridaki prosediir, D bolgesi, istten ve alttan bir ylizeyle, “golge™ R bolgesi de
alt ve iist egrilerle sinirli oldugu her durumda uygulanir. Bu prosediir, bazi hallerde bal-
geyl basit bolgelere ayirarak prosediirii uygulamak miimkiin olsa bile, iginde karmagik
delikler igeren bolgelere uygulanamaz.

ORNEK1  Bir Hacim Bulmak
z=x"+3)y ve z=8-x*—)7?yiizeyleriyle ¢evrelenen D blgesinin hacmini bulun.

Coziim Hacim, F(x, y, z) = 1"in D tizerindeki

=/b[/dzdydx

integralidir. Integrali hesaplamak igin integrasyon siirlarm bulmak iizere Gnce bolges B
zeriz. Yiizeyler (Sekil 15.28) x* + 3y3 =8 —x% y* veya x* + 2)/2 4, z>0 _‘ s G
n Uzerinde kesigirler. D'nin xy-diizlemine izdiigiimii olan R bolgesinin s, ¢ o

olan bir elipstir: x* + 2)* = 4, R’nin “ist” smur1 y = V(4 — x2)/2 egrisidit ¥

vy ==V - x%)/2 eprisidir.

e Tt
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|
|
! |
(2,0.4) T : 2
z = 2% + 3y"'den : AL L
st TGt L

¥ = —‘\/IH_—_rE den

olrer,

—

- x%)2den ¢ikar

y=V

SEKIL 15.28 Tki paraboloid turafindan gevrelenen bu bélgenin hacmi Omek
1" de hesaplanmaktadir.

Integrasyonun z-siurlarima bulalim. R’nin tipik bir (x, ¥) noktasindan, z-eksenine paralel

olarak gegen M dogrusu D’ye z = X+ 37 den girervez=8 x*— v>den cikar.
Simdi de integrasyonun wv-sinirlarint bulahm, (x, y)den, v—aks&nme paralel olarak

secen L dogrusu R'ye y = —\f/{fl — Tl)/l’dEﬂ girerve v = V(4 — x?‘)/Z ‘den gikar.
Son olarak integrasyonun x-simrlarmi buluruz. L, R’yi tararken, x’in dederi
(=2, 0, 0)dax=-2'den (2, 0, 0)'da x = 2’ye kadar degisir. 2'nin hacmi

V:‘/]/dzdydx

Vid-x32  pR—xi—y?
/ / / dz dy dx
"\/i-ﬂ N2 St
- :.{wz
~%/(4—s?
4 y=V {d—x")/2
:f [[8 v e qﬁBJ p—
=2 : y==V{4- x%)/2
9 5 p )3 2)
)
[, (25 -2 (57) )
2 2\ 3/2 2\ 3/2 2 |
‘ 4 —xsy"™" 8K(4d—x :4\/2_’ e
[JS(~2 ) 3( 5 )Lir 3[2(4 3y

= Bw\/i.

) dy dx

x= 2 sin ¢ déntsumi ile integrasyondan sonra B

= F3

IL15.29 Dért yiizlii ile stirl £

lgesinde tanimli bir forksiyonun i katli

ini hesaplamak icin integrasyon
lanm bulmak (Omek 2).

15.4  Kartezyen Koordinatlarda Ug Kath wﬁm

Siradaki drnekte, farkh bir integrasyon sirasinin nasil kullamldigim
D’y1 xy-diizlemi yerine xz-diizlemine iz diisiiriiyoruz.

ORNEK2  Integrasyon Sinirlarini d ¢z dx Sirasinda Bulmak

Koselert (0. 0,0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) ve (0, 1, 1)'de olan dort yiizlii ile siirlt D balgesis
bir F(x, y, z) fDﬂkSI}’DHUHuH ti¢ kath integrali igin integrasyon simirlarim belwleym

Cozim  D’yi xz-diizlemindeki “gdlgesi” R ile birlikte cizeriz (Sekil 15. 29). D’nin ist ‘t
(sag taraftaki) sinir ylizeyi y = 1 diizlemindedir. Alt (sol taraftaki) sinir ylizepy =% +z
dizlemindedir. R'nin {ist sinir1 z = 1 —x dogrusudur. Alt simir z = 0 dogrusudur,

Once integrasyonun y-sumrlarini buluruz. Rnin tipik bir (x, z) noktasindan y-ekse-

v nine paralel olarak gegen dogru D'ye y =x + z'den girer ve y = 1'den ¢ikar.

Sonra integrasyonun z-sinrlarim buluruz. (x, z)'den z-eksenine paralel olarak gegen
L dofrosn. Ry z=Udun gvet ve 2=\ —¥ien gikar.
Son olarak integrasyonun x-simrlarim buluruz. I, R’yi tararken, x’in degerleri
x = (’'dan x = 1'e degisir. Integral

I—x f1
/f /F(x,y,z)dycizdx I
0 Ju x4z

Ornek 2yi dz dy dx Swrasi Ile Tekrarlamak

olur.

ORNEK 3

Flx, y z)"yi dort ylizlii ile sinirh D bolgesinde dz dy dx sirasi ile integre etmek icin adimla-
Il asagzdakl gibi diizenleriz.

Once integrasyonun  z-stmirlarimi buluruz. xy-diizlemindeki “golge” nin tipik bir
(¥, ¥} noktasindan z-eksenine paralel olarak gegen bir dogru D’ve z = 0'dan girer ve
denklemi z = y — x olan iist yiizeyinden cikar (Sekil 15.29),

Sonra integrasyonun y-smmirlarini buluruz. xy-diizleminde, z = 0, dortyiizlinin egik
ylizeyi diizlemi y = x dogrusu boyunca keser. (x, y)'den y-eksenine paralel olarak gecer
bir dogru xy-diizlemindeki golge’ye v = x’ten girer ve y = 1°den cikar.

Son olarak integrasyonun x-suurlarini buluruz. Onceki adimdaki y-eksenine paralel
dogru golgeyi tararken, x’in degerleri x=0dan (I, 1, 0)da x = 1’e degisir. Integral

|
/// Flx, v, 2) dz dy dx.
f G e

olur. Ornegin, F(x, y, z)=1ise

1 £l Py
=// dz dy dx

bulunur.



Ayni sonucu dy dz dx sirastyla integre ettigimizde de buluruz, 104

1 = 3 |
V=/f / dydzdeE. %
0 Jo Itz

Gordiigiimiiz gibi, bazen (ama her zaman degil) iki kath integralleri hesaplamak i¢in
ardigik tek kath integraller iki farkli sirada ahmabilir. dx, dv ve dz altn farkh gekilde |
siralanabildifinden, tig kath integraller igin bu say1 alt1 olabilir. Her siralama, uzaydaki in- |
tegrasyon bolgesinin farkl bir tantmlamasini ve farkli integrasyon simrlar verir,

ORNEK4  Farkl integrasyon Siralarini Kullanmak

Asagidaki integrallerden her biri Sekil 15.30'da gdsterilen kati cismin hacmini venr.

1 fl=z r2 1 pl—p r2
(a) f f [ dx dy dz (b) / / dx dz dy
0 Jo 0 o Jo 0
12 fl—z 2 fl fl-z
(c) f f f dy dx dz (d) f [ / dy dz dx
o Jo JO 0 Jo SO
1 p2 fl=y & el pley
(e) ]ff dz dx dy (f}fff dz dy dx
0 JO JO 0 Jo Jo

apliyoruz.

1 pley 2
V= ff / dx dz dy
0Jo SO (h)'deki integral
i l—w
= / / 2dz dy
o Jo
1 z=1-y
= f {Zz«:} dy
& =0

= 1.
SEKIL15.30  Ornek 4, bu prizmanin L £2 f#1°2
igin alt1 farkl ardigik tig kath integr = f / / dy dx dz
verit. Dl g (cydeki
| p2
:f_/ (1 — z}dx dz
o Jo
1 x=2 1
=/[x*zx} dz =f{2—k}dz =]
0 x=1 Jo

(a), (d), (e) ve (f)deki integraller de V=171 verir.

integral
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SEKIL15.33  dV°den koordinat diizlem ve
cksenlerine uzakliklar,

Ayni gekilde L, y-ekseni veya z-ekseni ise

fy=[/(,‘t_z+22]3dV ve Iz=[/(12+y2)5dﬁ
D I3

buluruz. Aymi sekilde, koordinat diizlemlerine gore birinci momentleri de elde edebili-.

riz. Ornegin,

MPE = /f[ﬁa{lphf) dV
4

integrali vz-diizlemine gore birinci momenti verir.

Bolim 15.2'de dizlemsel bélgeler 1¢in incelenen kiitle ve moment formiillerine ben-

zer formiiller Tablo 15.3° te dzetlenmustir.

TABLD 15.3  Uzayda, kati cisimler igin kiitle ve moment formiilleri.

Kiitle: M = /f / 8dV (8 =6(x,v,z) = yogunluk)
.

Koordinat diizlemleri etrafinda birinci momentler:

Mﬁzwxﬁdﬁ Mﬂzf-//yﬁd?, My, = ]]
D D D
Agirhk merkezi:
- MW - M:z = MI}
T YT M T M

Ix=// (y* + 25) 8 dV
I},=[/(x2+zz)3dl’
L = ///{xl+}¥2)ﬂdV

Bir L dogrusu etrafinda eylemsizlik momenti:

- Bir L dogrusu etrafinda jirasyon yaricapu:

RL = I;,/M

Koordinat eksenleri etrafinda evlemsizlik momentleri (ikinci momentler):

I; = M re8dv (H(x, ¥, z) = (x. 3, z) noktalarindan L doZrusuna olan uzaklik)

ORNEK 1 Uzayda Bir Cismin Kiitle Merkezini Bulmak

Alttan, z =0 diizleminde R: x* +)* = 4 dairesi ve {istten z = 4 — x* — y* paraboloidiyle

sinirly, sabit & yofunluklu cismin kiitle merkezini bulun (Sekil 15.34).



15.5  Up Boyutta Kiitle ve Momentler 111

Coziim Simetriden dolay1, x = y = 0°dir. z’yi bulmak igin, dnce M..,yi hesaplariz:

_ e T 3 B r=4—xt— )
M{},:[// zSszUiVZﬂ{%} 8 dy dx
; z=0 z=1
A R
_— S 2 232
—2'[/(4—.¥ _.}") dydx
i

6 2ar 2
- 5 ] f (4 —r 2)2}" dr 46 Kutupsal koordinatlar
( 0

_0 o e b o _ 166 = 308
_ZXJ‘ [ 6{4 r):|r=[}dﬁ_ 3 0 dﬁ— 3

IL15.34 Bir cismin kitle merkezini Benzer bir hesap]ama
4—.:3—};
M= //f o dz dy dx = 8é.
JAA0
B

plmak (Ornek 1).
verir. Dolayisiyla. z = (M,/M) = 4/3 olur ve kiitle merkezi (x,y,z) = (0,0, 4/3)
bulunur. |

Kati bir cismin yogunlugu sabitken (Ornek 1'deki gibi), kiitle merkezine (Boliim 15.2'deki
iki boyutlu cisimlerde oldugu gibi) cismin merkezi denir,

ORNEK2  Koordinat Eksenleri Etrafindaki Eylemsizlik Momentini Bulmak

Sekil 15.35de gosterilen, sabit 8 yogunluklu dikddrtgen sekilli cisim igin /,, 7, ve I.’yi bu-
lun.

-
£

oziim Yukanda verilen /. formiilii

b2
/, —/ / (;»2 + 2%) 8 dx dy dz.
—fr" —h;l —af2

verir. (v + z%)8'nin x, y ve z’nin bir ¢ift fonksiyonu oldugunu gozlemlersek, integrasyon q
iginin birazindan kurtulabiliriz. Dikdértgen sekilli cisim, her biri bir bélgede olmak tizere,
sckiz simetrik parcadan olusur. Integrali bu pargalardan biri iizerinde hesaplayabilir ve
b toplam degeri bulmak igin 8 ile ¢arpabiliriz:

Blogun
merken

: hil fri2 -
L15.35 Buradaki blok i¢in f,, I, ve L = / / / (v + z8) Sdxdvdz = 4::{3/ / (v* + z%) af[uﬁ' '
0

A bulmak. Orijin blogun merkezindedir '

| v=02 :
ko) =4a5/ jj +zyJ dz o
o =0

Aym sgekilde,
L= ﬁ(az i f-'z) ve i

olur.
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14510C KATLI INTEGRALLERDE BOLGE DONUSUMLERI
| xyz koordinat sistemindeki bir G bolgesi
[ x=g(u,v,w)

y = h(u,v,w)

A

| 2=k, v, w)

bolge donligiimii ile bir D bilgesine déniistiiriildiigiinde, xyz sistemindeki
AV hacim elemam tle wvw sistemindeki AV, hacim elemam arasinda

AV = || Bmy

bagintis1 vardir. Burada

_dx,y,2)

J=
a(u,v,w)

olup donligiimiin jakobiyenidir, Buna gére

jﬂf{x.y, z) dxdydz = _/_'H.F(u, v, W) |.I|.f.iudvdw
G

D

olur. Burada F(u, v, w), fix, y, z) ifadesinde x,y, z yerine u, v, w cinsinden
degerleri yazildiginda elde edilen ifadedir,

Ug boyutlu uzayda iki tane énemli bilge doniisiimii vardir. Simdi bunlar vere-
lim.
KURESEL KOORDINATLAR

xyz uzaywnda bir P(x, y, z) noktasi verilmig olsun.

P noktasmin orijine olan uzakhf p , OP dogru par¢asinin Oz— ekseni ile po-
zitif yonde yaptif acimn ol¢lisi 6 olsun. [OP] dogru parcasimin xOy diizle-
mindeki dik izdiigiimi [OP7], ve [OP] dogru par~asimin Ox— ekseni ile pozi-

tif yonde yaptig1 aginin dlgiisti ¢ olsun. RE
|OP" | =p sin 6 '
oldugundan

(x= psin@cosg

A

y=psin@sing

(2= pcosB

X

olur. Boylece xyz- koordinat sisteminden p 6 ¢ — koordinat sistemine bir bolge
doniigiimii elde edilmig olur. Bu durumda P noktasinin p 6 ¢ — sistemindeki ko-
ordinatlart (p, 8, ¢) olur. Bu sayilara P noktasimn kiiresel koordinatlar adi

verilir. Su halde kiiresel koordinatlar bir uzunluk ile iki a¢1 dlgiistinden n]u@:mﬂktad]r.
ORNEK : Kartezyen koordinatlar P(S.JH.E) olan noktanmn kiiresel koordi-

164

natlarim bulunuz.

(Coziim :
x? 4+ y2 + 22 = p?sin? O cos? @ + p? sin? O sin? ¢ + p? cos? O
= p? sin? O (cos? @ + sin? @) + p* cos? O
= p* (sin® O + cos® ) = p?
olacagindan 9 +3+4=p? = p=4 olur.
z=pcost = 2=4¢cos0 = msﬁ:% = H:%
f=tmmi%=mﬂ¢=~m=%

bulunur. Buna $6re P noktasinin kiiresel koordinatlar (4, %%) olacaktir.

ORNEK : Kartezyen koordinatlar sistemindeki denklemi z? = x* + y2 olan
koninin kiiresel koordinatlar sistemindeki denklemim bulunuz.

Coziim : x, y, z koordinatlarinin kiiresel koordinat sistemindeki degerleri denk-
g lemde verine yazilirsa

p* cos® O = p? sin® O cos? @ + p? sin? O sin? @ = p? sin® O = |cos®|=|sin|

= 0= —g— veya 0 = STE olur. B = % koninin iist varisinin, 8 = 3Tﬂ- koninin
alt varisinin denklemidir (yvandaki sekil).

Genel olarak, 8 = a denklemi, ana dogrusu z— ekseniyle o kadar agt yapan
koninin denklemidir.

ORNEK : Kiiresel koordinatlar sistemindeki denklemi p = 3 olan yiizeyin
kartezven koordinatlar sistemindeki denklemini yazimz.

Cozim: p=3 = p?=9 = ¥+ +2=9

olur. Su halde p =3, yangapi 3 olan merkezil kiirenin denklemidir. [

Integrasyon bolgesi a yangaph merkezil bir kiire oldugunda p nun smirlarn
O dan ¢ yakadar degisir. 8 , 0 dan nm ye kadar degistifinde bir yar1 daire olu-
sur. Bu yan dairenin Ogz— ekseni etrafinda 2n kadar dondiiriilmesiyle tam kiire
meydana gelir. O halde ® nin ("dan 2n ye kadar degismesi gerekir. Bu durum-
da a yaricaplh bir merkezil kiire i¢cin kiiresel koordinatlar

olacaktir.

O<p=ag, O=8=n, Osg=s2x

}I

Kartezyen koordinatlardan kiiresel koordinatlara gecildifinde doniisimiin
Jakobiyeni

sinfcosp pcosBcos —psin@sing

P dx,y,z)

= =| sin@ sin 0 cos B sin sin@cos @
50.6.0) ¢ p @ p

cosf

—psing 0 165



olur. Bu determinant agilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa
J=p?sin 0
bulunur. Buna gore

fj:ff(x.y,z}dxdydz: {{f F(p.6,¢)p?|sin6|dpdodg
G D

yazilabilir. Burada F(p,0,), f(x,y,z) ifadesinde x, y, yerine p, 0, cinsin-
den degerleri yazildiginda elde edilen ifadedir.

ORNEK : G integrasyon bolgesi, iistten x* + y? + z2 = | kiiresi, alttan

7= 1b/r(.a::2+ },2) /3 konisi tarafindan sinirlanan bélge olduguna gére
1= [[f dudydz
G
integralini hesaplaymz.

Coziim : Integrasyon bolgesi yanda gosterilmigtir, S6zkonusu bélge igindeki bir
noktanin orijine olan uzakligi 0 ile 1 arasinda degigir. Dolayisiyla 0 < p=<1 dir.

., Zira kiirenin kiiresel koordinatlardaki denklemi p =1 dir.

; _
s\ R 2 oy N JEP
3p? cos? B = (p? sin? O cos? @ + p? sin? B sin? @) =

3p? cos’ B =p?sin?@ = tan B = /T:*.-:B——

- 3

¥ L

olur. (Integrasyon bélgesinde z= 0 dolayisiyla cos 8 =0 niacagma dikkat edi-
niz). O halde koninin kiiresel koordinatlardaki denklemi 6 = ? dir.

Buna gore 0 min simrlant 0 <0 < % olacaktir.

{(p,ﬂ) s ags]l, 0s8s %] bélgesinin integrasyon bolgesini olugturmas:

igin - Oz— ckseni etrafinda 2x  kadar dénmesi gerekir. O halde 0 < ¢ < 2n

olmalidir. Buna gore
e B
w3

p
f f fpz 5i-ﬂ9|dpd9dm=%f [smﬂdﬂdw
' 0

bulunur,

i
= 3 S e TT
=— [—=cosB | " dop=—(-—+1 = =
3{}f 0S8 @ 3( )ZFI 3

ORNEK : G integrasyon bol gesi, ¥ +y* +22=4 ve X +y* + 72 = 16 kiireleri

arasinda kalan bol ge oldu guna gore

Fond® =

integralini hesaplayimz.

SILINDIRIK KOORDINATLAR

'““*ﬂﬂIJA}

Coziim : Kiiresel koordinatlara gegilirse
o 4

- f fzf ﬁ.i-isjn£| dodbdp

(p?)

T 4 I
f f sinf — dpd8dg
0 2 P

I

b

T % w T
{]]smﬁlnp |2dﬂd¢= lnzﬁf ﬂfsmﬁdﬂd:p

Il

I

p7/ . um
—In2 f::ﬂsﬂ |ﬂ dp=21In2 /‘dcp =471n2
' 0

bulunur.

xyz koordinat sisteminde bir M(x, v, z) noktas: alalim. M noktasiun xOy
dizlemindeki dik izdiisimii M, ve M, noktasinin xOy- diizlemindeki kutup-

sal koordinatlart (r, ) olsun. Buna gore
[ x=rcos

y=rsing
z=2

L

olur. r, @,z koordinatlarna M noktasimin silindirik Koordinatlar denir.

cos¢ -—rsing 0
SNE). sing  rcosgp 0f=r
oldugundan

jfff{xﬁ}’*ﬁ)ird}’dz=ffff{rcmsqa,rsinqa},z)rdrdq?dg
G D

olur.

integras_}rﬂn bolgesinin bir silindir parcasi olmas: halinde silindirik koordinatlar
kullanmak yararhdir.

ORNEK : Silindirik koordinatlar yardimiyla

Joy 3% 72yl
I-h_f fzdzdm’y

—xEv—v

integralini hesaplaymz.

Coziim : z=/x%+y*koni, x=F /2y—y% = x*+(y-1)2=1 dairesel silindir

z=0, xﬂ{} duzlﬂn'u oldugundan integrasyon bolgesi, alttan xOy diizlemi, iist-
ten z=,/x°+y* konisi,yandan x%+ (y— 1)*=1 silindiri tarafindan sinmirlanan

bn‘:ﬁgedu. Bu bblge yandaki sekilde gosterilmistir.




z=,/x*+y? nin silindirik koordinatlardaki denklemi z = r, x2 + (y - 1)? =
silindirinin silindirik koordinatlardaki denklemi » =2 sin ¢ dir. Buna gore

i3 25111.;11 r A 2sing 2y 1 7 Zsiﬂ‘?’
[= :ﬂ f zrdzdrdp = uf | £ 2 rdrdp=— ﬂf ﬁ/ r3 drde
[ d 4 28ing w
::gff' dtp=2_ﬁfsm Pde

1

0
H | —cosle :
Ef(ﬁmqst)dﬁ? Zf( ) )dtp
0

b
=% ( -2c052¢3+c3512fp)d¢9
0
1 H:l—Z +l+cns4m'd
= 2.;}1‘ cos2¢ 7 1
g . 1 3
= 2(2 sin2¢ + 51114{;1)\ 1 =1

olur.

ORNEK : Birinci bolgede, »2+y> =4 silindiriile z=0, z=4, y=0 ve
y = x diizlemleri tarafindan simrlanan bolge lizerinde

=[] xyzdxdyd
G

RN DR APNEY L,

(oziim : SOzkonusu bolge yanda verilmistir.
E 2 4

[ [ | reosqrsingzrddrdg

00

i
Z ) 2 4
= | [ rPeosqsin A 5 drdeg
00 _ 0
4 n
4
= Sfr— cmaq:lsincpdcpzﬂ?.jﬂsin @ cos ¢ do
o 4 o 0
JT
sinZg |4 /7\?

bulunur,

AGIRLIK MERKEZININ BULUNMASI

G bdlgesine yerlestirilmis bir cismin (x, y, z) noktasindaki yogunlugu o (x, y, 2)
olsun. Iki katl integrallerdeki diisiinceyle, agirlik merkezinin koordinatlar

L y E T
= 7 '{H xFix v, odxdyds, y= [y {:U ¥O (x,v,2) dxdydz
g r,:f ;‘” 70 (X ¥, Ddxdvdz

olurlar. Eger cisim homogen, yani o (x, y, z) sabitse yukandaki ifadeler

1[,— HI x dedydz , v= % ,‘_N vdxdydz . z= % ”f z dxdvez

(s (s ¥

seklim
alirlar,

A

ORNEK : z= ﬁS“ g - y 2 yari kiiresiyle z =0 diizlemi tarafindan sinirlanan
cismin yogunlugu, her noktada o noktanin kiire merkezine olan uzakhif ile oran-
tli olarak degigmektedir™Bu yan kiirenin agirlik merkezini bulunuz.

174




m 2 %
=k-%ff Edﬂd;ozﬁi—ﬂkf{—cﬂsﬁ) ? dg
0 0 0 0
b
625 ' 625
=—=—-—~k = —
Z " dg 5 k
oldugundan
§=-ﬂ%_ﬂfzkﬁxz+ﬂ+zgd:a'»dx
B
i
5 = 2 2 ;
- 2
e n/ nfﬁ[pmsekpp |sin6| dpdodp
R
2 2
. 2 P33 : |
-HESH{;{J 5 ‘ﬂcnsﬂsmﬁdﬂdsp
3
2 2 7 3
e 0 cos0dBdp = — | —sin?
f_]sm coS © Hﬁfzbmﬂudqa

171
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dir. Cisim simetrik oldugundan x=y =( dir. O halde cismin agirhk merkezi
(0, 0,2) noktasidir,

ORNEK : x=0, x=1, y=0, y=1, z=0, z=1 diizlemleri tarafindan smnir-
lanan kiip igine yerlestirilen bir cismin her noktadaki yogunlugu o noktamn
x Oy diizlemine olan uzakhgiyla orantihidir, Bu cismin agirhik merkezini bulu-
nuz.

(ozim :

| M E
M=ffszdzdydx=kff£;-‘;dydx
o0 0 U 4a

L A I |
=3/ Jo=g [y]a=3

olur. ,r'
b 3 *
Elf-—jffxcr(x,y,r}drdyct %{if!!xkzdydit

llz_21 ) -
zﬁ[ﬂf - | v ﬂfﬁ[xdydx—z

175

bulunur. Benzer sekilde y= % oldugu gosterilebilir,

B

Sl 2 2
—_ E.-— ¥ — —_— ) — ——
LN e Tl

olur. O halde cismin agirlik merkezi ( ; e i ) noktasidir.

EYLEMSIZLIK MOMENTI HESABI
(x, ¥, z) noktasindaki yogunlugu < (x, v, z) olan bir cismin koordinat eksenleri-
ne gore eylemsizlik momentleri

Li= ,‘ ],f L (y* + z°) o (x, v, 2) dxdyds |
G

”T (£’ + % o (x, ¥, o) dxdvdz ,

:']t

| =

A

H (X2 + v9) o (%, y, 2) dxdydz .

P
-"'1. T

orijine gore eylemsizlik momenti

[, = J‘ f f ' (13 3 _‘l-‘: +z0) @ (x, v, z) dxdvd:
-'E:_"I w'
olacaktir, Ciinkii bir A(x, v, z) noktasinin Ox— eksenine olan uzakhifimn karesi
yv? +72 , Oy- eksenine olan uzakhgmm karesi 1% + 72, Oz— eksenine olan
uzakhginin karesi x* + y*> ve orijine olan uzaklifinm karesi x%+ y2 + 7% dir.

Eksenlere gére tamimlanan eylemsizlik momentlerine benzer olarak, koordinat
diizlemlerine gore de eylemsizlik momenti tammlanabilir. Bir A(x, v, z) nok-
tasinin  xOy- diizlemine olan uzakligi |z|, x O z— diizlemine olan uzakhg) | ¥

¥

¥ O z— diizlemine olan uzakligi |x| oldufundan, s6zkonusu diizlemlere gore
eylemsizlik momentleri sirasiyla

= jU z* o (x, v, 2) dxdvdz |
G

=[] ¥* o (x y. z) drdydz. e
G

& ”j oy, 2 dedy d: ¥
;

olacaktir.

ORNEK : Taban yaricap: 4, yiiksekligi 3 birim olan bir dik dairesel silindirin,
taban diizleminde bulunan ve tabamn merkezinden gecen eksene gore eylemsiz-
lik momentini hesaplayiniz. Cisim homogen olup 6 (x, y, z) =1 dir.

(oziim : Silindirin ekseni olarak Oz— eksenini ve tabanin merkezinden gegen
eksen olarak da Ox— eksenini segelim. Problem sézkonusu silindirin Ox— ekse-
mne gore eylemsizlik momentini hesaplamaya indirgenir. Buna gére 176



4 1..":]5""'.1:. : i
L= [ | j}(y3+zi]dzdydr
-4 _ fig=z2 O

olur, Silindirik koordinatlara gegilirse

2t 4 3 2t 4
Ix—_*f ff(r?.sinlrp+zl)rdzdrdm:f r)1‘(3.!'3‘5111241;}+_‘,E‘il'*)dil‘*ifiﬁi'
0 0 0 0 0
iR - s
=d[ %r"'si.nitp+%r1|id¢::ﬁf(1925in3qu+72)d¢p
2 -
=5{(192 l 6;3521;1 +?2)d¢}=96(¢9—~—%5iﬂ2@)+7’2¢: I:T

= 192x + 144m = 336m

olur.

ORNEK : x=0, x=4, y=0, y=3, z=0 ve z=2 diizlemleri tarafindan
simirlanan dikdortgenler prizmasinin h-:r {x, y, z) noktasindaki yogunlugu
o (x, ¥, 2) = z dir. Bu cismin orijine gore eylemsizlik momentini hesaplayimiz.

Coziim :
4 32
Iﬂ:fff(-"’zﬂ’hzz)zdzd}‘fix

00 0 -

=’5’fﬁf (I - ) 2 ' 4 } e

_ 0 bl

1. 3. w-ﬁ;_u'.;ij::'_

-~ ff _2(-’52'{'}’1)4'4](1}&:& : :;}-_:'.;__5‘;
Df 3 -:iu i 2

._—.,f (ZIE},+E},3+4}T) e 14

0

0
= f(6x3+ S{I)dx: (2x3+ 3ﬂx) |¢

0
248 olur.
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E 3 4

HACIM HESABI

*

f fonksiyonu B bolgesinde siirekli ve pozitif tamimli ise
kgl [, ye) A4y

ifadesi, taban alam AA, , yiiksekligi f(x;, y;) olan dik pirizmalarin hacimler
toplamidir. Eger B bélgesi par¢alanmanin normu sifira gidecek sekilde pargala
nirsa bu hacimlerin toplami, z = f(x, y) denklemli yiizey, B bolgesi ve B bilge
sini taban kabul eden dik silindir arasinda kalan bolgenin V hacmine esit olur. St
halde,

V.= ” J(x, v) dxdy (14 4)

B
olur.

ORNEK : z=9 - x*-y? paraboloidi, x O y diizlemi ve x>+ y? =4 silindir
tarafindan sinirlanan bélgenin hacmini bulunuz.

Coziim : S6z konusu bolge yanda gosterilmistir. B integrasyon bolgesi

x* +y? s 4 dairesidir,

V=[] fxy)dady= [f ©-x*- ) dxdy
B B

n 3
= [ [©-r¥yrdrdp=4 [ [©Or-r®)drdp
¢ 0 0 0
3 2 1
~ {9 1 2 2
=4 '-'—.\"2'——"."4) =4 14d =56@
uf(2 4 ‘”d;a {3{ & 0

= 28 birimkiip.

ORNEK : 7 =)? silindiriile x=0, z=0, y=-1, y=1 ve x=1 diizlem
leri arasinda kalan bélgenin hacmini bulunuz.

Coziim : B bolgesi, x=0, x=1, y=-1 ve y=1 dofrulan tarafindar
sinirlanan bolgedir. Buna goére,

: 3
V = [[ feyydady= [ [ y*dydx
8 D o=]

Ly 5 |
:ﬁf'?“’}’j Lﬁw_;ﬁfdx

w2 1o

birimkiip olur.



ORNEK : z=4 -2~ y? paraboloidiile x O y diizlemi arasmda kalan bélgenin
hacmini bulunuz.

Coziim : Verilen paraboloidin x O y diizlemiyle arakesiti 12 +y> =4 cem-
beridir (z =4 —x*—y? denkleminde z =0 konularak bulunur).

O halde integrasyon bélgesi x> + y?> = 4 cemberi tarafindan sinirlanan dairesel
bdlgedir. Buna gore

2 '..-'4_,1:2

& m 2
V= _;_‘}zdxd;,c{ _f1 (4-12—];3)@-@:_6[ ﬁ[(a-ri)rdrdfp
i _1,“{"'1-'}; ;

£ n a
=4]2f(4r—r3)drdq:=4j(2-r3-r—4) ‘qup:]ﬁfdw=8?rbr3
0 0 *4 0

0

bulunur,

ORNEK : 7 = e yiizeyi ile x Oy diizlemi arasinda kalan bélgenin hacmi-
ni bulanuz,

Coziim : Istenen bélgenin hacmi
V= [ [e=7dxdy
genellestirilmis integralidir.

} e f.*.a'_"2 ff'i“'zdydr=[ Fe‘xzdx] me'f"zdy

ot

-

birimkiip olur. 130

2w 1+ cosg | 2
rcnsq:drdgo=ﬁf (1 + cos@)? cos@dp
i

[(cosg+2costep + ucn-:jcp) dep

am=m
J—

ﬂcnsqg +(1+cos2¢p)+ (i - Siﬂz@) cnsqﬂ‘dqg

47 g
. sin¢:+@?+lsin2cp+ainqa—lsin:*qa‘ MzLQﬂ:l
47T 2 3 0 47 2
bulunur.
M |+ cosg :
= | pon K
P _U}J O (x,y) dxdy 4”{,[ ﬁf rsing = rdrdep
27

£ 7. p
=%z /197

| + cosg

A do = #6] sing (1 + cos@)?do

=1 (I+cos@)’ 21 7 @ _

T 4n 3 L]' T
olacagindan, agirhk merkezi (% ~ D) noktasidir,
DONEL CISIMLERIN HACMI 5

0 a b x

Simdi B={(x,v):asx=<b, glx)£y=<fix) } bblgesine yerlestirilmig bir ho-
mogen levhamn bu bolgeyi kesmeyen bir d dogrusu etrafinda dondiiriimesiyle
meydana gelen donel cismin hacmi ile bu blgenin agirlik merkezinin koordinat-
lar1 arasindaki bagintiy1 bulmaya ¢ahgalim. B bolgesinin alam A olsun. Donme
ckseni olarak y- eksenini secelim. Silindirik tabakalar yontemine gire, B bdl-
gesinin  y— ekseni etrafinda déndiirilmesiyle meydana gelen dinel cismin hac-

b . b 1@ o
V= [2mx[fo-g@|dx=27 [x| [ dy|dx
a II; .!-,’L"F}
b flx
=2n [ [xdyde=27 [[x dydx=2n%A
a gix) H

olur. 2nx ifadesi, B bolgesinin agirlik merkezinin ¢izmis oldugu ¢cemberin gev-

re uzunlugu ve A, bolgenin alam oldugundan, gu teoremin bir 6zel durumu is-
patlanmsgtir. 156



Apirhik merkezinin
¢1zdigl gember

Dinme
ekseni

IRENT (Birinci Pappus Teoreni)

Diizlemsel bir B bélgesi, k:endu.lylﬂ ayni diizlem icinde buluna-,n ve B nin
iginden ger;meyan bir eksen etrafinda ddndiriildiigiinde meydana gelen d6-
nelcismin  V hacmi, B bolgesinin alani ile B bolgesinin ag"lrhk merkezi-
nin ¢izmis oldugu cemberin cevre uzunlugunun garpmuna esittir, Buna gére
B bolgesinin alam A, agirhik merkezinin donme eksenine c-l-fm uzakligs r
1se.. .

Visdgr. A

olur.,

ty

o

Eger donme ekseni y- ekseni ise r = X olacafindan
V=20 2.4

olur. Eger ddnme ekseni x— ekseni ise r=73 olur. Dolayisiyla
Ve2ay. A

yazilabilir,

ORNEK : y = P ve y= J? egrileri tarafindan sinirlanan bolgenin x— ekseni
etrafinda dondiiriilmesiyle olusan cismin hacmini bulunuz.

Ciziim : V:Zm}ﬂzzn.%ffy dx dy
Fi

]. 3 ;..I' ].

=2n [ [ ydydx=7 [y?

.In'
W

|
_ - _
4 ﬁ.{r—:&'ﬂf(x Xx)dx = br

14

olur.

ORNEK : r=a (1 +cos ¢) kardiyoidinin iist yansi ile x— ekseni arasinda ka-

lan bolgenin x— ekseni etrafinda déndiiriilmesiyle olusan donel cismin hacnmi
bulunuz.

Coziim : S6z konusu bilge yanda gosterilmistir.
4 =2ﬂﬂ’}f titd;.r:ZHffrsingardrdcp
B B

Z  all +cosp) T el +cosg)
- 2 f f r*sin@drdg = % f-*j sin@dep
0 0 . ?
H—ajf(1+cns )3singdp =- Lk ‘ —Eﬂﬂ3
@ Pag 34 3
157

bulunur,
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