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N61)x=3: sayi ekseninde bir nokta,

0 3
. ' >

|
Reel sayilar

N62)x=3: x-y duzleminde bir dogru

A Y

N63)x=3: X-y-z uzayinda bir duzlem belirtir.

N64)y=g(x): duzlemde bir cizgi grafigi uzayda bir yuzey
grafigini temsil eder.

y=X: X-y duzleminde bir dogru

Y
y=X

v

N65)y=x: uzayda bir duzlem beirtir.

VA

N66)y=x>: x-y duzleminde bir parabol

N67)y=x* uzayda bir parabol yuzeyi belirtir.

V4

N68)x? +y?=4  duzlemde bir daire

AR
N

N69)x* +y>=4 uzayda bir daire yuzeyi(silindir)

X

AZ

X

N70)y=f(x) duzlemde bir egri uzayda bir yuzey belirler.
y=f(x) fonksiyonu bazan g(x,y)=0 seklinde verilir. g(x,y)=0
duzlemde bir egri uzayda bir yuzey belirtir.

N71)z=x +y uzayda bir duzlem

z
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IKi DEGISKENLI FONKSIYONLARIN GRAFIKLERI

f1ki degigkenli bir fonksiyon ise f nin grafigi, (x, y) tamim kiimesinin elemanlar:
olmak iizere, (x, y, f (x, ¥)) noktalarinm kiimesidir. Tki degiskenli bir fonksiyonun
grafifinin ¢izimi igin iki temel yol vardir. Bunlardan biri (x, y) noktalarini tanim
kiimesini taratarak (x, y f (x, ¥)) noktalarim uzayda isaretlemek, ikincisi seviye
egrisi denilen egrilerden yararlanmaktir. Once bu egrileri tanimlayalim.

z = f(x, y) fonksiyonu verildiginde xQy diizleminde, fonksiyonun sabit de-
Berler aldig1 hoktalarin olusturdugu egrilere fnin seviye egrileri denir.

ORNEK : fix, ) =x* + y* fonksiyonunun bazi seviye egrilerini bulunuz, Bundan
vararlanarak fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

COZUM :

;“:%m»“.:mr«~“, x*+ y* = 1 ¢emberi iizerindeki tim (x, ¥} noktalarinda f fonksiyonu 1 sabit
= degerini alir. Dolayistyla x* + y? = 1 gemberi bir seviye egrisidir. Benzer sekilde

12 x* + y* = 2 cemberinin tim noktalarnda fonksiyon 2 sabit degerini alir.
j i Dolayisiyla x* + y? = 2 ¢cemberi de bir seviye egrisidir. ¢ > 0 olmak {izere tiim
e seviye egrileri x* + y? = ¢ cemberleridir. ;

Fonksiyonun grafifi {(x, y, 2} : x¥*+ y* = ¢, z = ¢} noktalarinm grafigidir. Bu
grafik yanda verilmistir. Bu yiizeye parabeloid adi verilir.

R e s R st T -y —
z= fx, y) bigiminde tammlanan fonksiyonlarn grafikleri, genel olarak, yiizeyler-
dir. Yiizeyler hakkinda genis bilgi edinmek isteyen okuyucular, bu bilgileri Ana-

litik Geometri kitaplarinda bulabilirler. Biz burada onlar kisaca tanitacak, grafik-

A
_ 2 'SET] . - £
z=x* +y° paraboloidi lerini verecegiz.

Z
[ Bir elipsin eksenlerinden biri etrafinda dondiirilmesiyle olugan yiizeye bir
elipsoid denir. Elipsoid denklemi

- dir. Bu yiizey koordinat diizlemlerine gére simetrik olup eksenleri (+ a, 0, 0,),
X (0, 4,0), (0,0, +¢) noktalarinda keser.

x? y* g2 cio

2 + 2 + .2 =1 Denklemde z ¢ekilirse

elipsoid

bulunur.

fist yan elipsoid

42

tek kanath hiperboloid

iki kanatl hiperboloid

! 2
g ] e B
! a* p*

denklemi iist yar1 elipsoidi,

' 3
N
;_: _—— r:l II ] pe=—=y E et E
\ a b

de alt var1 elipsoidi gdsterir.

Hiperboloidler, genel olarak, hiperbollerin asal eksen veya yedek eksen etrafinda
déndiiriilerek elde edilirler.

Grafigi yanda verilen ve denklemi

olan yiizeye tek kanath hiperboloid ady verilir. Bu paraboloidin xy— diizle-
miyle arakesiti elips, xz ve yz diizlemleriyle arakesitleri birer hiperboldur.

Denklemi
T 2 2 -
. e }?ﬂ i e
a* b c*

olan ve grafigi yanda verilen yiizeye iki kanath hiperboloid denir. Bu yiizeyin
xy diizlemiyle arakesiti bog kiimedir.

xy diizlemine paralel diizlemlerle ( Ikl > lcl olmak iizere z = k diziemleniyle}
arakesiti elipslerdir, Bu viizeyin xz ve yz diizlemleriyle arakesitleri hiperboller-
dir.



Paraboloidler, genellikle, bir paraboliin simetri ekseni etrafinda déndiiriilme-
siyle elde edilen yiizeylerdir,

Denklemi

olan ve grafigi yanda verilen yiizeye eliptik paraboloid ad: verilir. Bu yiizeyin
xy ekseniyle arakesiti bir nokta, xy diizlemine paralel diizlemlerle arakesiti
elipslerdir.

Bu eliptik paraboloidin xz ve yz diizlemleriyle arakesiti birer paraboldiir.

Uzaym herhangi bir dogrusu, uzaymn herhangi bir egrisine dayanarak kendisine
paralel hareket ederse olusturdugu yiizeye silindir adi verilir. Silindir kapal1 bir
ylizey olmak zorunda defiildir. Eger dayanak egrisi bir cember ise silindire daire-
sel silindir, dayanak egrisi bir elips ise silindire eliptik silindir ad verilir.

Dayanak egrisi bir dogru oldugunda silindir hangi yiizey olur? Her diizlem bir
silindir olarak diigiiniilebilir mi?

P+ yr =gl

Dairesel silindir

Ucgen Silindir

Silindirin dayanak egrisi bir parabol ise bu silindire parabolik silindir adi
verilir,

i Yanda, dayanak egrisi z = ax* olan silindirin grafigi verilmistir,

7

Bir silindir birden fazla yiizey parcasindan meydana gelebilir, Ornegin dayanak
egrisi

hiperbolii olan silindir, iki yiizey parcasindan olusur. Bu yiizeye hiperbolik
silindir denir. Bu ylizeyin grafigi yanda ¢izilmigtir.

Sabit bir T noktasindan gegen ve verilen bir egriyi kesen hareketli bir dogrunun
olusturdugu yiizeye bir koni denir. T' noktasma koninin tepe noktasi, kestigi
efirive de koninin dofrultman egrisi adi verilir. Yiizeyi olusturan hareketli
dogruya koninin anadogrusu denir. Dogrultman egrisi

olur. z ¢ekildiginde bulunan

rmm—a

II E !'E
! x y
E -t [‘ III .r:', + 3
{ a* b*
iist yar1 koniyi,
| R R
i 3 2
| X v
Im—E { y i

denklemi de alt yan koniy1 gdsterir.

Birbirine dik iki diizlem i¢inde bulunan iki parabolden
birinin digeri lizerinde hareket etmesiyle olugan yiizeye
hiperbolik paraboloid ad1 verilir. Bir eyeri andiran bu
yiizeyin onemli 6zellikleri vardir.

Denklem
T 2
‘ E?E ]

olan hiperbolik paraboloidin grafigi yanda verilmistir. Bu viizeyin x O v diizlemi-
ne paralel diizlemlerle arakesitleri birer hiperboldiir. “Hiperbolik™ adi buradan
gelmektedir.

hiperbolik paraboloid 78
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5 Eliptik paraboloid Koni

&y 'y.d

-y

BAZI OZEL YUZEYLER

Kiire

Hiperbolik silindir
Hiperholik paraboloid

4z

I2+y2=z==a3

Paraboloid

4:

2+ y?=d?

Parabelik silindir -

53
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VX—1, x>I icin tanimli
V2 —X, x=<2icin tanimli
Vx?* =1, x*>1icin tanimli, x<-1, x>1

4—-x*, x’<4icin tanimli, -2< x <2

J(X=2)(X+3),

X -0 -3 0] 2

X-2 - - - - 0] +
x+3 - - 0| + + +
(x-2)(x+3) |+ + - - +

x< -3, x>2 icin tanimli
log(x+1), x>-1 icin tanimli

log(x*+1), butun x ler icin tanimli

Vx> +1, butunx ler icin tanimli

sin(x), butun x ler icin tanimli

tan(x), butun x ler icin tanimli

sin”(x)=arc sin(x),  -1<x <l, icin tanimli

e, butun x ler icin tanimli

X—2
——, x=-1 haric butun x ler icin tanimli.
X+1
X—2 ) .. o
— ,  x=0haric, x> -1 icin tanimli.
log(x+1)
X—2

————, x=0haric, butun x ler icin tanimli
log(x” +1)

log(x* +1)

—2 butun x ler icin tanimli

JX—Y, x>yicintanimli

y—2X, y>2xicin tanimli

VX* =y, x*>yicin tanimli, XS-\/y, XE\/V

y>—x*, y* >x* icin tanimli,

—X —X
y = y >20  icin tanimli,
X+Yy X+y




Simdiye kadar gordiigiimiiz titim fonksiyonlarin tamm kiimeleri R reel sayilar kii-
mesinin bir alt kiimesiydi. Gériintii kiimesi reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi
oldugunda bu tip fonksiyonlara reel deerli fonksiyonlar admi vermistik. Goriin-
tii kiimesi bir vektdr kiimesi ise o tip fonksiyonlara da vektor degerli fonksiyon-
lar demistik. Eger tanim kiimesi bir diizlemsel bélge ise, diizlemdeki her P nok-
tasinin kartezyen koordinatlari (x, y) bigiminde olacagindan, fonksiyon iki degig-
kenli fonksiyon adim alir. Benzer, sekilde, tamm kiimesi uzaym bir alt bélgest
1s¢, uzaymn her bir noktasi (x, y, z) gibi bir siral iiclii ile gosterilebildiginden fonk-
siyon ii¢ defigkenli olur. Buraya kadar anlatilanlar bir tanimla soyle toparlanabi-
lir:

COK DEGISKENLI FONKSIiYONLAR 7]

D diizlemin bir bélgesi. f de D nin her bir (x, y) noktasina bir f (x, v) reel sa-
yis1 kargilik getiren bir fonksiyon ise f fonksiyonuna bir iki degiskenli fonk-
sivon adh verilir. B uzaym bir bolgesi, fde B nin her bir (x, y, ) noktasina
bir f (x, y, z) sayisi karsilik getiren bir fonksiyon ise f fonksiyonuna bir iic
degiskenli fonksiyon denir. Daha ¢ok degiskenli fonksiyonlar benzer gekil-
de tammlanir.

—_

Giinlik hayatta kullanilan fonksiyonlann bir ¢ogu birden fazla degiskene bagh-
dir. Ornegin bir iiggenin alani, taban uzunlugu ile yiiksekliginin ¢arpiminin yari-
sina egitir. A lira % ¢ faiz orani ile n y11 bankaya yatirildiginda getirecegi faiz

_ Aant
! 100

liradir. Goriildiigii gibi f faizi, yatirilan paraya (A'ya), faiz yiizdesine (f'ye) ve
zamana {(n'ye) baglidir. Yani ii¢ defiskenli bir fonksiyondur.

Bu nedenle ¢ok defiskenli fonksiyonlarin kullanim alanlar, tek degiskenli fonk-
siyonlarin kullanim alanlarina nazaran daha genistir. Olasilik, istatistik, akigskan-
lar dinamigi, iktisat ve mithendislik alanlarinda sikca kullamlirlar. 73

&4

ik e ‘:;:tj"ﬂpﬂ
rEetiias ;_.":.::‘.g?' y=x-1

fonksiyonlar 1¢in de gecerlidir,

ORNEK : f(x,y)= /4 —x?>—y? esitlifiyle tamimlanan freel degerli fonksiyo-
nunun tamm kiimesim Eﬂﬂ.}lﬂk diizlemde gdsteriniz.

COZUM : Karekokiin reel degerli olmas: icin kok iginin negatif olmamas
gerekir. Bunun i¢in

4-x*-y?20=x*+y' x4
olmalidir. Su halde tanim kiimesi, vancapt 2 birim olan merkezil cember ve i¢

bolgesidir.

ORNEK : flx, y) = arccos(x — y) fonksiyonunun tamm ve gériintii kiimesini
bulunuz.

COZUM : Arkkosiniis fonksiyonu [-1, 1] arahifindan [0, xt] araligina tammi1 bir
fonksiyon oldugundan, tanim kiimesi
-l=x-y=1
esitsizligini saglayan (x, y) noktalarmin kiimesidir.
~-1sx-y=ysx+] ve x—-y=sl =yzx-1

olacagindan, tanim kiimesi v = x + 1 dogrusunun alt tarafinda, y = x— 1 dogrusu-
nun iist tarafinda bulunan noktalarin kiimesidir. Sézkonusu bolge yanda gosteril-
mistir.
ORNEK :

fxy) = /5y +log(l —x*=y?)

bigiminde tammlanan f fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

COZUM : Karekoklii ifadenin reel olmas icin kék iginin negatif olmamast, lo-
garitma fonksiyonunun tamimli olmast icin logaritmasi alinan ifadenin pozitif ol-
masi gerekir.

xy = () olmasi igin x ve y aym isarette olmahidir. Bunun i¢in de (x, y) noktalan I.
veya III. bolgede va da eksenler iizerinde bulunmalidir.

l-x—v*>0 = ¥ +y* <1

.
]
.....

i

g 7

olur. Bu esitsizligi saglayan (x, v) noktalar1 merkezil birim ¢emberin i¢ bol-
gesinde bulunurlar. O halde tanim kiimesi, birinci ve lgiincii bélgede birim cem-
berin icinde kalan noktalarin kiimesidir. Bu bélge yandaki sekilde gosterilmigtir.



268 Biiliim 14: Kismi Tiirevler
¥
I¢ noktalar
y - 2 >0
Disarida, N, y—x=1
i o (] parabolii
simrdir,

¥
b

SEKIL143  f(x,v) = V¥ — «*’nin tamm
kiimesi renkli bélge ve sintrlayici parabol
y = x¥'den olusur (Ornek 3}.

fle y) =51
(Fonksiyonunun
tanim kiimesinde
, tipik bir seviye
erisl)

SEKIL14.4  f(x, ) =100 — ¥t =9
fonksiyonunun grafigi ve segilmig seviye
egrileri {Ornek 4).

ORNEK 3
f(x,y) = Vy — x* fonksiyonunun tanim kiimesini belirleyin.

Iki Degjiskenli Bir Fonksiyonun Tanim Kiimesini Belirlemek

cizim £ fonksiyonu sadece y — x* = 0 oldugu yerlerde tamiml oldugundan, tamm kiime
Sekil 14.3’te gosterilen kapaly, simirli olmayan bolgedir. y — x* parabolii tantm kiimesi
stniricdir, Paraboliin tist tarafindaki noktalar tanim kiimesinin i¢ini olugturur.

iki Degiskenli Fonksiyonlarm Grafikler, Seviye Egrileri ve Kontur Cizgileri

Bir f(x, v) fonksiyonunun degerlerini resimlemenin iki standart yolu vardir. Biri, tans
kiimesinde f’nin sabit bir deger aldigi egrileri gizip isimlendirmektir. Digeri ise, uzay
z = f(x, ¥) yiizeyini ¢izmektir.

TANIMLAR  Seviye Egrisi, Grafik, Yiizey

Diizlemde, bir f(x, v) fonksiyonunun f(x, y} = c gibi sabit bir deger aldig1 nokta-
lar kiimesine f’nin bir seviye egrisi denir. (x, ¥) noktasi f’nin tanim araligmda
olmak iizere, biitiin (x, y, f(x, »)} noktalarimn kiimesine f'nin grafigi denir.
f'nin grafigine ayrica z = f(x, y) yiizeyi de denir. .

ORNEK &

flx, y) =100 - x© — yz’nin grafigini ¢izin ve f'nin diizlemdeki tamm kiimesinde flx. »)
f(x, v)=51 ve f(x, y)=75 seviye egrilerini isaretleyin.

Iki Dedjiskenli Bir Fonksiyonu Gizmek

Cizim  f nin tamim kiimesi biitiin xy-diizlemidir ve f'nin deger kimesi 100°e esit v
100°den kiiciik reel sayilann kiimesidir. Grafigi, Sekil 14.4’te bir kismi gostes
z=100—x* - y* paraboloidi dir.

f(x, v) = 0 seviye egtisi, xy-diizleminde

f{x,__y)=1{]ﬂ—f—y2={] veya x°+y°= 100

kosulunu saglayan noktalar kiimesidir ki, o da merkezi orijinde olan 10 yangaph ¢e
berdir. Benzer sekilde, f(x, ) =51 ve f(x, v) =75 seviye cgrileri (Sekil 14 .4)

fr,y)=100—x*—y*=51 veya ¥ +y°=49

f(x, )= 100 - x* —*=75  veya x* +y2 =25 ;
cembetleridir. f(x, y) = 100 seviye egrisi sadece orijinden olugur (Yine de bir seviye e
sidir). 1

Uzayda z = ¢ diizleminin bir z = f(x, y) ylizeyini kestigi egri, f(x. y) =¢ fonksiyon degering
temsil eden noktalardan olusur. Buna, £ nin tamm kiimesindeki f(x, y)} = ¢ seviye egrisifi
den ayirt etmek igin, f(x, ) = ¢ kontur efrisi denir. Sekil 14.5, z = 100 — X~y yiizes
fizerinde f(x, y) = 100 — x* — y* fonksiyonuyla tanimlanan f(x, ») = 75 kontur cizgisit
gostermektedir. Kontur egrisi, fonksiyonun tanim kiimesindeki f(x, ¥} =75 seviye efris
olan x* + y* = 25 gemberinin yukarisinda bulunmaktadir.
Ancak herkes bu aynimi yapmaz ve iki egriyi de aym isimle adlandirmak isteyebilir ve
linizda hangisinin bulundugunu bildiginize glivenebilirsiniz. Ornegin, gogu haritalards
sabit yikseklikleri (deniz seviyesinden yiikseklik) temsil eden egrilere seviye eprileri de-
gil, kontiir denir (Sekil 14.6). |

o, ¥ =100 — #* — y* = 75 kontur efrisi 7= 75
diizlemindeki x* + y* = 25 cemberidir.
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for, ¥) = 100 — x* — ¥2 = 75 seviye egrisi
xy- ditzlemindeki x* + y* = 25 cemberidir.

SEKIL14.5  xy-diizlemine paralel ve
z = f(x,y) yizeyini kesen bir z = ¢ diizlemi
bir kontur ¢izgisi iiretir.

14.1  Cok Degiskenli Fonksiyonlar 269
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SEKIL 14.6 New Hampshire'deki Mt. Washington’un konturlari (Appalachian Mountam
Club’mn izniyle yeniden iiretilmigtir).

Ui¢ Degiskenti Fonksiyonlar

Diizlemde, iki bagimsiz degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(x, y) = c degerine sahip
oldugu noktalar fonksiyonun tanim kiimesinde bir egri olusturur. Uzayda, i¢ bajimsiz
degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(x, y; z) = ¢ degerine sahip aldugu noktalar fonksi-
yonun tamm kiimesinde bir yiizey olugturur. |

TANIM  Seviye Yiizeyi
Uzayda, ii¢ bagimsiz degiskenli bir fonksiyonun sabit bir f(x, y, z) = ¢ deferine
sahip oldugu (x, y, z) noktalar1 f’nin bir seviye yiizeyini olustururlar.

(e degiskenli bir fonksiyonlarmn grafikleri, dért boyutlu bir uzayda bulunan
(x, ¥ z, f(x, » z)) noktalarindan olustugu igin, bunlari fig-boyutlu referans ¢ergevermizde etkili
olarak ¢izemeyiz, Ancak, tig-boyutlu seviye ylizeylerine bakarak, fonksiyonun nasil
davrandigim gorebiliriz. -

ORNEKS g Degiskenli Bir Fonksiyonun Seviye Yizeylerini Belirlemek
Asagdaki fonksiyonun seviye yiizeylerini tanimlayin:
flx,y,z) = Vx4 y? 4 z2.
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N75) r(t)=ai+bj duzlemde bir nokta
r(t)=3i+4j bir nokta.

Y

v

N76)r(t)=ai+bj+ck uzayda bir nokta
r(t)=2i+4j+5k bir nokta
r(t)=3i+5j-6k bir nokta

ﬂkZ AZ

v=(3,5,-6)

N81)r(t)= a(t)i+b(t)] duzlemde bir cizgisel yorunge(egri)
r(t)=(2t+5)i+( sin(t)+4t)j
X=2t+5, y=sin(t)+4t

t:—X_S, y:sin(xé5j+4x_5

2 2

y=sin(0.5x-2.5)+2(x-5)
2 Y

N82) z=a(t), y=b(t), z=c(t), uc denklem uzayda bir cizgisel
yorunge(egri) belirtir. Bu durum

r(t)= a(t)i+b(t)j+c(t)k

seklinde belirtilir.

X

r(t)= (t2+5)i+( sin(t)+4t)j+(t+8)k bir egri
r(t)=(t-1)i+(2t+1)j+(5t+3)k bir dogru

X=t, y=t*, z=t+5 ==> r(t)=ti+ tj+(t+5)k
uzayda bir parabol denklemi belirtir. (parabol yuzeyi degil,
parabol egrisini belirtir.)

x=2t, y=3t+1, z=t-1 ==> r(t)= 2ti+ (3t+1)j+(t-1)k
bir dogru denklemi

N86) z=a(t), y=b(t), z=c(t), ifadelerinde t parametresi yok
edilerek. 3 esitlik 2 esitlige dusurulur.

X=t+3, y=t?+1, z=t+1

t=x-3, y=(x-3)’+1, z=(x-3)+1

y= X*-6x+10, z=x-2

N87) g(x,y)=0, f(y,z)=0 ikisi birlikte uzayda cizgisel bir
yorunge (bir egri) belirtir.
X=y+1, z=x+8,
y=x+1, z=X°+2X

bir dogru denklemi
bir parabol denklemi

N91) g(x,y,z)=0 uzayda bir yuzey
X*+y?+z® =4  bir kure yuzeyi
7= X°+y° bir paraboloid yuzeyi

F=P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j+ R(X,y,z)k uzayda bir vektor alani
F= P(x,y)i+ Q(X,y)j duzlemde bir vektor alani




Uzayda Dogru denklemi
A(X1, Y1, Z1) ve B(Xy, Y2, Z2) noktalarindan gecen
dogru denklemi

X=X _ Y-V _ -7,
Xp =Xy YiYo 24,77,
Dogru denklemi ha liyle

X=X _ Y- _ Z-7
Xo=Xy YoV Z,-4

olarak da yazilabilir.

Ornek 231

A(1,2,3) ve B(5,3, 7) noktalarindan gecen dogru denklemini
yazin.

x-1 y-2 z-3
1-5 2-3 3-7
x-1 y-2 z-3
-4 -1 -4

Ornek 232
A(0,0,0) ve B(1,1, 1) noktalarindan gecen dogru denklemini
yazin.

_O_y_
-1 0

X 0 z-0
0 1 0-1
Yy Z

11 -1

X=y=2,

Ornek 241
A(1,2,3) ve B(5,3, 7) noktalarindan gecen dogrunun
parametrik denklemini yazin. Ornek 231 den dogrunun
kartezyen denklemi
x-1 y-2 z-3
4 1 4
seklinde verilmisti.
Burada x=t konulursa

t-1_y-2
4 1

t-1
, => y=2+T=O.25t+1.75

t1_z-3
4 4 z-3=t-1 z=1t+2

r(t)=t I+ (0.25t+1.75) ] + (t+2) K

Not: Ayni denklemi degisik parametrik denklemlerle de ifade
edebiliriz.

x-1 y-2 z-3

4 1 4
Burada x=4t+1 konulursa
4t+1-1_y-2 4t

4 ] TR e
44+1-1 z-3 4t z-3

4 = 4 ZZT Z-3=4t, z=41+3

r(t)=(4t+1) i+ (t+2) j + (4t+3) K

Ornek 321

r(t) = (at+b) I+ (ct+d) J + (et+f) K
denklemini kartezyen koordinatlarda ifade edin.
Cozum:

r(t):xi+ yj+zk

X =at+b, y=ct+d, z=et+f
t:X__b’ t:y__d, tzﬂ
a C e
x-b y-d_z-f
a C e




Vekt = ; | ' ; ; : =
orler v=(a.b). seklinde tanimlanir. (110 || UZAYDA DOGRU DENKLEMI

]
Verilen Bir Noktadan Gecen ve Verilen Bir Vektore Paralel Olan Dogrunun Denklem:

Verilen bir A(xy, vy, 2,) noktasindan gegen ve v = (a, b, ¢) vektoriine paralel olan

d dogrusunun denklemini bulalim. Dogrunun bir degisken noktas1 P(x, y, z) ol-
sun. Dogrunun denklemini yazmak demek x, y, z koordinatlar arasinda bir
baginti bulmak demekiir.

AP vektorii v vektoriine paralel oldugundan
AP =1v

olacak sekilde bir ¢ reel sayisi vardir. r, + AP = r egitliinden, d dogrusunun
vektorel denklemi olarak

Fr=ry+ty

bulunur. Burada ry=0A bir sabit vektrdiir. v ise dogrunun paralel oldugu vek-
térdiir. Bu v vektoriine, dogrunun dogrultman vektorii ad: verilir.

ro= .Y %), v=(ab, c), r=(xy z) vektorleri bilesenleri cinsinden

yazilirsa
('rl _}’r ‘z) = (Iﬂ‘.l yﬂ? E‘{]} + r {ﬂ, b! (:)
bulunur. Buradan

.I—.Iﬂ+ﬂf

S

y:yﬂ-’r bt

.E:zn""ﬁ

esitlikleri elde edilir. Bu sisteme dogrunun parametrik denklemi denir. Bu sis-
temde ¢ cekilirse

l—.rﬂ:r Yy g=2

a b C

bulunur. Buradan, dogrunun kartezven denklemi denilen

i gl - L i g
] ’ i |

)

a b o

bagintis: elde edilir. Buradaki a, b, ¢ sayilarina dogrultman parametreleri adi '
verilir. Eger dogrultman parametrelerinden biri, 6rnegin b sifir ise dogru y— ek- |
senine dik demektir. Bu dogrunun parametrik denklemi |

Vektorlerin toplanmast:
u=(1,4.5), v=(3,-2.-10)
p=u+v=1+3, 4-2, 5-10)=(4,2,-5) Rm¥, a4 |

X=Xptila, ¥y=Y¥y., I=p+ic

olacaktir. Dolayisiyla, bu dogrunun kartezyen denklemi

Vektorlerin scalar carpimai e |

11:(1?4: 5)? ?:(3?—2;10) olur.
q=u.v=(1,4.35).(3.-2,-10)=1 x 3+4x(-2) +3x(-10)=-35 34

e e %




ORNEK : A(l,3,-2) noktasindan gecen ve v = (l,-3,5) vektoriine paralel
olan dogrunun denklemini bulunuz. '

Coziim : Dogrunun degigken bir noktas1 P(x, y, z) olsun.
OP=0A+AP = rg+tv = (x,y,2)=(1,3,-2)+1(1,-3,5) =

(£, v, 0=(1+1t3-31,-2+5) ==x=1+t, y=3-3t, z=-2+5t

parametrik denklemi elde edilir. Buradan

yod . D

=3 e

yazilabilir, O halde dogrunun kartezyen denklemi
¥=1 —y=3. gta

x—=1=f, =1

] ~3 S
olur.
< i
ORNEK : A(4,2,3) noktasindan gecen ve v =(2,3,0) vektoriine paralel olan
VS A@d23) dogrunun kartezyen denklemini bulunuz.
Ciziim : Dogrultman vektoriiniin iigiincii bileseni sifir oldugundan dogrunun
: kartezyen denklemi
— xr—4 y—2
s = ; = 3
: 2 g e

olur. Yandaki sekilden de goriildiigii gibi, sz konusu dogru xOy- diizlemine
paralel (Oz— eksenine dik) bir dogrudur.

x=1 ¥ VA2 _ z—3
4 -6 -8

ORNEK : m nin hangi degeri igin denklemli dogru

u=(2,m,—4) vektoriine paralel olur?

Céziim : Dogrunun bir dogrultman vektorii v = (4, -6, —8) olacagindan u //'v
olmalidir. Bunun i¢in de

P S

4 o= —§

olmalidir. Buradan 4m =-12 = m = -3 bulunur.

iki Noktas: Verilen Dogrunun Denklemi
A(x; ,¥;,21) ve B(x;,¥,,2,) noktalarindan gegen dogrunun denklemini yazmak

B y;.2y) icin, v dogrultman vektorii yerine AB vektoriinii almak yeterdir.
AB=(xy— X1, Ya—=Y1+ Za—21)
oldugundan, A ve B noktalarindan ge¢en dogrunun denklemi

el | V=% &=,
: i ot ¥

olur.

35

ORNEK : A(l, 3,-1), B(3, 5, 6) noktalarindan gecen dogrunun denklemini
YaZInz.

Coziim : Istenen dogru denklemi

¥=1 _ ¥y=3 .z41 ¥=k g3 gl

—. == = =
Bemeln 28 =3 | 6] 2 2 7
olur.
iki Dogrunun Paralel Olma Sart:
Denklemleri
X=X ¥y _27% ve X—x, Y7y, Z27%,
a b C p g r
ds ' olan d; ve 4, dogrularimin paralel olmasi demek, onlarin u = (a, b, ¢) ve
. / v=(p, g, r) dogrultman vektorlerinin paralel olmasi demektir. O halde,
|
0 el .Ei' 14

Ifl!rj ."II.I|II '“![1 oy e T mm— T mm—

p. g T

olur.

ORNEK : Denklemleri

x—1 :}’+2 :3—3 ve I-Z:}"3 :E‘:+1
3 m 4 6 8 n

olan dogrularin paralel olmasi icin m ve n ne olmahdir?

Coziim :
%:%:% = 6m=24 ve 3n=24 = m=4 ve n=_8 olmalidir.

iki Dogrunun Dik Olma Sart:

fIlE
Iki dogrunun dik olmasi demek, onlarin dogrultman vektérlerinin dik olmasi
demektir. Iki vektér dik oldugunda onlarin skalar carpinu sifir olacagindan

| i x—;-:l= Y= 2=

dogrulan 1¢in

dild, = ap+bg+cr=10

i

=)

dnermesi dogrudur.
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Cqyf by

-

i L. 6= 38t 523 = 24+ ’;g

y 2
7 %

el
” mfme i ledvr olenr,

£ = 344

bl = H, 2 =0

Ugiincii mertebeden determinantlar Sarrus kurali deniien temle d

nabilir, Bunun

igin birinci ve ikinci kolondaki sayilar determinan ters ﬁﬁ* ¥ “

lir. Asapida belirtilen ekilde hesaplamr.

A=(abye,taberabe,)(cp,a,te,bateba)

‘ORNEK : |3
2

@ =025, r=C312

sayisidir. Ome egin,

i 4 1l"3-—1 —..ﬂ;{_:g}_ 34+8=11

olur. Uciineii mertebeden bir determinantin agilmt

. @l

1 -. I l..3 ‘bg b} bi 'b?,

€ <

i b, by

=d 4 ﬂ’j ",i‘if'.;l ﬂj +{'13

1€, L

3 2

determinantipl hesaplayimiz.

E
>
o T o B

W La L

PIROEr 1." - ;1 g
2 -

L (124+5)-20- 10)+3(0- 8) =13

e

" S G

0 1] determinantini hesaplayiniz.

8, g 1‘;{‘-2 : : = S
T U = (O=+4 + 12 -0+ 1+30)= 16 - 31 =-15.
; 1 : .

.' | = i ugys—usve) 7 (uyvs = Uavy) + K Qg2 — 42 vy)

= (g gy i vy —wivp) I+ G2 usvy) k

vektorleri igin # X ¥ vekttriing bulunuz.

5| 2amni-@r1j+A-OF




| L= i
123| || EGRILER
[=3a=r

F C
rir
0 -
y
X
A7
A(2.4,6)
o
/ (3,5.4)
/
O
/
' 1 '1|,1
/4 4
i

e ——

e

ri=x@i+y(Oj+z(Dk ast=<bh (12.1)
bigiminde siirekli bir vektor degerli fonksiyon verildiginde, [a, b] aralifindaki
her bir ¢ i¢in ii¢ boyutlu uzayda bir P(x(1), y(r), z(1)) noktas1 karsilik gelir.

t parametresi [a, b] arah@im taradifinda P noktasi da bir C egrisi olusturur.
Bu nedenle (12.1) bigimindeki bir ifadeye C e8risinin bir parametrik gasteri-
mi denir. (12.1) deki gdsterim

x=x{1)
y=v({) , ast=sh
z=zlh)

biciminde de yazilabilir. Bir uzay egrisi

{g:éﬁ}) . as<x<bh (12.2)
veya

fx,y,2)=0

{g(x,y,zjzﬂ (12.3)

bigiminde de temsil edilebilir. Gergekten (12.2)de x =t denirse y = f (1) ve
z = g(t) olur. Bu gisterim

ri)=ti+fMj+eg)k, a=<r=bh
bigiminde, yani (12.1) formunda yazilabilir. (12.3) deki herbir denklem bir yiizey
gOsterir. Sozkonusu egri bu iki yilizeyin arakesiti olan egridir.
ORNEK : r()=(2+ 3)i+ (4 +51)j+ (6 +4r) k denklemli efirisinin cinsini
belirtip grafigini ¢iziniz,
Coziim : Verilen denklem

r-2:r
[ x=2+3¢ 3
{y=atsr » (X8 o 222 079 _2-6
HE=6+4I z_6=r

4

biciminde yazlabileceginden verilen denklem A(2, 4, 6) noktasindan gecen ve
v =(3,5,4) vektoriine paralel olan bir dogrudur. Bu dogrunun grafigi yanda
¢izilmistir.

ORNEK: r(=4costi+4sintj, 0<t<2x

egrisinin grafifini ¢iziniz,

Cozim : k vektoriiniin katsayist sifir oldugundan, egri x O y diizleminde bir
egridir.

{x=4msr

y=4sint X +y =16

olacagimdan verilen egri bir merkezil cemberdir.

3D

$2

s NS

Basit egriler

O 09

Basit olmayan cgriler

CF

‘-

o8 |

56

ORNEK : r(f)=costi+sintj+3k, 0<t=<2n egrisinin grafigini ciziniz.

Cozim : x=cost, y=sint, z=3 oldugundan x?+ y?=cos® t + sin® t = |
olur. Bu yanigapt [ olan bir gemberdir. z=3 oldugundan bu cember 7 =3 diiz-
lemi tizerindedir. O halde denklemi verilen efri, x O y diizleminden 3 birim yu-
karida bulunan bir cemberdir. Bu gemberin grafigi yanda cizilmistir.

ORNEK : r{ty=2costi+2sintj+4tk, —=<r<eo vektor degerli fonk-
styonunun grafigini ¢iziniz.
Coziim : x*+y* =4 cos? t+4sin®t = x*+y2=4

oldugundan egrinin x O y- diizlemindeki izdiisiimii bir cemberdir. z = 4¢ oldu-
Bundan ¢ biiyiidiikkce z biiyiir. Bu egri yandaki sekilde gosterilmistir. izdiistim
bir cember oldugundan bu egriye bir dairese! helis adi verilir.

Bir egri kendi kendisini kestiginde, arakesit noktalarina egrinin kath nokta-
lar1 denir. Kendini kesmeyen egrilere basit egriler denir.

Yanda bazi basit ve basit olmayan egriler verilmistir.

Parametrik denklemi r()=x (0 i+v (N j+z (O k., — <t<® olan bir egri

icin r(a) =r (b) olacak sekilde a ve b noktalar varsa va (x(a),vy(a) ,z(a))
noktasi bir kath noktadir, ya da egri bir kapali egridir.

Ayrica r’(a) # r’(b) ise nokta bir kath noktadir.

ORNEK : r (1) = (FP=4)i+ (F =41 egrisinin basit olmayan bir egri oldugunu
gosterip kath noktalarim bulunuz.

Coziim : r(-2)=r(2) =0, r'(-2)=4i+8j ve r'(2)=4i+ 8 7 oldugundan
0(0,0) noktasi egrinin bir kath noktasidir. Egrinin grafigi yanda verilmistir.




3.0

(-3,0) / ‘\(m}k

-

(0,-3)

Pozitif yin

by
(0,3)

\\ {3’[}]*

~

if

-

(0,-3)

Negatil yon

Denklemi r(t)=x(t)i+y()j+z(t)k, a<t=<bh

olan egri iizerinde iki tiirlii yon tamimlanabilir. ¢ = a degerine karsilik gelen nok-
ta A, t = b degerine karsilik gelen nokta B olsun. t parametresine a dan b ye ka-
dar degerler verildiginde A dan B ye dogru efrinin noktalan elde edilir. A dan B
ye dogru olan yone pozitif yon, B den A ya dogru olan yone de negatif yin adi
verilir, S6zkonusu yonler yandaki sekilde gosterilmistir.

4z

Pozitif yon Negatif yon

X X

ORNEK : r (1) =3 costi + 3sintj, 0 <t =<2n egrisinin grafigini cizip yoniinii

belirtiniz.

Coziim : Egrinin merkezil cember oldugu agiktir; zira
+y2=Bcos)?+(Bsint)=9

dur.
t=0 icin r()=3i+0j=(3,0)
r:% igin r(-ﬁ-):ﬂi+3j=(ﬂ,3]
t=x igin r(m)=-3i+0j=(-3,0)
:=3T icin r(%)=0i—3j=(0,—3}
t=2x icin r(2m)=3i+05=(3,0)

oldugundan, cember iizerinde (3, 0) noktasindan baslayarak (0, 3), (-3, 0),
(0, =3), (3, 0) noktalarma dogru olan yon pozitif yondiir. Bu yo6n saatin dénme
yoniiniin tersidir. Cember iizerinde bu yOniin tersine, yant saatin donme yoniinde
olan yon negatif yondiir. [

Bir uzay egrisinin parametrik gosterimi tek degildir. Aym egrinin sonsuz ¢okluk-
ta parametrik gosterimi vardir. Ornegin r (f) = cos 0 i —sin 0 j

de birim ¢emberin bir parametrik gosterimidir.

12

VEKTOR DEGERLIi FONKSIYONLAR

TANIM

C egnsi kapahdir < C egrisinin tanim kiimesi [a, b] olan ve r(a) = r(b)

esgithgim saglayan bir r (f) parametrik gdsterimi vardir.

Yukardaki tanima gore, kapali egriler, baglangi¢c ve bitim noktalar1 aym olan
egrilerdir. Buna gore daha once gordiigiimiiz cember ve elips birer kapah epri,
dogru ve dairesel helis birer kapali olmayan egridir.

57

121 l ] VEKTOR DEGERLI FONKSIYONLAR
T NS

Px(r), w(1), 2(1))

Buraya kadar olan biliimlerde hep reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarla
ilgilendik. Yam A C R olmak iizere, f: A — R bicimindeki fonksiyonlar ince-

ledik. Uzayda hareket eden bir pargcacigin bulundugu yer, ¢ zamanimn bir fonk-
siyonudur. Baska bir deyisle parcacifin x, vy, z koordinatlari t parametresinin
(zamaninin) birer fonksiyonudur.

Parcacigin, t+ anindaki koordinatlar
X=itl =)

ise, yer vektorii
r=fit)i+gt)j+h(t)k

olur. ¢+ parametresi bir 1 aralifim taradiginda (x, v, z) = ( f{t), g(t), h(t) ) nok-
talar1 bir egri olusturur. Bu egriye parcacifin yiriingesi adh verilir.

y=g(t),

TANIM

I C R bir aralhik, V' bir vektor kilmesi olsun. Tanim kiimesi I, deger kiime-
si V olan fonksiyonlara vektor degerli fonksiyonlar adi verilir.

Bu béliimde V olarak ¢ofu kez, E? ii¢ boyutlu Oklit uzayim alacagiz. Dolayi-
styla

F:1-F
bi¢imindeki fonksiyonlar inceleyecegiz. Buna gore her bir ¢ € I sayisina bir

Fi=(fn,g). k(D) =fDi+gn)j+ Dk
vektorii karsilik gelecektir. Buradaki reel deferli f, g, i fonksiyonlarina vektor
degerli F fonksiyonunun bilesen fonksiyonlar1 adi verilir. Vektor degerli

%
fonksiyonlar ya F seklinde koyu yazilarak, ya da F bigciminde, iistiine ok konu-
larak gdsterilir. Biz bu kitapta vektorleri ve vektor degerli fonksiyonlan koyu
yazarak F, G, r, .. biciminde gisterecegiz.

49
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Tanim kiimesi belirtilmediginde
F)=fini+gnj+hn)k

biciminde verilen F fonksiyonunun tamim kiimesi, f. g ve h fonksiyonlarn
tanimli kilan 7 parametrelerinin kiimesidir. Omegin f, g, & fonksiyonlarimin (en

genig) tamim kiimeleri, strasiyla, A, B, C ise F fonksiyonunun tamm kiimesi
I'=ANBNC kiimesidir.

ORNEK : F(t)=(t+ i+ In(1-0j+ /412 k

biciminde tanimlanan F fonksiyonunun tanim kiimesini bulunuz.

Coziim : fif)=1+1 fonksiyonunun tamim kiimesi A = (o0, oa),
g(t)=In (1 - 1) fonksiyonunun tanim kiimesi B = (=00, 1) ve

h(f) = /4~ 1* fonksiyonunun tanim kiimesi C = [2,2] araligidir,

O halde verilen F fonksiyonunun tanim kiimesi
T=ANBNC=[-2,1)

araligidir.

File G vektor degerli, f ile g de reel degerli fonksiyonlar olsun.
F+G, F-G, fF, F.G, FxG ve Fog fonksiyonlari

@) (F+G)0)=F@®+G() (b) (F-G) (1) =F()-G(r)
©) (F-6)@®)=F(@)-G@) (d) (FxG)(t)y=F()x G

() (FF) (@) =f() F(2) () (Fog) (1) = F(g(n)

seklinde tanimlanir. Bu fonksiyonlarin tanim kiimeleri, sagdaki ifadeleri
tanimhi kilan ¢ parametrelerinin kiimesidir. Bu fonksiyonlardan F .G reel
degerli, digerleri vektdr degerli fonksiyonlardir.

ORNEK : F()=ti+ 2j+8k, GO =(1-1)i+(] +)j+tk
J(®)=t+1, g(r) =1-2 biciminde tanimlanan F, G, f, g fonksiyonlar icin
F+G) @0, F-G)®, F.G)(®), (FxG)(), (fF)® ve (Fog) (1)

ifadelerini hesaplayimz.
Cozim: (F+G) (=FN+GO) =i+ (1 +2j+ B+ k,

F-G)O)=FO)-GH=Q2t-1)i-j+ -k,
F-G)O=FO-G)=t-P+L+r+=2+1,

FxG)()=FH=xGH)=| 1 i
I—t 1+1%2 ¢

=—Pi+(-*+P- ) j+ Q2P - 2+ 0k,
RO =fOFD=F+Di+E+)j+ 0+ k,
(Fog) D =F(g®)=(1—- 2)i+(@-22j+ (-2 %

olur.

i

F ve G, I aralif lizerinde tanimh vektor degerli fonksiyonlar olsun.

F ile G, ] iizerinde ortogonaldir (diktir) < Vi €1 icin F(f)-G(r) =0.

ORNEK :

FO)=(@+1)i+2tj-4tk ve GO)=QR+4)i+(1-30j+(1+Pk

bi¢iminde tantmlanan F ile G fonksiyonlarinin ortogonal (dik) oldugunu gos-
teriniz.

Coziim : F(1) .G(r) = (1 + 1) 2+4D)+2t(1- 30— 41 (1 +19)
=2 +4P + 22 +4P + 21— 62 -4t - 4P =0

oldugundan F ile G ortogonaldir.

F(t)=f(t)i + g(t) j + h(t) k fonksiyonu verildiginde
| Fo |= /[f0]*+ [e0]*+[r®)]

biciminde tamimlanan || F || fonksiyonu bir reel degerli fonksiyondur. Bu

tonksiyona F fonksiyonunun normu veya biiyiikliigii denir.

ORNEK : F(1)=2cos ti+2sin tj+ 3tk fonksiyonunun biiyiikliigiinii (nor-
munu) hesaplayimmz.

Coziim : “F(ﬂ |[=/(2msr)z+(25im)z+ 0t? = /4 + 02

olur.
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