sin fonksiyonunu hesaplarken radyan olarak hesaplanmistir.
x=-1, y=-1 icin f(x.y)=sin(x*+y*)/(x*+y*)=sin( (-1)*+ (-1)* )/ ((-1)*+ (-1)*) =sin(2)/2 =0.909/2=0.455

x=-1, y=-0.5 icin f(x.y) = sin( (-1)*+ (-0.5)* )/ ((-1)*+ (-0.5)* ) = sin(1.25)/1.25 =0.759
x=-1, y=-0.2 icin f(x.y) = sin( (-1)*+ (-0.2)* )/ ((-1)*+ (-0.2)* ) = sin(1.04)/1.04 =0.829

:ain{..i:2 + }1!}

f[xF }:‘}: I2+}'2

F|-10|-05 | -02 0 0.2 0.3 1.0

—1.0 | 0455 | 0759 | 0829 | 0841 | 0829 | 0759 | 0455

—0.3 | 0759 | 0959 | 0535 | 0990 | 0986 | 0959 | 0759

—0.2 | 0829 | 0986 | 0.999 | 1000 | 0999 | 09846 | 0829

0 o4l | 0990 | 100 Loon | 0990 [ 08d4]

0.2 | 0829 | 0986 | 0999 | 1000 | 0999 | 0986 | 0829

0.5 | 0759 | 0959 | 0986 | 0990 | 0986 | 0959 | O.759

10 | 0455 | 0759 | 0829 | 0841 | Q829 | 0759 | 0455

sin{x® + y?} =

im ]
(np—inm  x° + y?
2 2
_X ¥
'9{-‘::}’} ¥ }72

Fl1-10|-05|-02 0 0.2 0.5 1.0

-1.0 0.000 Q600 0923) 1000 0925 0600] 0000

—0.5 |—-0s600( QO00| 0724 1000 Q724 | 0000 | —0.ea

—0.2 | -0923(—-0724 | 00003| 1000 Q000 | —0.724 | —0.9235

# —L.000 | — 1000 ] —1.000 — 1000 | — 1000 | —L.000

0.2 |-0923|(-0724| 0o00| 1000 | oooo|—0724 | —0923

0.5 |-0600| Q000 O7F24| 1000 Q724 | 0000 | —0ua00

1.0 0.000| Q600 0923) 1000 0925 0600 00000

x!_},ﬂ

lim ———=mevcut degil
I:z._'r]—l{?ﬂ.ﬂ] I! + }‘2 g



TANIMLAR ki Degiskenli Bir Fonksiyonun Limiti
Her € > 0 sayisina karsilik, f’nin tamm kiimesine ait (x, y) noktalart igin,

0> -x)* +(-y) <8 iken |f(xy)-L|<e
olacak sekilde bir & > 0 sayis: karsilik getirilebiliyorsa, (x, ) noktasi (xg, ¥p)'a
yaklasirken f fonksiyonu L limitine yaklagir der ve su sekilde yazariz.

lim  f(x,y) =L
(x, y)— (xp, 10)

lim X =Xp
(x|}*}“"""(3'0,_'|-"0}
lim y=w

(x, ¥)—(xp, y0)

lim k=k  (Herhangi bir &)
(x, y}—(x0, Yo)

ORNEK1  Limitleri Hesaplamak
= x=—xp+3 0 — (0)1) + 3 B
k=01 x% + 5xy — y>  (02(1) + 5(0(1) - (1)*

(b)  lim }\/xz +32=VER + (—42 = V25 =5

(x,y)—=(3,—4

(a) -3

i
2 yi bulun.

Varsa lim PR
(x, ) —= (0,0 x° + ¥y

b

Coziim a).Once, X = 0, dogrusu boyunca y # 0 iken fonksiyonun daima 0 degerini aldigin1 gézlemleriz. Benzer
sekilde y dogrusu boyunca, X # 0 olmasi kosulu ile fonksiyonun degeri yine 0 dir. y=mx koyarakda benzeri sonucu
bulabiliriz.

dxy?  ax(mx)? _ 4aemPx?  amZx® am®x

x24y? 2 +mx)? x2+m2x? N (1+m?)x?  14m?

Soru: (0,0) noktasina degisik noktalardan yaklasmak ne demektir?
Cevap:
am?x
1+m?

—  ifadesinde m yi degistirdigimizde ifadenin (0,0) noktasinda alacagi degeri hesaplamak demektir.
am®x
1+m® e desi x=0 icin, m ne olursa olsun. daima sifirdir,

Dolayisiyla, (0, 0) noktasina yaklasirken limit varsa bu limit degeri 0 olmalidir.

Coziim b).Limit tanimini kullanarak limitin varligini gosterelim.

[x2 {2
| f(x,y) - L|<g, olacak sekilde [x|<0o,ly|[<0d veya XV o5 sartlarini saglayan bir & bulabilirsek f(x,y)
fonksiyonunun limiti vardir ve tekdir.



| 4xy?

—L|< &, L degeri sifirdir. limit sifira yaklasmaktadir.

x24y?
4xy? 4xy? | . ol s o :
| —0 | |~ e, olacak sekilde bir [x]< & ve |v|<0 bulmava calsivoruz.
xz +y2 xz +y2 - - o~
4xy® y: oL
<4 |x <4 |x
|2 a2 4 )
. Co Axy? . . . . .
4 |x| ifadesi | = +y — | ifadesinden daha buyuktur. Buyuk olan 4|x| ifadesi sifira vaklasirsa ondan daha
kucuk ]
axy? . . . .
| | ifadesi de mutlaka sifira yaklasir.
x2 +y2 o
4xy? ' e C e
O halde | T <& yerine 4|x|< ¢ yazabiliriz. |x| yerine & yazarsak. 46< ¢, 8 < ¢/4, bulunur.
2ty \ \ \ \ : :

Mesela limit degere (L=0) 0.01 kadar yaklasabilirmiyim deneyelim. Yani =0.01.
0 = ¢/4=0.01/4=0.0025
fonksiyonda x=y =06=0/0025 koyalim.

axy? 48 | 48
| O B o |
Y 5745 =26=2 0.0025=0.0050 evet L noktasina verilen €=0.01 degerinden daha da fazla
yaklastim.

€ ne verilirse verilsin X ve y yerine kayacagim degerlerle verilen € degerinden daha da fazla L noktasina
yaklasabilirim. O halde limit vardir.

ORNEK3  Limit Tanimini Uygulamak
4 2
2 >yi bulun.

Varsa im ————3
x.y)—=00) x° + ¥

Cizim  Once, x = 0 dogrusu boyunca y # 0 iken fonksiyonun daima 0 degerini aldigim
gozlemleriz. Benzer sekilde dogrusu boyunca, x # 0 olmasi kosulu ile fonksiyonun degeri
yine 0 dir. Dolayisiyla, (x, ) noktas1 (0, 0) noktasina yaklagirken limit varsa bu limit
degeri 0 olmalidir. Bunun dogru olup olmadigim gérmek igin limit tanimini uygulanz.
Bir € > 0 degeri keyfi olarak verilmis olsun. Bir 8§ > 0 degeri bulmak istiyoruz.

Oyle ki,

" 4xy?
hernezaman (0 < Vx? + y? < & iken —-2-{—2“0‘ < €
X ¥
veya
2
— L x|y
hernezaman ( < Vx* + y* < § iken —5—— <€
' X

olsun. * = x*> +)? oldugundan



4x|y?

= 4|x =4\/;i“54 x* + y?
x2+y2 | | ¥y
elde ederiz.

Su halde § = €/4 seger ve 0 < Vx* + y? < §, ahirsak

4 A
- —ﬂ}£4\fx2+y2<45=4(£)=£

X% oyt 4

glde ederiz. Tamimdan

4x 2
lim _2_._-?_2 = (),
(e, )00 x° + y
sonucu elde edilir.
0 , dxy(x*—=42) . ...
ORNEK : lim et limitini hesaplayiniz.
(x9» — 0,0 Xo4y=-

w

Tahminler yurutecegiz. limit varmi bilmiyoruz. En basit hesap olan x->0, veya y->0 boyunca limitlere bakalim.

P
fis | T 20 )

y—=0lx—0 x?‘ﬁ-}rz

=0 oldugundan L =0 olabilir,

Tabi olmayabilir de. Biz basit hesap yolu olarak x=0 boyunca ne olur ona bakariz. Bu bir deneme yanilma idi
L=0 kabulu ile yolumuza devam edelim.

€ sayisina bagh oyle bir 0> 0 bulacagiz ki 0 =lxl<d ve
0<lyl<d oldugunda |f(x.y)—0|<e kalsin.

Bu noktadan itibaren yapacagimiz sey, matematiksel islemlerle | (0, 6y)— L |[< & bagintisini kullanarak

dx, Oy ve § arasinda  f(dy, 8y)< &, seklinde makul bir baginti elde etmek. Burada bazi matematiksel bagintilari
sezgisel olarak kullanmamiz lazim.

mesela [x| Hy| > |x+y],

X[yl |zl =|xyz|  [x[+1>x], [5x]>[x],
2 2
2X <1, X, Xz_y2<1,
x“+1 x+1 X" +y
daxy(x*—y?) x2—y? .
——=0|=4|x||y| |55 |<4|x||y|<4.8.8.1=48"<¢
41‘-..',..1’.1#.- . '_d.. L

y Vv



=< % /€ olmah. Yani| x| < % /€ olmali. O halde | x| < _';l;' Je,|y|< %"v’fg

oldugunda | f(x,y)— 0| <& kalr. Su halde
basda yaptigimiz L=0 kabulu dogru bir kabuldur. Yani
. dxy(x2—y?
lim YR =37 _

0
xy) - 0,00 x2+ y2

Bir Limitin Var Olmamas) I¢in Tki-Yol Testi
(x, ) noktasi (xg, vg)'a yaklagirken bir f(x, y) fonksiyonunun iki farkl yol
boyunca farkli limitleri varsa, limg, yj—(z. yo) (%, ») yoktur.

5 . 2X o
ORNEK : lim —2_ limitini hesaplayimz.
@y - 0,0 y24 yi

COZUM : (x, y) noktasini 6nce Ox— eksenine, sonra Oy— eksenine paralel olarak
(0, 0) noktasma yaklastiralim:

lim ﬂ_

—— =lim 0=0
s S g

lim[lim ﬁy—]:lu:n 0=0 ve hm
Xx =0

y=0lx—-0 x24y2]| y-o0 X =0

bulunur. Simde (x, y) noktasin1 y = 2x dogrusu boyunca (0,0) noktasina yaklasti-
ralim.

lim L =lim ——
) = 0.0  x24y2 r-0 x?44x?



elde edilir. Bunun anlami sudur: (x, y) noktas: yerine y = 2x dogrusu iizerinde bu-
lunan (x, 2x) noktalan alindiginda ve x yeter derece sifira yakin degerler aldiginda

f (x, y) ifadesi —g— sayisina yaklasir. Gergekten x = 0001 ve y = 2x = 0,002
degerleri i¢in

#0001, 0,002) = —=20.001).2(0,00) __ 4

(0,000001) + 4 (0,000001) ~ 5

olur.

Suhalde lim  f(x,y) limiti yoktur.
Lx:,}".] h2--d (090)

Ciinkii (x, y) noktasinin (0, 0) noktasina yaklagsma yoluna gére limit degigmekte-
dir.

ORNEKS  iki-Yol Testini Uygulamak
(x, v) noktas1_(0, 0)’a yaklagirken

2x%y
x4+ y2

f{qu) =

fonksiyonunun (Sekil 14.12) limitinin olmadigim gdsterin.

(ozim  Dogrudan yerine yazmakla limiti bulamayiz. (/0 belirsiz formu ortaya ¢iKar.
#nin degerlerini (0, 0)da sona eren yollar boyunca inceleriz. y = ke, x # 0 egrisi
boyunca, fonksiyonun degeri sabittir:

Y IR ) N - LR .
o yokt By e x4 (e xR 1+
Dolayisiyla,
: ' 2%
I N = | A E
(x,)'}l—r&ﬂ.ﬂj f(x y) (x, }-‘Jl—’n}{ﬂ.ﬂl [f(x y) y=kxj 1 + =
3 = kx* boyunca

olur. Bu limit yola gdre degisir. Ornegin, (x, y) noktas1 (0, 0)’a y = x° parabolil {izerinden
yaklagirsa, k= 1 olur ve limit 1'dir. (x, ») noktas: (0, 0)’a x-ekseni lizerinden yaklasirsa,
k= 0°dir ve limit 0 olur. ki yol testine gore, (x, y) noktast (0, 0)’a yaklasirken f’nin limiti
yoktur.

Buradaki ifade celiskili goziikebilir. “(x, ¥) orijine yaklagirken f’nin limiti yoktur de-
mekle nevi kastedivorsunuz—bir siirii limiti var” diyebilirsiniz. Ama sorun da budur.



Yoldan bagimsiz tek bir limit yoktur ve dolayisiyla, tamma gére, im0, 0y f(x, ¥) yok-
tur, @

Sonuc: Limitin kesin var oldugunun isbati &, o iliskisi ile isbatlanabilir.

Limitin kesin yok oldugunun isbati, degisik yollardan farkli limit cikmasi
ile isbatlanabilir.

TANIM  iki Degjiskenli Siirekli Fonksiyonlar

Asafidaki kosullar saglamirsa, bir f(x, y) fonksiyonu (xg, yg) noktasinda
stireklidir:

1.  f(xp yp)da tammhdir,

% lim  f(x, y) vard,
- (% )= (xo, yo)
> b P = 3 :
G, y}_’qun. ¥o) f(x y) f(x[' y@)

Tanmm kiimesinin her noktasinda siirekli olan fonksivona siirekli fonksiyon
denir. -



