TANIMLAR Mutlak Maksimum, Mutlak Minimum
£, tamm kiimesi D olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

D’deki her x i¢in f(x) = f(c)

ise, f'nin D iizerinde, ¢ noktasinda bir mutlak maksimum degeri,
D’deki her x i¢in f(x) = f(e)

ise, f*nin D iizerinde, ¢ noktasinda bir mutlak minimum degeri vardir.

Mutlak maksimum ve minimum degerlere mutlak ekstrema (Latincede ekstremum un
¢ogulu) denir. Mutlak ekstremler ayrica, asagida tanimlanan yerel ekstremlerden ayirt et-
mek icin. global ekstrem diye de adlandirihir,
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(a) yalmz mutlak min. (b) mutlak maks. ve min.
¥ v
P r?‘ y= _|:2
D =(0,2] D =(0,2)
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(c) yalmz mutlak maks. (d) maks. veya min. vok.

SEKIL 4.2 Ornek 1 igin grafikler



Fonksiyon kurah D Tanim kiimesi D’deki mutlak ekstremler
() y = x* (—oo, o) Mutlak maksimum yok.
x = 0’da mutlak minimum 0.
) y'= x* [0, 2] x = 2°de mutlak maksimum 4
x = 0'da mutlak minimum 0
©) y=x* (0. 2] x = 2’de mutlak maksimum 4
Mutlak minimum yok.
d y= x= (0, 2) Mutlak ckstrem yok.

TEOREM1  Ekstrem Deder Teoremi

/. kapal bir [a, blarah@inin her noktasinda siirekli ise, bir mutlak maksimum
deger M’ye ve bir mutlak minimum degeri m’ye [a, b] iginde erigir. Yani,
[a, b]'da, f(x;) = m ve f(x;) = M olacak sekilde x; ve x, sayilan vardir ve
[a. b]'daki diger her bir x igin m = f(x) = M dir ( Sekil 4.3).
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I¢ noktalarda maksimum
ve minimum
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Bir i¢ noktada maksimum,
bir u¢ noktada minimum
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Ug noktalarda
maksimum ve minimum

m

a X h

Bir i¢ noktada minimum,
bir u¢ noktada maksimum



Mutlak maksimum
S'nin daha biiyilk degeri yok.

, Aynica verel bir maksi :
Yerel maksimum # - ‘e

Yakinlarda f"nin daha
biiyiik degeri vok.

Yerel minimum
Yakinlarda f’nin

| daha kilgik degeri
vok.

lak minllmnm

kinlarda !f*nin "Yerel minimum

I
daha kiagiak bir Yakinlarda f'nin :
degeri yok. Ayrica daha kiigik 'bir |
bir yerel mirimum | degeri yok. ' :
a c e d b ?

TANIM Kritik Nokta
Bir f fonksiyonunun tanim kiimesinin, f “niin sifir veya tamimsiz oldugu bir i¢
noktast f’nin bir kritik noktasidir.

Bir fonksiyonun mutlak Maximum ve Mutlak Minimum noktalari:
a)Fonksiyonun bir uc noktasi olabilir.
b)Fonksiyonun bir donum noktasi olabilir. (Donum noktasinda turev sifirdir.)
c) f’(x0)=0, f’(x0)>0 ise Xo bir maximum noktasidir.
f’(x0)=0, £ ’(Xx0)<0 ise X bir minimum noktasidir.
f’(x0)=0, £ ’(x0)=0 ise bu metod calismaz, baska bir metod denemeliyiz.

Kapali Sonlu Bir Aralikta Siirekli Bir f Fonksiyonunun Mutlak Ekstremleri Nasil Bulunur?
1. Biitiin kritik ve ug noktalarda f’vyi hesaplayin.
2. Bu degerlerin en biiyiigiinii ve en kiigligiinii ahn.



Extremum: maximum veya minimum.
y=1(x)

f’(x)=0 yapan deger bulunur. x=x;

f’(x1) >0 ise x=x; noktasi bir minimum.
f’(x;) <0 ise x=x; noktasi bir maximumdur.

Ornek: 87 y=f(x)=x fonksiyonun maximum ve
minimumlarini bulun.

Cevap:

f’(x)=2x, f7(x)=2
f’x)=0 — 2x=0 — x;=0
f7°(x) =2

f’(0)=2 >0 oldugundan x;=0 noktasi bir
minimumdur.

Ornek 88: y=f(x)=-x* fonksiyonun maximum ve
minimumlarini bulun.

Cevap:

f’(x)=-2x, f7’x)=2
f’x)=0 — -2x=0 — x;=0
f7°(x)=-=2

£ >’(0)=-2 <0 oldugundan x,;=0 noktasi bir
maximumdur.

Ornek 89: y=f(x)=x’ f onksiyonunun mutlak
maximum ve mutlak minimum degerlerini bulun.
f°(x)=3x%

£’ (x)=6x,

y=f’x)=3x’=0 —

£’ (x0)=3 0=0,

f ’(X0)=0, oldugundan x(,=0 noktasi
y=f(x)=x" fonksiyonunun maximum yada minimum
noktasi oldugunu bu metodla ogrnemeyiz, Baska
bir metod kullanmamiz gerekir.

3x%=0, — x¢=0

Bir fonksiyonun bir aralikta aldigi
maximum ve minimum deger.

4 f(x) y=f(x) fonksiyonu a-b

araliginda artandir.

f(b)

f(a)

v

y=f(x) fonksiyonu a<x<b araliginda artandir.

y=f(x) fonksiyonu bu aralikta minimum degerini x=a
noktasinda maksimum degerini x=b noktasinda alir.
y=f(x) fonksiyonunun a<x<b araliginda turevinin
sifir oldugu bir nokta yoktur.

y=f(x) fonksiyonu a-b
araliginda azalandir.
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f(a) ......... \\
f(b)

y=f(x) fonksiyonu a<x<b araliginda azalandir.

y=f(x) fonksiyonu bu aralikta minimum degerini x=b
noktasinda maksimum degerini x=a noktasinda alir.
y=f(x) fonksiyonunun a<x<b araliginda turevinin
sifir oldugu bir nokta yoktur.

v

A<x<B araliginda Turevin sifir oldugu bir
nokta yoksa, Bu aralikta fonksiyon daima
artan veya daima azalandir.

A f(x)
f(b)

f(a)

v

y=f(x) fonksiyonunun a<x<b araliginda artan ve
azalan bolgeleri vardir.

y=f(x) fonksiyonu bu aralikta minimum degerini x=a
noktasinda maksimum degerini a<x<b arasinda bir
noktada alir.

Fonksiyonun maksimum noktasini bulmak icin turev
aliriz.

f(a)

f(b)

v




y=f(x) fonksiyonunun a<x<b araliginda artan ve
azalan bolgeleri vardir.

y=f(x) fonksiyonu bu aralikta maksimum degerini
x=a noktasinda minimum degerini a<x<b arasinda
bir noktada alir.

Fonksiyonun minimum noktasini bulmak icin turev
aliriz.

A f(x)
N\

»
»

a b X

f(a)= f(b) ve a<x<b araliginda minimum var

A f(x)

/

a b X

f(a)= f(b) ve a<x<b araliginda maksimum var

f(a)

f(b)

»
»

a b a b

Birinci fonksiyonda x=a da maksimum var.
Ikinci fonksiyonda x=b de maksimum var.

A f(X)

Il 4

a X X1 b

a<x<b araliginda f(x;) minimum, f(x;)
maximumdur. f(a), f(b) ne maksimumdur. ne
minimumdur.

Herhangibir fonksiyonun a<x<b araliginda
maksimum ve minimumlarini bulun denildiginde ne
yapmaliyiz.

A f(x)

>
X

N
a \/b

1) x=a, ve x=b noktalarindaki fonksiyonun degerini
hesaplariz.
2) Fonksiyonun turevini aliriz.

2.1) a<x<b araliginda turev sifir olmuyorsa,
fonksiyon ya surekli azalan ya da surekli artandir.
Maksimum ve minumum degerlerini f(a) ve f(b) den
buluruz.

2.2) a<x<b araliginda turev sifir oluyorsa, turevin
sifir oldugu tum noktalara bakariz. Bir liste yapariz.
maksimum ve minimumu bu listeden buluruz.

341) y= x>-4x+10 fonksiyonunun x=1, ve x=5
araliginda aldigi maksimum ve minimum degerleri
bulun.
Cevap:

f(1)=1%-4 1+10=7

f(5)=15
fx=2x-4 —2x-4=0, x=2
f(2)=6

X 1[5 |2
fix)[7]15]6
Goruldugu gibi fonksiyon 1<x<5 araliginda
minimum degerini x=2 noktasinda maksimum degrini
x=5 noktasinda almaktadir. 1<x<5 araligindan baska
degerlere bakmaya gerek yok. 1<x<5 araliginda x’e
ne verirsek verelim. fonksiyonun degeri 6 ile 15
arasinda kalir.

343) y= x>-4x+10 fonksiyonunun x=10, ve x=20
araliginda aldigi maksimum ve minimum degerleri
bulun.
Cevap:

f(10)=70

f(20)=330
fx=2x-4 —2x-4=0, x=2
f(2)=6



X 1020 |2

fix)| 70330 6

Goruldugu gibi fonksiyon 10<x<20 araliginda
minimum degerini x=10 noktasinda maksimum
degrini x=20 noktasinda almaktadir.

345) y=2x> - 9 x> +12x+10 fonksiyonunun x=0, ve
x=10 araliginda aldigi maksimum ve minimum
degerleri bulun.
Cevap:

f(0)=10

f(10)=1230
fy=6x"- 18x + 12 —6x"- 18x + 12=0, x,=1, x,=2,
f(1)=15
f(2)=14

X 10 |1
fix) | 101230 | 15| 14

P541(1249)

Goruldugu gibi fonksiyon 0<x<10 araliginda
minimum degerini x=0 noktasinda maksimum degrini
x=10 noktasinda almaktadir.

347) y=2x’ - 9 x> +12x+10 fonksiyonunun x=0.5, ve
x=1.5 araliginda aldigi maksimum ve minimum
degerleri bulun.
Cevap:

f(0.5)=14

f(1.5)=14.5
fx=6x"- 18x + 12 —6x" - 18x + 12=0, x,=1, x,=2,
f(1)=15
f(2)=14

X 05|15
fix) |14 |145]|15]14

Goruldugu gibi fonksiyon 0.5<x<1.5 araliginda
minimum degerini x=0 ve x=2 noktalarinda
maksimum degrini x=1 noktasinda almaktadir.

= L 5 5 i P
flx) = x*'nin [-2, 1] arah@inda mutlak maksimum ve minimum degerlerini bulun.

Cozim  Fonksiyon tanim kiimesinin tamaminda tiirevlenebilirdir, dolayisiyla tek kritik
nokta f'(x) = 2x = 0 oldugu x = 0 noktasidir. x = 0 ve x = -2 ile x = | uc noktalarinda

fonksiyonun degerlerini kontrol etmemiz gerekir.

Kritik nokta degeri: f(0) = 0
Ug nokta degerleri:  f(—2) = 4

f(1) = 1

Fonksiyonun x = ~2'de degeri 4 olan bir mutlak maksimumu ve x = 0'da degeri 0 olan bir

mutlak minimumu vardir.
P542(1249)

2(f) = 8¢ — Miin [-2, 1] araliginda mutlak ekstremlerini bulun.

Cozim  Fonksiyon tanim kiimesinin tamaminda tiirevlidir, dolayisiyla kritik noktalar
sadece g '(f) = 0 oldugu yerlerde bulunur. Bu denklemi ¢cozersek,

8 — 4’ =0

veya = V2> |

verilen tanim kiimesinde bulunmayan bir nokta buluruz. Dolayisiyla, fonksiyonun mutlak

ckstremleri u¢ noktalardadir; g(-2) = -32
mum) Sekil 4. 7’ye bakin.

(mutlak minimum) ve g(1) = 7 (mutlak maksi-



£ 7}
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v=8f— ¢

f(x) = ¥*iin  [-2, 3] araliginda mutlak ekstremlerini bulun.

Cozim  Fonksiyonu kritik noktalarda ve ug noktalarda hesaplanz ve degerlerin en biiyiigii
ile en kiigtigtini alinz.
R

3k

birinci tiirevinin sifirlan yoktur, fakat x= 0'da tanimsizdir. f'nin bu kritik noktadaki ve ug
noktalarindaki degerleri

Kritik nokta degeri: f(0) = 0
Ug nokta degerleri: f(—2) = (=2)*3 = V4
f(3) = 3)2 = V.

f [1’) 7= _,‘—U3 =

dur.




COK DEGISKENLI FONKSIYONLAR
MAXIMUM,MINIMUM VE EYER NOKTASI

4 absolute

Ay Maximum

AN

local
maximum

absolute
minimum

-z = f(x,y) fonksiyonu (a, b) noktasinda ikinci mertebeden siirekli kismi
tiirevlere sahip bir fonksiyon ve

fela, b)=f(a,b)=0
: olsun.
1) fula, b)f (a, b)- fi (a, b) <0 ise (a, b) eyer noktasidir.
2) fula b)f,(a,b)— ff}, (a,b) >0 ve f,(a, b)>0 ise (a, b) noktasi
yerel minimum noktasidir,

3) fula,b) f,(a b)~f2(a b)>0ve f.(a b)<0 ise (a, b) noktasi

bir yerel maksimum noktasidir.

Ornek 761: f(x,y)=x"+ y*- 2x - 6y + 14 fonksiyonunun maximum ve minimum eyer noktalarini bulun.
fX=2x-2, fXXZZ, fXYZO, fY:2y-6, fYYZZ,
fXZO, — 2X-2=O, X0=1,

fy=0, —> 2y-6=0, yo=3,
fXX fYY —(fxx)2 :2 2 — 02: 4



Sonuc: fxx fyy —( fxx)*>0, ve fxx >0, oldugundan x¢=1, y¢=3 noktasi bir minimum noktasidir.
Fonksiyonun bu noktadaki degeri z=f(x,y)=f(1,3) = 1*+3%-2(1) - 6(3) + 14=4.
Z 4

e

Ornek 762: f(x,y)=y- x* fonksiyonunun maximum ve minimum eyer noktalarini bulun.
fX=-2X, fXX= -2, fXYZO, fY=2y, fYY=2,

fX=0, —> X()=0,

fy=0, —> y¢=0,

fxx fYY —(fxx)2 =2 2- 02: -4

Sonuc: fxx fyy —( fXX)2 <0, ioldugundan x¢=0, yo=0 noktasi bir maximum veya bir minimum noktasi
degildir bir eyer noktasidir.




EXAMPLE 3 Find the local maximum and minimum values and saddle points of
flx,y) =x*+ y* — 4xy + 1.

SOLUTION We first locate the critical points:
fi=4x’ — 4y fi=4y’ — 4x
Setting these partial derivatives equal to 0, we obtain the equations
x*—y=0 and yi—x=0

To solve these equations we substitute y = x* from the first equation into the second
one. This gives

O=x—x=x(x*—D=x(x*—DE*+ D) =x(x*— Dx*+ DH(x*+ 1)

so there are three real roots: x = 0, 1, —1. The three critical points are (0, 0), (1, 1),

and (—1, —1).
Next we calculate the second partial derivatives and D(x, y):
foo=12x7 fo=—4 £, = 12y?
D(x,Y) = fufis — (fir)? = 1442°y = 16
Since D(0, 0) = —16 < 0, it follows from case (c¢) of the Second Derivatives Test that

the origin is a saddle point; that is, f has no local maximum or minimum at (0, 0).
Since D(1, 1) = 128 > O and f..(1, 1) = 12 > 0, we see from case (a) of the test that
f(1,1) = —1 is a local minimum. Similarly, we have D(—1, —1) = 128 > 0 and
fu(=1,—=1) =12 >0,s0 f(—1, —1) = —1 is also a local minimum.
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EXAMPLE 4 Find and classify the critical points of the function
flx,y) = 1027y — 5x* — dy? — x* — 2y*

Also find the highest point on the graph of f.

SOLUTION The first-order partial derivatives are
fo =20xy — 10x — 4x’ £, = 10x* — 8y — 8y’

So to find the critical points we need to solve the equations

4] 2x(10y — 5 —2x*) =0

(5] 507 —4y — 4P =0

x=0, y=0 bir cozumdur. Diger cozumler ancak bilgisayar yardimiyla bulunabilir. Diger kokler
(x=-2.64,y=1.9), (x=2.64, y=1.9), (x=-0.86, y=0.65), (x=0.86, y=0.65)

D = D(a. b) = ful(a, b) f,,(a. b) = [fi,(a. b))’



Critical point Value of [ Jrx D Conclusion

(0,0) 0.00 —10.00 80.00 local maximum
(+2.64, 1.90) 8.50 —55.93 2488.71 local maximum
(£0.86, 0.65) —1.48 —5.87 —187.64 saddle point

ORNEK

flx, y) = x>+ y3 + 3x? = 3y? — 8 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarin
bulunuz.

Cozim
fx(x‘y)=3x2+ﬁx=0 x(x+2)=0 x=0 ¥ x=-2
f,(x,y)=8y*-6y=0 3y(y—2)=0 y=0 V y=2

bulunur. O halde kritik noktalar A(0, 0), B(0, 2), C(-2,0), D(-2, 2) noktalaridir,
fou=6x+6, f,=0, f,,=6y—6 oldugundan A(0, 0) noktasinda

. (0,0) =6, 0,0)=0, f£,(0,00=-6
fee (0,0) [ (0, 0) Sy € 117

olacagindan



fuly— FL=6(6)-0=-36<0
dir. O halde A(0, 0) bir eyer noktasidir.
B(0, 2) noktasinda
f_IL'I.‘ - 6’ fx)‘ = 0! j;}.' = 6
olacagindan
fﬂﬁ.y—.f.t?;:(i.ﬁ-—[) =36>0 ve f,=6>0
dir. O halde B(0,2) noktas: bir yerel minimum noktasidir. Yerel minimum degBeri
fm:'n =ﬂﬂ*2)=8_ 12" 8=_’ ]2

olur.
C(-2,0) noktasinda

fa=—0, fu=0, f,=-6
olacagindan

fuly—Fi=(6)(-6)-0=36>0 ve f,,=—6<0

dir. Bu C(-2, 0) noktasimn bir yerel maksimum noktasi oldugunu gosterir.
Yerel maksimum degeri

Snaks. =f-2,0)=-8+12-8=-4 olur.
D(-2,2) noktasinda

fa=-6, [fy=0, f,=6
olacagindan

fulw— Fo=-36<0

bulunur. Bu D(-2,2) noktasinin bir eyer noktas: oldugunu géosterir.

P341)t1029



fx, ) =x*+ y*'nin yerel ekstremum degerlerini bulun.

Cazim  f’nin tanim kiimesi biitiin diizlemdir (yani simr noktas: yoktur) ve f, = 2x ile
fv= 2y kismi tiirevleri her yerde tammhidir. Dolayisiyla, yerel ekstremum degerler sadece

== 3 [i=2y=1

olan yerlerde bulunabilir. Tek olasilik f'nin degerinin sifir oldugu orijindir. f asla negatif
olmadig1 igin, orijinin bir yerel minimum verdigini goriiriiz (Sekil 14.41). ®

vae . O
abloididir. Fonksiyonun orijinde, $EKI[ M[lz Oﬂjm, f {I, y ) 3. xz
geri 0 olan bir yerel minimumu vardir  fonksiyonunun bir eyer ncktz%mdlr. Yerel

e 1) ekstremum degerler yoktur (Ornek 2).

p342)t1029
f(x, ¥) = y° — x* ekstremum degerlerini (varsa) bulun.

Cozim  f’nin tamm kiimesi biitiin diizlemdir (yani sir noktas: yoktur) ve f, = -2x-ile
fy =2y kismi tiirevleri her yerde tammlidir. Dolayisiyla, yerel ekstremum degerler sadece:
orijinde, (0 0)da bulunabilir. Ancak, pozitif x-ekseni boyunca f'min m ;
f(x, 0) = —x* < 0dur; pozitif y-ekseni boyunca f'nin degeri £(0, y) = 2y > 0°dir. Dolayisiy= -
la xy-diizleminde merkezi (0, 0)’da olan her agik daire, hem fonk51yonun pcmmf tﬁiﬁ |
noktalar ve hem de fonksiyonun negatif oldugu noktalar igerir. Fonksiyonun dﬁﬁn& bir
yerel ekstremum degeri yerine bir eyer noktasi vardir (Sekil 14.42). Fonkm]mhcyuﬂ -

ekstremum degerinin olmadi1 sonucuna varinz, »




EITORTNCTY” IR
z = f(x, y) fonksiyonu (a, b) noktasmda ikinci mertebeden siirekli kismi
tiirevlere sahip bir fonksiyon ve

fela, b)=f(a,b)=0
olsun.
1) fu (ﬂ. b) f}"r (“, b) - fi (-a. b) <0 1se (H, b) eyer noktasidir.

2) fula b)f, (@, b)- ff}, (a,b) >0 ve f.(a, b)>0 ise(a, b) noktasi
yerel minimum noktasidir,
' 3) fula, b) f,(a b) - j'_f_v (a, b) >0 ve f,. (a, b)<0 ise (a, b) noktasi

, bir yerel maksimum noktasidir.
ornek balci 117

TEOREM 11 Yerel Ekstrem Degerler icin Ikinci Tiirev Testi

(a, b) merkezli bir dairede f(x, y) ile birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirev-
lerinin siirekli olduklarini ve f,{(a, b) = f,(a, b) = 0 oldugunu varsayin. Bu du-
rumda

i (a, b)de fo < 0 Ve fufyy — fof > 0ise, fnin (a, b)'de bir yerel maksi-
mumu vardir. :
ii. (a, b)de fu > 0 ve fufyy — fro > 0 ise, f'nin (a, b)de bir yerel mini-
mumu vardir.
iii. (@, b)yde fif,, — fo’ < Oise, f'nin (g, b)'de bir eyer noktas: vardir.

iv. (g, b)de fufy — fx” = 0 ise, test sonugsuzdur. Bu durumda, f’nin
(a, b)'deki davramsini belirlemek igin bagka bir yol bulmak gerekir.

ORNEK3  Yerel Ekstremum Dederlar Bulmak
Agafidaki fonksiyonun verel ekstremum degerlerini bulun.
fla ) =xp-x -7 -2y +4
(izim  Fonksiyon her x ve y igin taniml ve tiiretilebilirdir ve tamim kilmesinin sinir nok-

tas: yoktur, Dolayisiyla fonksiyvonun sadece [, ile f,'nin ayni anda sifir olduklar: yerde ek-
stremnum degerler: vardir. Bu

fo=y-2-2=0, fy=x-2-2=0
veya



x=y==1

verir. Dolayistyla, (=2, -2} nokias: fnin bir ekstremum defer alabilecefi tek noktadir. Bir
ekstremum degerin var olup olmadifim anlamak igin,

fx.r=_2-.- .f].::r':"‘zr fw:l
kasmi tiirevlerini hesaplanz. f'nin (g, &) = (-2, —2)'deka diskriminantim
fx.zf}:r' -.ur;}- = {-21]{"2] = “]1 =4~1=3

olarak buluruz.

Pl ve falip =150
birlegimi bize f'nin (-2, —2)'de bir yerel maksimum degerinin var oldugunu sdyler. f'nin
bu noktadaki degeri fi—2,-2) = 8'dir. =

ORMEK & Yerel Eksremum Dederler Aramak
Jx, ¥) =2 nin verel ekstrem degerlerini bulun,

COZM  # her yerde tiretilebilir oldufundan (Sekil 14.43), ekstremum degerleri sadece
f-_r:y :ﬂ Ve f}_-—.x=ﬂ-

olan noktalarda olabilir. Yani, orijin #*nin bir ekstrem degerinin olabilecegi tek noktadir,
Burada ne oldugunu gormek igin,

f_g;=ﬂ,, }rJ,),=ﬂ, f-"}’=1
kasmi tiirevlerini hesaplanz.
.fnfxu ™ f4;p'2 ]

negatiftir. Dolayisiyla, (0, 0)'da fonksiyonun bir eyer noktass vardir. f(x. v} = vv"nin yerel
ekstrem degerleri bulunmadig: sonucuna vanriz, fox y) =xy YEI"‘;‘.

L1443 z = 1y vilzeyinin orijinde bir
noktas: vardir {Ornek 4),



P346)ORNEK
flx,y) = +y + 352 - 3y? — 8 fonksiyonunun yerel ekstremum noktalarini

bulunuz.

Cozum

2

2

f.xy)=3x*+6x=0 Bx(x+2)=0 x=0 V x
=5 =5

[y, y)=8y*-6y=0 3y(y-2)=0 y=0 V
bulunur. O halde kritik noktalar A0, 0), B(0, 2), C(=2,0), D(-2, 2) noktalaridir.
foue=6x46, f, =0, f,,=6y-6 oldufundan A(0, 0) noktasinda

fie (0,0)=6, f,0,00=0, f,0,00=-6 -

olacadindan
fml’n =ﬂ0$2) =8-12-8=-12

C(-2,0) noktasinda

olacagindan
faty—FL=(6)(-6)-0=36>0 ve f,=-6<0

dir. Bu (-2, 0) noktasinin bir yerel maksimum noktasi olduunu gésterir.
Yerel maksimum degeri

Sraks. =(-2,00)=-8+12-8=-4 olur.

D{-2, 2) noktasinda
fa=-6, fy=0, f,=6



Faly— fi=-36<0
D(-2, 2) noktasinin bir eyer noktas: oldugunu gosterir.

Kapali Simirli Bélgelerde Mutlak Maksimum ve Minimumlar

Kapah ve simirh bir £ bélgesinde siirekli bir Sfix. v} fonksivonunun mutlak ekstremum-
larin aramayi i adimda diizenleriz.

1. R’::'lf-., fnin yerel maksimum veya minimumlarinn bulunabilecegi i¢ nokralar tisre-
leyin ve bu noktalarda f*yi hesaplaymn, Bunlar J'min kritik noktalandar,

2. R’dje:, f'nin yerel maksimum veya minimumlannm bulundugu smr noktalarine liste-
leyin ve bu noktalarda f’yi hesaplayin, Bunun nasil yapilacafum kisaca gosterecegiz.

3. Lf'ﬂeferden J’nin maksimum ve minimum degerletini bulun. Bunlar f'nin R iizerinde-
ki mutlak maksimum ve minimum degerleridir. Mutlak maksimum ve minimumlar
Ay zart?anda verel ma_.lcsimmn ve minimumlar oldugu i¢in, fnin mutlak minimum
ve maksimum degerleri Adim 1 ve 2'de yapilan listelerde bulunmahdir
Baska bir tarif sekli
(1) Bdlgenin i¢cindeki kritik noktalar bulunur. Bu noktalardaki fonksiyon deger-

leri hesaplanir,

(2) B bolgesinin C sinir efrisi Gizerindeki kritik noktalar bulunur. Bu nokta-
lardaki fonksiyon degerleri hesaplanir.

(3) 1. ve 2. adimlarda bulunan fonksiyon degerleri karsilastirnilir, Bulunan de-
gerlerin en biiyiigii fonksiyonun aldig: en biiyiik defer (mutlak maksimum),
en kiiciigii de fonksiyonun aldig1 en kiigiik deger (mutlak minimum) dir.



Iki degiskenli fonksiyonun bir aralikta
aldigi maximum ve minimum deger.

fonksiyon hem x hem de y ye gore degistigi icin
maximum ve minimumlari verilen bolge icinde
aramaliyiz.

347) z=f(x,y)=y* - 2x* fonksiyonunun 1<x<2, ve
3<y <4, araliginda aldigi maksimum ve minimum
degerleri bulun.

A f(X)

v

2 X

Sorulan bolge bir dikdotgendir.

Cevap:

Sinirlar x=1 dogrusu, x=2 dogrusu, y=3 dogrusu,
y=4 dogrusu.

Eger dikdortgen icinde turevi sifir yapan bir deger
yoksa, maksimum yada minimumlar bu sinirlar
uzerinde olacaktir.

Sinirlar uzernde fonksiyonun alacagi maksimum ve
minimumlari hesaplayalim.

a)y=3 dogrusu.

fx,y)=y" - 2x* =3%-2x*=9-2x>

Goruldugu gibi fonksiyon x nin fonksiyonu haline
geldi. g(x)=9-2x*

fonksiyonunun maximum ve minimumlarini
bulmamiz lazim.

ORNEKS  Mutlak Fkstremumlar Bulmak

g(x)= 9-2x* — gx(x)=-4x, -4x=0, x=0

x=0 noktasi 1<x<2 araliginin disinda. x=0 noktasini
dikkate almamiza gerek yok.

y=3 dogrusu uzerinde sinirlara bakmamiz yeterli.
g(1)=9-2x*=9-2 1’=7 — f(3,1)=7
g(2)=9-2x*=9-22*=1 — {(3,2)=1

b)y=4 dogrusu.

fix,y)=y” - 2x> =4> - 2x* = 16-2x
g(x)=16-2x>

fonksiyonunun maximum ve minimumlarini
bulmamiz lazim.

g(x)= 16-2x* — gx (x) = -4x, -4x=0, x=0

g(1)=16-2x* =14 —f(4,1)=14
g(2)=16-2x* =8 —f(4,2)=8

c)x=1 dogrusu. x=1 verelim
fxy)=y = 2 1> =y* =2 =h(y)
h’(y)=0 — y=0
y=0, noktasi 3<y<4 un disinda oldugundam dikkate
almamiza gerek yok.
h(3)=y*-2=7 — f(1,3)=7
h(4)==14 — f(1,4)=14

d)x=2 dogrusu
benzer sonuclar elde edilecektir.

xy | x=1, | x=1, | x=2 | x=2
y=3 |y=4 | y=3 | y=4
f(x) | 7 14 1 8

Sonuc minimum x=2, y=3 noktasida maksimum
x=1,y=4 noktasidir.

Birinci dortte bir bilgede, x =0, y=0, p=9 _y dogrulariyla gevrili iiggensel bilgede

flry) =2+ 2x + 2y — x? — 32

fonksiyonunun mutlak maksimum ve minimum degerlerini bulun.



Cizim ¢ diferansiyellenebilir oldugundan, F'nin bu degerleri
alabilecegi yegane jlﬁ:h'
dggenin (Sekil 14.44) iginde f, = f v =W olan nokialar ve sinir tizerindeki noktalardir-

(a) I noktalar. Bunlar igin,

Fu=2=2c=0, f,=2-2=0
buluruz ve bu da (x, ¥) = (1, 1) noktasm verir. f™nin oradaki degeri
Jl 1)=4

(b) Smmir noktalari. Her seferinde tiggenin bir kenanim ele alinz:
(i) OA dogru pargasi lizerinde, y = 0'dur.

flx,y) = f(x,0) = 2 + 2x — x*

fonksiyonuna artik x’in 0 < x =< 9 kapah arahfinda tamml bir fonksiyonu olarak ba-
kabiliriz, Ekstremum degerleri (Boliim 4’ten biliyoruz)

f(0,0)=2 olanx =0
£(9,0)=2+18-81=-61 olanx=9
uc noktalarinda ve f'(x, 0) = 2 — 2x = 0 olan i¢ noktalarda olabilir. f'(x, 0) = 0 olan tek
nokta x = 1'dir ve burada
flx, 0)=f(1,0)=3
bulunur.
(ii) OB dogru pargas: iizerinde, x = 0'dir ve

fG =0, =2+2y—)*

olur. f’nin x ve y'ye gore simetrisinden ve demin yaptifimiz analizden bu dogru
pargasindaki adaylann

f(0,00=2, f0,9)=-61, AO.1}=3
oldugunu bilivoruz.



(iii) AB’nin ug noktalarinda f’nin degerlerini zaten bulduk, dolayisiyla sadece 48’nin ig
noktalarina bakmamz yeterlidir. y = 9 — x ile,

f63)=2+2x+2(9 —x)—x*— (9 - x)* =~ 61 + 18x — 2

elde ederiz. f'(x, 9 —x) = 18 — 4x = 0 almak,

18

:—:2
£T70T)

verir, Bu x degerinde,

9 _9 = 2 2
y=9-3=3 ve f(x,y):f(2 2) -]

QOzet Biitiin adaylan siralanz: 4, 2, — 61, 3, «(41/2). Maksimum, f’nin (1, 1)’ de aldig: 4
degeridir, Minimum, f'nin (0, 9) ve (9, 0)'da aldig1 - 61 degeridir. e

ORNEK &  Bir Hacim Problemini Bir Kisit ile Cdzmek

Bir kargo sirketi, sadece uzunlugunun ve gevresinin (bir dik-kesitinin ¢evresi) toplami
108 ing’i gegmeyen, dikdortgensel kutular kabul etmektedir. En biiyiik hacimli, kabul
edilebilir kutunun boyutlarim bulun,

Devie = Bu geveenin

//'r\rli\ I-l-f.l.u'l!uiru
|
y I et

Cozim  x, y ve z dikdortgensel kutunun sirastyla uzunluunu, genigligini ve ytksekligini
gbstersin. Cevre 2y + 2z'dir. Kutunun (Sekil 14.45) ¥V = xyz hacmini x + 2y + 2z = 108

(kargo sirketinin kabal et en blyik un) bamns ile maksimize stmek. | l

Bdylece, kutunun hacmini ki degiskenli bir fonksiyon olarak vazabilitiz.

x+2y+2z=108 ==>x=108-2y-2z
V=xyz=xy(108-2y-2z7)

My, 2) = (108 — 2y — 2z)vz
= 108z — 29’z — 242°

¥V =x= ve
x= 108 — 1y -2z



Biringi mertebeden kismi tiirevleri sifira egitlemek,
Viy,z) = 1082 — dyz — 222 = {108 — 4y — 2z)z = 0
Valy,2) = 108y — 29% — dyz = (108 — 2y — 4z)y = 0,

(0. G, (0, 54), (54, 0) ve (18, 18) krittk noktalarinu verir. (0, 0), (0, 54) ve (54, 0) dz hac
sifirdir ve maksimum degildir. (18, 18) noktasinda Ikinci Tiirev Testini (Teorem 11) uygt
lanz: :

Vi =4z, Ve =—dy, V.= 108 — 4y — 4z
FF}'HE_ F_'I-Iz =16yz - 16(27 -y - 3]1
buluruz. Béylece
Ptl'}-{]S: ]-8] = _4{13} |
Wiz

[Pra¥er = 7150 = 16(18)(18) — 16(—9)2 > 0

olmas1 (18, 18)'in  maksimum degeri vermesini gerektirin.  Paketin
x = 108 — 2(18) — 2(18) = 36 ing, v = 18 ing ve z = 18 ing, Maksimum
V= (36)(18)(18) = 11,664 ing’ veva 6,75 ft'dir,

b119-123 orneklerr



