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y'+2y=0 A L 1 1 
y''+2y'+3y=0 A L 2 1 
y'''+2y'+3y=0 A L 3 1 
(y')5+2y=0 A N 1 5 
(y'')5+2y=0 A N 2 5 
y'''+2(y')7+3y=0 A N 3 1 
(y''')2+2(y')7+3y=0 A N 3 2 
(y''')4+2(y')7+3y=0 A N 3 4 
y'+3y=0 A L 1 1 
y'+3y2=0 A N 1 1 
y'+3 y'y=0 A N 1 1 
y'+3 y =0 A N 1 1 

y'+3 sin(y)=0 A N 1 1 
y'+3 ey=0 A N 1 1 
y''+2y'+3 y =0 A N 2 1 

y''+2 'y +3y=0 A N 2 1 

y''+2 'y +3y=0 A N 2 1 

y''+2yy'+3y=0 A N 2 1 
y''+sin(y')+3y=0 A N 2 1 
y''+x3y'+3y=0 A L 2 1 
y''+ x7y'+3 x2y=0 A L 2 1 
y''+ x7y'+3 sin(x)y=0 A L 2 1 
y''+ ex y'+3 sin(x)y=0 A L 2 1 
y'''+ ex y''+3 sin(x) y' + x4y=0 A L 2 1 
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Lineer Bagimsiz cozum.  
 

02 =− y
dx
dy ,  denkleminin   bir cozumu y=5e2x dir.  

gercekten   
y=5e2x     →   y'= 5 2 e2x =10 e2x  

02 =− y
dx
dy ,   

 
10 e2x – 2 5 e2x =0 
10 e2x – 10 e2x =0 
  0=0 
------------------  -------------- 

02 =− y
dx
dy ,  denkleminin   bir cozumu y=17 e2x dir.  

 
gercekten   
y=17e2x     →   y'= 34 e2x  

02 =− y
dx
dy ,   

 
34 e2x – 2  17 e2x =0 
34 e2x – 34 e2x =0 
  0=0 
--------------------- ---------------------- 

02 =− y
dx
dy ,  denkleminin   cozumleri  

         y1= 5 e2x ,   y2= 17 e2x. 
 

Burada  12 5
17 yy =  yani y1 ri bir sayi ile carparsak y2 yi 

elde ediyoruz.  
y1 ve y2  kendi aralarinda liner bagimlidir denir. Aslinda   
    y=C e2x  
C ne olursa olsun bu bir cozumdur.  
y1=2e2x,   y2=3e2x.  y3=5e2x ,  y4=17e2x.......    
Bu cozumlerin hepsi aslinda tek bagimsiz cozumdur.  
Bir cozumu bir sayi  ile carparak elde edecegimiz yeni 
cozumlerin hepsi  birbirine lineer bagimlidir.  
------------------ -------------------------- 
 

0252

2

=− y
dx

yd ,  denkleminin   cozumleri    

          y1= C1 e5x,       y2= C2  e
-5x   

Gercekten   dif denklemde  y yerine   C1 e5x koyalim.  
  

( ) 025'' 5
1

5
1 =− xx eCeC  

 
( ) 025 '  5 5

1
5

1 =− xx eCeC  
 
( ) 025  25 5

1
5

1 =− xx eCeC  
                              0=0   
 
Yani  C1 e5x  dif denklemi saglar dolayisiyla C1 e5x dif 
denklemin bir cozumudur.  
Simdi de    dif denklemde  y yerine   C2 e

-5x koyalim.  
  
( ) 025'' 5

2
5

2 =− −− xx eCeC  
 
( ) 025 '  5 5

2
5

2 =−− −− xx eCeC  
 
( ) 025  25 5

1
5

2 =− −− xx eCeC  
                              0=0   
 
Yani diff denklemin iki cozumu vardir.  
          y1= C1 e5x,       y2= C2  e

-5x   
Simdi y1 ri bir sayi ile carpip  y2 yi  elde edemeyiz.  
 Burada  y1= α y2  olacak sekilde   bir α sayisi yoktur. 
                  C1 e5x = α  C2  e

-5x  
esitligini saglayan sabit bir sayi bulunamaz. 
                      
  Dolayisiyla y1 ve y2 lineer bagimsizdir.   
-------------- ----------------------- ------------  
 











Diferansiyel Denklemlerin Cozumleri Uzerine 
Aciklamalar:    
1) En basit cozum teknigi degiskenlerine  ayirma 
teknigidir.  Verilen bir denklem  
           dxxfdyyf )()( =  
haline getirilebilirse ,   
           ∫∫ = dxxfdyyf )()(  
seklinde integrali aliniabilir hale gelir ve  dif denklem 
cozme islemi integral alma islemine donusmus olur.  
 
Ancak bazan cok basit  gorunen bir denklem bile 
degiskenelerine ayrilamayabilir.  mesela  

   2yx
dx
dy

+=  

seklindeki  bir dif denklem degiskenlerine ayrilabilir 
duruma getirilemez.  Bu denklem degiskenlerine ayrilarak 
cozulemez.   
 
2)Her dif denklemin mutlaka cozumu varmidir?  Basit 
gorunen bir diff denklemin cozumu bulunamayabilir.  

 cos 2x
dx
dy

= dif denkleminin  analitik bir cozumu yoktur.  

 
3)Her dif denkleme uyan “genel  bir cozum teknigi” 
yoktur. Bu nedenle  dif denklemler guruplandirilir ve her 
gurup icin ayri bir teknik uygulanir.  
 
Cozum teknigine gore diff denklemlerin 
siniflandirilmasi.  
 
 1)Degiskenlerine ayrilabilen diff denklemler .  

      q(x) )(      ),( dxygdyyxf
dx
dy

=⇒=  

sekline getirilebilen denklemler.  Eger bu hale getirilirse 
her iki tarafin integrali alinir ve problem cozulur.  
 
    
2)Homojen denklemler:  Bu diff denklemler  y=ux 
seklinde degisken donusumu ile  q(x) )(  dxygdy =   
haline getirilen denklemlerdir.  
     Cozum teknigi  

    1)y=ux  → dy=x du+u dx  veya 
dx
duxu

dx
dy

+=  

       donusumu yapilir.  
    2)denklem x, ve u ya  bagli olarak  
               q(x)dxduup   )( =  
haline getirilir, ve cozulur.  
    3)cozum sonucu u=f(x) elde edilmistir. u=y/x konulur  
ve   y=g(x) elde edilr.  
 

3)Homojen hale getirilen denklemler.  Denklemde (a ve 
b sabit  sayilar olmak uzere) x=a+t,     y=b+z   seklinde 
donusum yapilirsa homojen hale gelen denklemlerdir.   
 Cozum teknigi:  
     1)Donusum yapilir ,  
     2)z ve t ye bagli olarak denklem homojen hale 
gelmistir. Homojen denklemlerin cozum teknigi 
kullanilarak cozum bulunur.    
     3)t=x-a,   z=y-b  donusumu ile gercek cozum bulunur.  
 
4)Tam diff denklemler. 
   M(x,y)dx + N(x,y)dy=0  

dx
dN

dy
dM

=  sartini saglayan diff denkleme tam diff 

denklem denir.   
Eger diff denklem tam diff ise  U(x,y)=C  seklinde bir 
cozum kesin vardir.  ve bu cozum  

∫ += )(),(),( yhdxyxMyxU  seklinde olacaktir.  
Uy=N ,   olacagindan  

( ) NyhdxyxM
dy
d

=+∫ )(),(  

esitliginden h(y)  hesaplanir. aranan cozum U(x,y)=C 
dir.  
 
5) Tam diff denklem haline getirilebilen diff 
denklemler 
Bazi  durumlarda M(x,y)dx + N(x,y)dy=0 dif denklemi  
tam dif sartini saglamaz fakat  diff denklem esitliginin her 
iki tarafi bir μ(x,y)fonksiyonu ile carpinca denklem tam 
diff olur.  
μ(x,y) M(x,y)dx + μ(x,y)  N(x,y)dy=0 
Her denklem  icin bir  μ(x,y)  bulunmayabilir. Yani bazi 
dif denklemler  hic bir zaman tam dif  haline getirilemez.    
 
6)Lineer denklemler.  

 )()( xQyxP
dx
dy

=+  seklindeki diff denklemler birinci 

mertebeden lineer diff denklemlerdir.  Bu denklemin 
cozumu   
 

 
seklinde oldugu isbat edilir.   
  
6.a)Bernoelli denklemi  

 
seklindeki denklemlerdir  



v=y1-n  donusumu yapilarak denklem lineer hale getirilir 
ve  cozulur.  
 
6.b)Riccati Denklemi  

 
seklindeki denklemlerdir. Genel cozumun bulunabilmesi 
icin  bir ozel cozumun bilinmesi gerekir.  
Bir cozum   y1  ise  

                  
degisken donusumu yapilir ve denklem  

 
haline getirilir.  Bu da lineer diff denklemdir ve cozulur.  
 
 
 
7)Yuksek Mertebeden Lineer denklemler 
Lineer bagimsizlik kosulu 
a0(x)y(n) + a1(x)y(n-1) +.........+  an-1(x)y'+ an(x)y=B(x) 
veya  

B(x)(x)a(x)a........(x)a(x)a n1-n1

1

10 =++++ −

−

dx
dy

dx
yd

dx
yd

n

n

n

n

 

seklinde yazilirlar.  
 
 
8) Sabit katsayili dif denklemlerin cozumleri 
Muhendislikte en cok kullanilan  sabit katsayili dif 
denklemlerdir.  
 
 
 
9)Sabit katsayili Homojen dif denklemler  

0aa........aa n1-n1

1

10 =++++ −

−

dx
dy

dx
yd

dx
yd

n

n

n

n

 

Cozum:  
    0aa........aa n1-n

1
10 =++++ − λλλ nn  

     kokler λ1,  λ2, ... λn-1,  λn 
x

n
x

2
x

1h
n21 eC.....+eC+eC=(x)y λλλ +  

 
 
10) Sabit katsayili ikinci tarafli dif denklemlerin Ozel 
Cozumleri 

B(x)aa........aa n1-n1

1

10 =++++ −

−

dx
dy

dx
yd

dx
yd

n

n

n

n

 

      L(D) Operatoru Yontemi  
      Belirsiz Katsayilar Metodu 
      Parametrelerin Degisimi  Metodu 
 

11)Laplas Donusumu  
 
12)Diferansiyel Denklem Sistemleri  
 
 
 













































































Birinci Mertebe  Lineer dif denklemler 

)()( xQyxP
dx
dy

=+
 

seklindeki dif denklemlerdir.  

Denklemi cozmek  icin 
dxxPex ∫= )()(λ

  
icin seklindeki bir  integral carpani ile carpalim  

)()( )()()( xQeyxPe
dx
dye dxxPdxxPdxxP ∫∫∫ =+      

 
hali ne gelir.    uv' + u'v =(uv) ' 

dx
dyexPueu dxxPdxxP ==== ∫∫    v'y,   v,)('  , )()(        gibi dusunulurse  

( ) '  ' )()( )()()( yeuvyxPe
dx
dye dxxPdxxPdxxP ∫∫∫ ==+   oldugu gorulur.  

Bu esitlik yukarida yerine konulursa  

( ) )(  )()( xQeye
dx
d dxxPdxxP ∫∫ =     elde edilir.   Iki tarafin integralialinirsa       ∫ += ∫∫ CdxxQeye dxxPdxxP )(  )()(  

veya  

∫ += CdxxQx
x

y )()( 
)(

1 λ
λ       

elde edilir.  

-----------------------------------   
Pr561.  13 +=+ xxy

dx
dy   dif denklemi cozunuz.  

Cozum: 
 P(x)=x,    Q(x)=x3+1 ,        λ(x)= eP(x) = ex,     
∫ += CdxxQx

x
y )()( 

)(
1 λ

λ
 degerler yerien konulursa     ∫ ++= Cdxxe

e
y x

x )1( 1 3  

integral cozulerek y hesaplanir. 
(bazi kitaplarda λ(x) yerine μ(x) kullanilir. )  
 

 

 

 



































Lineer Diferansiyel Denklemler.  
y''' +2y'' +5 y' -34y=0  (lineer sabit katsayili homojen ) 
y(4) - y''' + 2y'' +5 y' +34y=0  (lineer sabit katsayili homojen ) 
y''' - 12y'' +25 y' +34y=sin(2x)+x3+e3t  (lineer sabit katsayili ikinci tarafli ) 
y''' - 12y'' +25 y' +34y=sin(2x) x3 e3t   (lineer sabit katsayili ikinci tarafli ) 
y''' + 2xy'' +5 y' +34y=0  (lineer degisken katsayili homojen ) 
y''' + 7x5y'' +15x7 y' +34y=9x  (lineer degisken katsayili ikinci tarafli ) 
y(5) -  2y''' + 2y'' +5 y' +34y=0  (lineer sabit katsayili homojen ) 
yy' =0  (nonlineer, (nonlineer=lineer degil)) 
yy' +34y=0  (nonlineer) 
(y')2 =2x  (nonlineer) 
 (y')2 +y’=0  (nonlineer) 
(y')2 +y’=x3+sin(3x)  (nonlineer) 
(y') ½ +y=2x+1  (nonlineer) 
(y') -1 y=2x+1  (nonlineer) 
 
Sabit Katsayili Lineer Diferansiyel Denklemlerin cozumleri.  
Homojen Cozum, Ozel Cozum, Genel Cozum 
Homojen cozum: ikinci taraf sifir yapilarak bulunan cozum. yh  
Ozel cozum (Zorlanmis Cozum): ikinci taraftaki fonksiyona gore bulunan cozum yO   
Genel cozum= Homojen cozum + Ozel cozum 
 
Homojen Cozum 
Homojen cozumu bulmak icin karakteristik denklemin kokleri bulunur:  λ1, λ2,λ3,… λn, 
  Homojen cozum  yh= eλ1x + eλ2x + eλ3x +…… eλnx seklindedir.  
Ornek 1: y'' - 3 y' +2y=4x2 
y'' - 3 y' +2y=0  a2-3y+2=0  a1=2, a1=1  yh= C1 e2x + C2 ex    
 
Ornek 2: y'' - 3 y' +2y=114x3 - 3x2 + cos 6x2 + 12e6x  
y'' - 3 y' +2y=0  a2-3y+2=0  a1=2, a1=1  yh= C1 e2x + C2 ex  
 (y, y', y'' , y''',  degiskenlerini  ihtiva etmeyen terimlerin homojen cozume etkisi yoktur.   )   
 
Ornek 3: y'' - 4 y' +13y= 3x2 + sin 6x   a2 - 4y+13=0  a1=2+3i, a1=2-3i  
     yh= e2x (C1 cos 3x + C2 sin 3x)    
Kokler komplex ise cozumde sinus cosinus terimleri bulunur.  
 
Ornek 4: y'' - 4 y' +4y=tan(5x)+log(3x)  a2 - 4y+4=0  a1=2, a1=2  yh= C1e2x+ C2 x e2x    
Kokler katli ise (bazi kokler cakisik ise, kokler birbirine esit ise ) cozumde x carpani bulunur.  
 
 
Ozel cozum.  
Ozel cozumu bulmak icin degisik yontemler vardir.  
Ozel cozumu bulma yontemleri  
   1: L(D) operator yontemi  
   2: Belirsiz Katsayilar yontemi  
   3: Parametrelerin degisimi  yontemi.   
   4: Laplas Donusumu Yontemi:  baslangic  kosullari verilirse genel cozum Laplas donusumu 
ile elde edilebilir.  Ancak  Laplas donusumu ile Sadece ozel cozum (ozel haller disinda) 
bulunamaz. 



1) 2 dx
dt  3x  0 sabit katsayili lineer

2) 3 d2x
dt2  5 dx

dt  x  0 Sabit katsayili lineer

3) 3t d2x
dt2  x  0 Degisken katsayili lineer

4) 13 d2x
dt2  et dx

dt  t2x  0 Degisken katsayili lineer

5) fnt dnx
dtn  fn−1t dn−1x

dtn−1 . . . . . . . f1t dx
dt  f0tx  0 degisken katsayili lineer.

fnt, fn−1t. . . . . . f1t, f0t t ye bagl fonksiyonlar

6) an
dnx
dtn  an−1

dn−1x
dtn−1 . . . . . . .a1

dx
dt  a0x  0 sabit katsayili lineer.

an,an−1, . . . . . .a1,a0 sabit sayilar.

7) dx
dt  x2  0 Nonlineer

8) x dx
dt  x  0 Nonlineer

9)x d3x
dt3  d2x

dt2  3x  0 Nonlineer

10) dx
dt  sinx  0 Nonlineer.

11) dx
dt 

2  x  0 Nonlineer

12) d2x
dt2 

2  dx
dt  2x  0 Nonlineer

13) d2x
dt2  2 dx

dt  x  sint Lineer ikinci tarafl.

14) an
dnx
dtn  an−1

dn−1x
dtn−1 . . . . . . .a1

dx
dt  a0x  ft Ikinci Tarafli lineer. ft herhangibir fonksiyon.

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI.
Nonlineer dif denklemlerin ozel haller disinda genel bir cozum yontemi yoktur. Degisken katsayili
diferansiyel denklemler icinde durum aynidir. Fakat sabit katsayl lineer dif denklemlerin her zaman
analitik cozumu vardir.
Herhangibir dif denklemi cozmek icin cesitli yontemleri vardr. Bu yontemlerden birisi dif denklemin
cozumu xt fonksiyonunu t nin seriye acilmis Sekli kabul edip serinin katsaylarn bulmaktir. Yani

Xt  a0  a1t  a2t2  a3t3  a4t4 . . . . . . .antn . . . . . . . . .

dXt
dt  a1  2a2t  3a3t2  4a4t3 . . . . . . .nantn−1 . . . . . . . . .

dXt
dt  2a2  6a3t  12a4t2 . . . . . . .nn − 1antn−2 . . . . . . . . .

. . . . . . .
Bu Sekilde elde edilen turevler dif denklemde yerine konursa

A0  A1t  A2t2  A3t3 . . . . . . . . . 0



elde edilir.
A0  0, A1  0, A2  0, A3  0, , . . . . . . . . .An  0, . . . . .

yapilarak a0, a1, a2, a3, . . . . . . . .an, , . . . . katsayilari hesaplanir.
Xt  a0  a1t  a2t2  a3t3  a4t4 . . . . . . .antn . . . . . . . . .
dXt

dt  a1  2a2t  3a3t2  4a4t3 . . . . . . .nantn−1 . . . . . . . . .

dXt
dt  2a2  6a3t  12a4t2 . . . . . . .nn − 1antn−2 . . . . . . . . .

. . . . . . .
Bu Sekilde elde edilen turevler dif denklemde yerine konursa

A0  A1t  A2t2  A3t3 . . . . . . . . . 0
elde edilir.

A0  0, A1  0, A2  0, A3  0, , . . . . . . . . .An  0, . . . . .
yapilarak a0, a1, a2, a3, . . . . . . . .an, , . . . . katsayilari hesaplanir.

SABIT KATSAYILI LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI.
Lineer sabit katsayili dif denklemler, an,an−1, . . . . . .a1,a0

sabit saylar olmak zere

an
dnx
dtn  an−1

dn−1x
dtn−1 . . . . . . .a1

dx
dt  a0x  0a18

formundadirlar. Bu tip denklemler elektrik, elektronik ve dinamik sistemlerin modellemesinde ortaya
cikarlar. Bu yuzden diger tip denklemlere oranla daha cok kullanilirlar.
Yukarda anlatlan seriye acilma islemi, lineer sabit katsayili dif denklemlere uygulanrsa cozumun
Xt  cet Seklinde oldugu yani

xt  1  x  t2

2!  t3

3!  t4

4! . . . . . . . tn

n!  tn1

n  1! . . . . . .

oldugu gorulur. Dolaysyla lineer sabit katsayili dif denklemler icin xt  cet Seklinde bir cozum aramak
gerekir. xt  cet ifadesi tretilerek
xt  cet dxt

dt  cet d2xt
dt2  c2et ....... dxnt

dtn  cnet

(18) de yerine konursa
cnet  an−1cn−1et  an−2cn−2et  a1cet  a0cet29

elde edilir. (29) un her iki yani  1
c e−t ile carpilirsa. c ≠ 0

ann  an−1n−1  an−2n−2 . . . . . . .a1  a0  030
(30) esitligini saglayan butun  lar (18) dif denkleminin cozumunu verir. (30) polinomunun n tane koku
oldugundan dif denklemin de n tane cozumu vardr. Toplam cozumu cozumlerin toplamidir. (30)
polinomunun kokleri 1, 2, 3, . . . . . .n−1, n olsun. O halde (18) dif denkleminin cozumu de

xt  c1e1t  c2e2t  c3e3t . . . . . .cnent

Seklindedir. Burada c1,c2,c3. . . . . .cn tamamen keyfi sabitlerdir. Yani c1,c2,c3. . . . . .cn katsaylari − ,  
arasnda herhangibir degeri alabilirler. Butun aldiklari degerler icin dif denklem saglanir.
Pratikte cogu kez  kokleri komplex cikar. Bu durumda cozum xt nin icinde sinus ve kosinslu ifadeler
bulunur. Polinomun bir kok komlex ise o komplex kokun eslenigide muhakkak koktur. Ornek olarak

d3x
dt3  a2

d2x
dt2  a1

dx
dt  a0x  0

dif denkleminin karakteristik polinomu.
3  a22  a1  a0  0

dur. Polinomun kokleri 1,2,3 dur.
xt  c1e1t  c2e2t  c3e3t

olur. 1  r  jw,2  r − jw Seklinde komplex olsun. bu halde c1  c2 ∗ olacaktr. ∗ eslenik



anlaminda, j   − 1 anlamindadirlar.
c1  m  jn ise c2  m − jn olacaktir.

xt  m  jnerjwt  m − jner−jwt  c3e3t

xt  ertm  jnejwt  m − jne−jwt   c3e3t

xt  ertm  jncoswt  j sinwt  m − jncoswt  j sinwt  c3e3t

xt  ertmcoswt − n sinwt  jncoswt  m sinwt  mcoswt − n sinwt

− jncoswt  m sinwt  c3e3t

xt  ert2mcoswt − 2n sinwt  c3e3t

xt  ertAcoswt  B sinwt  c3e3t

A  2m, B  −2n Sekline gelir. A,B,C3 keyfi sabitlerdir.

Ornek problem 251
d3x
dt3 −

d2x
dt2  29 dx

dt − 52x  0

sabit katsayl dif denklemini x0  0 dx
dt t0


.
x 0  −1, d2x

dt2 t0
 2 Sartlarini saglayan cozmunu

bulunuz.
Karakteristik denklem q3 − 8q2  29q − 52  0 ve kokler q1  4, q2  2  3j, q3  2 − 3j dir. cozum.

xt  c1e4t  c2e23jt  c3e2−3jt

veya
xt  c1e4t  e2tAcos3t  B sin3t

x0  1 konursa (t  0 icin x0  1)
c1e4 0  e2 0 Acos3 0  B sin3 0  1

c1  A  1d11
elde edilir..
x 0  −1 Sartini kullanabilmek icin xt nin turevini almak gerekir.

dxt
dt 

.
x t  4c1e4t  2e2tAcos3t  B sin3t  e2t−3A sin3t  3B sin3t

.
x t  4c1e4t  e2t2A  3Bcos3t  2B − 3A sin3t

t  0 icin
.
x 0  −1 koyarak

.
x 0  4c1e4 0  e2  2A  3Bcos3 0  2B − 3A sin3 0

4c1  2A  3B  −1d21
.
x 0  −1 Sartini kullanabilmek icin xt nin ikinci turevin (

.
x t nin birinci turevini) almak gerekir.

d2x
dt2  d

dt
dx
dt  16c1e4t  2e2t2A  3Bcos3t  2B − 3A sin3t

 e2t−32A  3B sin3t  32B − 3A sin3t



 16c1e4t  e2t4A  6B  6B − 9Acos3t  4B − 6A − 6A − 9B sin3t
oldugundan

 16c1e4 0  e2 04A  6B  6B − 9Acos3 0  4B − 6A − 6A − 9B sin3 0

16c1  4A  6B  6B − 9A  2  16c1 − 9A  12B  2d31
Yukardaki (d11,d21,d31) esitlikleri 3 bilinmeyenli 3 denklem olusturur. Bilinen yontemlerle cozulebilir.

c1  A  1d11

4c1  2A  3B  −1d21

16c1 − 9A  12B  2d31
Cozum A  −0.3529 B  −1.9020 c1  1.3529 Denklemleri matris formunda yazarak bilgisayarda
cozmek icin daha elveriSldr.

1 0 1
2 3 4
−9 12 16

A
B
c1



1
−1
2

cozum benzer Sekilde A  −0.3529 B  −1.9020 c1  1.3529 olarak bulunur.
Dolaysyla dif denklemin cozumu

xt  1.3529e4t  e2t−0.3529cos3t − 1.90sin3t
olarak elde edilir.

Ornek problem 252
d3x
dt3 − 5 d2x

dt2  2 dx
dt  8x  0

dif denklemini x0  0
.
x 0  0 x2  0 Sartlarn saglayan cozumunu bulun.

cozum: Once karakteristik denklemi yazmak gerekir. q3 − 5q2  2q  8  0  q1  4 q2  2 q3  −1
xt  c1e−t  c2e2t  c3e4t

x0  0  c1e−0  c2e2 0  c3e4 0  c1  c2  c3  0d61

x2  10  c1e−2  c2e2 2  c3e4 2  10  0.135c1  54.5c2  2981c3  10d62
.
x 0  0 Sartini kullanmak icin xt nin birinci turevini almak gerekir.


.
x t  dx

dt  −c1e−t  2c2e2t  4c3e4t .
x 0  0  −c1e0  2c2e0  4c3e0  0

Buradan da
c1  2c2  4c3  0d63

ellde edilir. (d61,d62,d63) esitlikleri beraberce matris formunda yazilarak,

1 1 1
0.135 54.5 2981
−1 2 4

c1

c2

c3



0
10
0

Ve cozum c1  0.0023 c2  −0.0058 c3  0.0035 olarak elde edilir. Dif denklemin cozumu:
xt  0.0023e−t − 0.0058e2t  0.0035e4t olarak elde edilir.
Ornek Problem 253
d2x
dt2 − 6 dx

dt  10x  0 dif denklemini x0  1 x 2   0 Sartlarini saglayan cozumunu bulun.

q2 − 6q  10  0  q1  3  j q2  3 − j  xt  c1e3jt  c2e3−jt  e3tAcost  B sint

x0  1  e3 0Acos0  B sin0  1  A  1



x 2   0 e3 
2 Acos 2   B sin 2   0  e3 

2 B  0  B  0

Dolayisiyla cozm xt  e3t cost olarak elde edilir.

Ornek Problem 254
d2x
dt2 −

dx
dt − 2x  0 dif denklemini x0  1 x1  10 baslangic sartlarini saglayan cozumunu bulun.

q2 − 2q − 2  0  q1  2 q2  −1 ve cozum xt  c1e2t  c2e−t olarak elde edilir.
x0  0  c1  c2  1 x1  10  c1e2 1  c2e−1  10  7.3891c1  0.3679c2  10

Iki bilinmeyenli iki denklem c1 c2 cozlrse.
c1  1.373 c2  −0.3736 ve xt  1.373e2t − 0.373e−t

olarak elde edilir.
Ornek Problem 255
dx
dt  2x  0 dif denklemini x0  0 sartini saglayan cozumunu bulun.

q  2  0  q  −2  xt  ce−2t x0  10  ce−2 0  10  c  10 cozum xt  10e−2t

Ornek Problem 256
dx
dt − 16x  0 x1  −2  8q − 16  0 xt  ce2t

−2  ce2−1t c  −2
e2  −0.270  xt  −0.27e2t

Ornek Problem 257
d2x
dt2 − 6 dx

dt  9x  0 dif denklemini x0  1 ve
.
x 0  10 Sartlar icin cozunuz.

Cozum: Karakteristik denklem ve kokleri q2 − 6q  9  0  q1  3 q2  3 yani kokler birbirine esit
(katli kok). Cozum xt  c1e3t  c2e3t Seklinde degil, fakat xt  c1e3t  c2te3t Seklindedir. Yani ilave
olarak bir t carpan gelmistir.
x0  1  c1e0  c20e0  1  c1  0  1  c1  1

xt  3c1e3t  c2e3t  3c2te3t  e3t3c1  c2  3c2te3t
.
x 0  10  e03c1  c2  3c20e0  c2  7
Dolayisiyla cozum xt  e3t  7te3t Seklinde olacaktr.

Ornek Problem 258
d3x
dt3 − 6 d2x

dt2  12 dx
dt − 8x  0

q3 − 6q2  12q − 8  0  q1  2, q2  2, q3  2

xt  c1e2t  c2te2t  c3t2e2t

Ornek Problem 259
d4x
dt4  16 d3x

dt3  96 d2x
dt2  256 dx

dt  256x  0

q4  16q3  96q2  256q − 256  0  q1  −4, q2  −4, q3  −4 q4  −4

xt  c1e−4t  c2te−4t  c3t2e−4t  c4t3e−4t



Ornek Problem 260
d5x
dt5 − 4 d4x

dt4  10 d3x
dt3  64 d2x

dt2  −247 dx
dt  676x  0

q5 − 4q4  10q3  64q2 − 247q  676  0  q1  −4, q2  2  3j, q3  2 − 3j, q4  2  3j, q5  2 − 3j

xt  c1e−4t  c2e23j  c3e2−3j  c4te23j  c5te2−3j

 c1e−4t  e2tA1 cos3t  B1 sin3t  te2tA2 cos3t  B2 sin3t

Ornek Problem 261
d2x
dt2  25x x(t)?

q2  25  0  q1  −5j, q2  5j  xt  c1e−5jt  c2e5jt  Acos5t  B sin5t

Ornek Problem 262
d4x
dt4  16 d3x

dt3  96 d2x
dt2  256 dx

dt  256x  0

q4  16q3  96q2  256q − 256  0  q1  −4, q2  −4, q3  −4 q4  −4 

xt  c1e−4t  c2te−4t  c3t2e−4t  c4t3e−4t

Ornek Problem 263
d4x
dt4  18 d2x

dt2  81x  0

q4  18q2  81  0  q1  3j, q2  −3j, q3  3j q4  −3j 

xt  c1e3jt  c2e−3jt  t c3e3jt  c4e−3jt 

A1 cos3t  B1 sin3t  t A2 cos3t  B2 sin3t



Ozel cozumu bulma yontemi 1: L(D) operator yontemi  
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D operatoru turev demektir. D2 ikinci turev demektir. D2(4x2) ve 3D(4x2) ifadelerini teker teker 
hesaplayalim.    
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4x2nin ucuncu dorduncu turevleri sifir oldugundan D3(4x2), D4(4x2) sifir olacaktir.  
Ayrica  Φ3(4x2), Φ4(4x2) lerde sifir olacaktir, cunku ucuncu dorduncu besinci ,,,, turevleri ihtiva 
edeceklerdir.  
(A21)  denklemine tekrar donersek.  
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Ozel cozum 762y 2
O ++= xx  

 























Ozel cozumu bulma  yontemi 2: Belirsiz Katsayilar yontemi  
y'' - 3 y' +2y=4x2   Burada y icin bir tahmin yapmak zorundayiz. Tahmini y ifadesi  
y= Ax2+Bx +C seklindedir. 
y'=2Ax+B,   
y''=2A,    
y'' - 3 y' +2y=4x2 
2A – 3 (2Ax+B)+2(Ax2+Bx +C)= 4x2 
2Ax2 + (-6A+2B)x+(2A-3B+2C) = 4x2 
2A=4  A=2 
-6A+2B=0   B=6 
2A-3B+2C=0  C=7  
y= Ax2+Bx +C= 2x2+6x +7   
-------------------  -------- 
y'' - 3 y' +2y= 3e2x  Burada y icin bir tahmin  y= Ae2x  
 
y'' - 3 y' +2y= 6e3x  Burada y icin bir tahmin  y= Ae3x  
 
y'' - 3 y' +2y= 7e2x + 10e5x Burada y icin bir tahmin y= Ae2x + Be5x 
 
y'' - 3 y' +2y= 15x3+7e2x + 10e5x Burada y icin bir tahmin y= Ae2x + Be5x +Cx3+Dx2+Ex+F 
 
y'' - 3 y' +2y= sin3x+cos8x   Burada y icin bir tahmin y= Asin 3t+B cos 3t+C sin8t+Dcos8t 
 
y'' - 3 y' +2y= e6x sin3x   Burada y icin bir tahmin y= e6x (Asin 3t+B cos 3t) 
  
 
 























 
Ozel cozumu bulma  yontemi 3: Sabitlerin Degisimi  yontemi  
Homojen cozumde bulunan sabitler degisken varsayilarak  ozel cozum elde edilir.  

 

 
diff denkleminin homojen cozumu  

 
olsun.  
Asagidaki denklemleri olusturun 

 

 
C1’,  C2’, C3’, C4’  cozulur.  
İntegraller alinarak C1,  C2, C3, C4   hesaplanir. 
 
 
 
Ornek:  
y'' - 3 y' +2y=4x2     
 
homojen cozum  y= C1 e2 x + C2 ex,    f1=e2x,  f2= ex,    f1

’=2e2x,   f2
’= ex 

 
C1

'f1+ C2
'f2=0    (1) 

C1
' f1

'+ C2
' f2

'=4x2    (2) 
 (1)  nolu denklemden   C1

' yu cek (2) de yerine koy  
C1

'=- C2
' f2/ f1,         

 (- C2
' f2/ f1) f1

'+ C2
' f2

'=4x2  
C2

' (-f2 f1
'/ f1 + f2

')= 4x2  
-f2 f1

'/ f1 + f2
' =  - ex 2 e2x / e2x  + ex =-ex    

 
C2

' (-et)= 4x2  
C2

' = 4x2(-ex) = - 4x2 e-x 
Bu degeri yerine koyarak 
C1

'=- C2
' f2/ f1= -(- 4x2 e-x) ex /e2x = 4x2 e-2x       

 

 
C2

'= - 4x2 e-x 
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y= C1 e2 x + C2 ex 

oldugundan C1 ve C2 yerlerine konularak 
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Diferansiyel Denklem Sistemleri 
 

 
 

 
--------------------------- ------------------ -- 

 
Yukaridaki diff denklmeler birer lineer dif denklem 
sistemidirler.  
---------------------- ------------------ 
Operator Yontemi ile Cozum.  
Ornek 348)  

    03
dt
dx     ,0 12

dt
dy

=−=− yx  

denklem sistemini cozun.  
Cozum.  
 Denklemi D operatorleri ile yazalim.  
  Dy-12x=0,      
  Dx-3y=0 
Denklemi iki bilinmeyenli iki denklem gibi dusunerek 
cozeriz.  
   Dy-12x=0, ===>  

12
Dy x =  

x in bu degerini ikinci denklemde yerine koyalim.  
  Dx-3y=0 
    D

12
Dy -3y=0,  ==>  D2y-36y=0;  

Bu da bildigimiz turden bir diff denklemdir ve 
cozebiliriz.  

  ,0 36
dt

yd
2

2

=− y  

 
karakteristik denklem.  α 2-36=0,  α1=6, α1=-6 
y(t)= C1 e6t +C2 e-6t  
Bulunan bu y degeri ilk denklemde yerine konursa  

)e C+ e (C
12

 1 
12

)e C+ e (C D
12
Dy x 6t-

2
6t

1

-6t
2

6t
1

dt
d 

===  

 
6t-26t16t-

2
6t

1 e
2

 C- e 
2

 C )e (-6)C+ e 6(C
12

 1               ==  

 
6t-26t1 e

2
 C- e 

2
 C (t)              =x  

---------------------------------------------------------- ----- 

 

Dy    
dt
dyy'     ,Dx 

dt
dxx' ====  

x'=3x-y-1,    
y'=x+y+4et  
operator D ile diff denklemleri yazalim 
Dx=3x-y-1 
Dy=x+y+4et 

 
Dx-3x+y=-1   
- x + Dy-y = 4et 
 
(D-3)x  +  y=-1 
         -x+(D-1)y=4et 
Iki bilinmeyenli iki denklem gibi dusunebiliriz.  
ax+by=p 
cx+dy=q 
seklinde dusunup x ve y yi hesaplamaliyiz.  
--------------- -- 
ilk denklemden y yi cekelim 
 y=-1-(D-3)x 
ikinci denklemde yerine koy 
         -x+(D-1) [ -1-(D-3)x] =4et 
 -x-(D-1)1- (D-1)(D-3)x=4et  
not: 10 11-1

dt
dx1)1( x −==−D   

-x+1- [D2x - 4Dx+3x ] =4et  
1- [D2x- 4Dx+4x]=4et  
1- [D2x- 4Dx+4x]=4et  
1- (D-2)2 x=4et 

 (D-2)2 x =1-4et                                 (567)    
Benzer sekilde y ye bagl;iifade elde edebiliriz.  
ilk denklemden  
 (D-3)x =-y-1 ------     

3-D
1-y-x = ,  

ikincide yerine koy 
 4e1)y-D(

3-D
1-y- t=+−  

 4e
3-D

1)y-D)(3-D(
3-D
1y t=+

+  

 3)4e-D(1)y-D)(3-D(1y t=++  
 3)4e-D(3y4Dy-yD1y t2 =+++  

 3)4e-D(14y4Dy-yD t2 +−=+  
   Burada (D-3)4et,  yi acalim   

 e8)3e-e(4)3e-De(4 e)3-D(4e4)3-D( ttttttt −====  
yerine konulursa  



 8e-1y2)-(D t2 −=  
(D2 - 4y+4)y = -1 -8et 
-------- ------   ----- 
Burada  diff denklemi bilinen yontemlerle cozebiliriz.  
(D2 - 4y+4)y = -1 -8et 
y''-4 y'+4y= -1 -8et 
homojen cozum  
a2-4a+4=0,   a=2,  a=2 (katli kok) 
yh= C1 e2t  + C2 t e2t   
ozel cozum icin Belirsiz katsayilar yontemini 
uygulayalim.   
y''-4 y'+4y=-1 ve     y''-4 y'+4y=-8et   
cozumlerini bulmaliyiz.  
-1 icin  y=Ax0=A 
-8 et icin y= Bet  
y=A+ Bet,  y'= Bet,  y''= Bet 

  
  
 y''-4 y'+4y= -1 -8et    
Bet -4 Bet +4 (A+ Bet)= -1 -8et  
B et +4A= -1 -8 et   
B =-8,     4A= -1,  A=-1/4, 
ozel cozum yo=A+B et = -1/4 -8 et 
genel cozum=homojen cozum+ozel cozum 
y= C1 e2t  + C2 t e2t  -1/4 -8 et                     (661)   
-----    ------   ----- 
x i bulmak icin bulunan ya (567) cozulur. Veya (661) 
de bulunan ilk denklemde yerine konur.  
x hesaplanir.  
 
y'=x+y+4et  
x= y'-y-4et  
y= C1 e2t  + C2 t e2t -1/4 -8 et 
y'= 2C1 e2t  + C2 (e2t +2t e2t) -8 et 

x= y'-y-4et  
x=(2C1 e2t  + C2 (e2t +2t e2t) -8 et)-   
     ( C1 e2t  + C2 t e2t -1/4 -8 et) - 4et 
x= e2t(2 C1+ C2 - C1) + t e2t (2C2-C2)  
     -8 et +1/4 +8 et - 4et =    
x= e2t(C1- C2) + t e2t C2+1/4 - 4et 
 

 
denklemde x ve z yok edilirse  

 
elde edilir. Bu diff denklem bilinenyontemle cozulur. 
Bulunan y degeri denklemde yerine konur z ve z 
hesaplanir.  
 
 
 



 

 
 

 

 



 

 

 

 
 
 
 
 
  



 
Laplas Donusumu     
₤{g(t)}=G(s) 
₤-1 { G(s) }= g(t) 
 

∫
∞

=

−=
0

)(G(s)
t

stdtetg  

Laplas donusumu alinan fonksiyonlarin negatif kismi 
sifir varsayilir.  yani t<0 icin g(t)=0 dir. 
Integralalinirken  s degiskeni cok buyuk ve pozitif bir 
sayi varsayilir.  

 
Muendislikte cok kullanilan fonksiyonlar  
1)Birim basamak fonksiyonu u(t). t<0 icin g(t)=0, ve 
t>0 icin g(t)=1 olan fonksiyondur.  

 
2)Impuls  fonksiyonu δ(t).  t≠0 icin g(t)=0, ve   

∫
∞

=

=
0

1)(
t

dttδ  bagintisi varsayilir. 

 
 
Muendislikte cok kullanilan fonksiyonlar  
1)Rampa basamak fonksiyonu r(t). t<0 icin g(t)=0, ve 
t>0 icin g(t)=t olan fonksiyondur.  

 
Ornek Problem: Birim basamak fonksiyonunun 
Laplas donusumunu bulun.   

Cozum: 
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s>0 varsayildigi icin    0== −∞∞− ee s  olacaktir.  
 

Sonuc: ₤{u(t)}= 
s
1

,  

---------------------------------------------------  ----- 
Ornek Problem 61: g(t)=eat seklinde verilen 
fonksiyounun  Laplas donusumunu bulun.   
Cozum:  

∫∫∫
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Sonuc:  ₤{ eat}= 
as −

1
, 

----------------------------------- ----------------------  - 
Ornek Problem 61: g(t)=t seklinde verilen rampa  
fonksiyounun  Laplas donusumunu bulun.   
Cozum 

∫∫
∞
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−
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st dttedtetg  

Kismi integrasyon kullanilarak  
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oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla  
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2s
1     =  

  

Sonuc:  ₤{ t}= 2
1
s

, 

Not: Butun fonksiyonlarin negatif kismi  sifir 
oldugundan  Laplas donusumu alinan fonksiyonlar   
u(t) ile carpilmis olarak  gosterilirler. 

t 

g(t)=r(t) 

1 

t 

g(t)=δ(t) 

1 

t 

g(t)=u(t) 

1 

t 

g 

g(t) t<0 icin 
g(t)=0 



 ₤{ eat  u(t)}= 
as −

1
 

 

   ₤{ t u(t) }= 2
1
s

 

 
Cok Kullanilan fonksiyonlarin Laplas Tablosu  
g(t) G(s)   g(t) G(s) 

u(t) 
s
1

 sin(bt) 22 bs
b
+

 

t  2
1
s

 cos(bt) 22 bs
s
+

 

eat   
as −

1
 eat  sin(bt) 22)( bas

b
++

 

e-at   
as +

1
 eat  cos(bt) 22)( bas

as
++

+

 
δ(t) 1   
 
Ornekler  

₤{ e2t  }= 
2

1
−s

 

₤{ e-5t  }= 
5

1
+s

 

₤{ e-5t  cos(8t)}= 
8910

5
8)5(

5
222 ++

+
=

++
+

ss
s

s
s

 

 

₤{ e-5t  sin(8t)}= 
8910

8
8)5(

8
222 ++

=
++ sss

 

 
Laplas Teoremleri.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ters Laplas Donusumu  
 
Ters Laplas donusumu tablolar yardimiyla yapilir.  
 
Ornekler  

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

s
1

=u(t) 

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 2
1

s
=e2t    

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+12
1

s
=e-12t    

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4
2

2s
=sin(2t) 

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 42s
s

=cos(2t) 

 
₤-1{ }1 =δ(t) 
 
Standart forma benzemeyenler benzetilmeye calisilir.  

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 2
15

s
=15 ₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

− 2
1

s
=15 e2t    

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4
20

2s
=10₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4
2

2s
=10sin(2t) 

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4
28
2s

s
=28₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 42s
s

=28cos(2t) 

 

₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

4
2028

2s
s

=₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

+ 4
20

4
28

22 ss
s

 

                       =₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4
28
2s

s
+₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4
20

2s
 

 

                        =28₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 42s
s

+10₤-1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+ 4
2

2s
 

 
                         =28 cos(2t) +10 sin(2t) 
 
 
 



Bir polinomun derecesi kadar koku vardir.  
x+1=0  → tek koku var x=-1 
x2-4=0  → iki  koku var x=-2, x=+2 
x2-5=0  → iki  koku var x=-2.236,  x=2.236 
x2+3x+2=0 → iki  koku var x=-2, x=-1 
x2 +1=0 → iki  koku var x=i, x=-i 
x2 +4=0 → iki  koku var x=2i, x=-2i 
x2+5=0  → iki  koku var x=-2.236i,  x=2.236i 
x2 +2x+1=0  →  iki  koku var x=-1, x=-1 
x2 =0   →  iki  koku var x=0, x=0 
x2 –x=0   →  iki  koku var x=0, x=1 
Bir polinomun  bir koku kompleks ise onun eslenigi de muhakkak koktur.  
x2 +1=0  →   x=-i, x=-i 
x2 +2x+2=0  →   x=-1-i, x=-1+i 
x2 -6x+25=0  →   x=3+4i, x=3-4i 
x2 +6x+25=0  →   x=-3+4i, x=-3-4i 
x2 +4x+13=0  →   x=-2+2i, x=-2-3i 
x2 -4x+13=0  →   x=2+2i, x=2-3i 
  
Pay ve paydasi  polinom olan kesirlere rasyonel kesirler denir.  Bir rasyonel kesir  paydanin koku kadar 
basit kesirlere ayrilabilir.  
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A ve B  lerin toplami  m adet  
Ornekler 

2
3

1
2

23
75

2 +
+

+
=

++
+

xxxx
x

,             [usler,kok,bolum] = residue ( [5 7] , [1 3 2] ) 
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Kokler kompleks ise carpanlara ayirma isleminde  paya gelen terimler de kompleks ve esleniktir.           
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                           [usler,kok,bolum] = residue ( [14  -74  72 ] , [ 1  -9  28  -40  ] ) 
 

5
4

22
35

22
35

4012
82614

23

2

+
+

+−
+

+
−−

−
=

+−+
−+

xix
i

ix
i

xxx
xx

 

 

1
2

5
4

22
35

22
35

4028112
7264216

234

23

+
+

+
+

+−
+

+
−−

−
=

++−+
+−+

xxix
i

ix
i

xxxx
xxx

 

 

ix
i

ix
i

ix
i

ix
i

xxxx
xxx

43
31

43
31

22
35

22
35

2001485710
44043410612

234

23

+−
−

+
−−

+
+

+−
+

+
−−

−
=

+−+−
−+−

 

                                                                            256
302

84
810

22 +−
−

+
+−

−
=

xx
x

xx
x

 

   
 

2)1(
4

1
3

12
13

2 −
+

−
=

+−
+

xxxx
x

,                         [usler,kok,bolum] = residue ( [3 1 ] , [1 -2 1] ) 

 
 

2)1(
2

1
7

12
97

2 +
+

+
=

++
+

xxxx
x

                               2)1(
10

1
10

12
10

2 +
−

+
+

=
++ xxxx

x
 

 

3223456

235

)2(
6

)2(
5

2
1

28816810050154
344117215328217

+
+

+
+

+
=

−−++−−
++−−

xxxxxxxxx
xxxx

 

                                                                                                             )4(
9

)3(
8

3
7

2 −
+

−
+

−
+

xxx  

 



Use of Residues: Partial Fraction Expansion.   
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   First   residue Formula 

)(
)()()(Re lim zq

zpazazsA
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−===
→

 

)(
)()()(Re lim zq

zpbzbzsB
bz

−===
→
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)()()(Re lim zq

zpczczsC
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−===
→

 

Second  residue Formula 

)('
)()(Re lim zq

zpazsA
az→

===  

)('
)()(Re lim zq

zpbzsB
bz→

===  

)('
)()(Re lim zq

zpczsC
cz→

===  

Example AE-611 
 

)3)(2)(4(
5

2425
5

23 −+−
+

=
+−−

+
zzz

z
zzz

z
 

                                   =
324 −

+
+

+
− z

C
z

B
z

A
 

)2)(3)(4(
5)4(

)(
)()4( limlim

44 +−−
+

−=−=
→→ zzz

zz
zq
zpzA

zz

      = 5.1
6
9

)24)(34(
54

)2)(3(
5lim

4
==

+−
+

=
+−

+

→ zz
z

z
 

 

)2)(3)(4(
5)2(

)(
)())2(( limlim

22 +−−
+

+=−−=
−→−→ zzz

zz
zq
zpzB

zz  
                      

     = 1.0
30
3

)42)(32(
52

)4)(3(
5lim

2
==

−−−−
+−

=
−−

+

−→ zz
z

z
 

 

6.1
)23)(43(

53
)2)(4(

5
)(
)(

)3( limlim
33

−=
+−

+
=

+−
+

=−=
→→ zz

z
zq
zp

zC
zz

                      
Using the Second  residue Formula                                    
In our problem p(z)=z+5     q(z)= 2425 23 +−− zzz   and  
q’(z)= 2103 2 −− zz  
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241043
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Note we get the same result  by classical method    
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58612)27()(2 +=−−+−−−+++ zCBACBAzCBAz
58612,127,0 =−−=−−−=++ CBACBACBA

Solving  for  A,B,C  we get   A=1.5    B=0.1   C=-1.6 
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 Example AE-612 
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Using the first residue formula 
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 Using  the  second  residue formula 
p(z)=2z+12,       q(z)=z2+2z+2,    q’(z)=2z+2  
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Using classical Method   
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(A+B)=2     A(1+i)+B(1-i)=12    solution is A=1-5i , 
B=1+5i 
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******************************************************************
qq11 Lxt  Xs ise Lxteat  Xs − a oldugunu gosteriniz. (??.ozellik)

Cozum:

Lxt  
0


e−stxtdt  Xs

oldugundan

Lxteat  
0


e−stxteatdt  

0


e−s−atxtdt  Xs − a

olacagi aciktir.
qq12 Lxt  Xs ise Ltxt  − dXs

ds oldugunu gosteriniz.

Cozum:

Xs  Lxt  
0


e−stxtdt

oldugundan
dXs

ds  d
ds 0


e−stxtdt  

0

 d
ds e

−stxtdt

 
0


−te−stxtdt  −

0


e−sttxtdt  −Ltxt

olacaktir.
qq13 Lxt  Xs ise L dxt

dt  sXs − x0 oldugunu gosteriniz.

Cozum:

L dxt
dt  

0


e−st dxt

dt dt  lim
P


0

P
e−st dxt

dt dt

u  e−st, du  −se−st, dv  dxt
dt dt, v  xt

tanimi yapip kismi integrasyon uygulanirsa

L dxt
dt  lim

P
e−stxt|0

P − −s 
0

P
e−stxtdt

 lim
P

e−sPxP − x0  s 
0

P
e−stxtdt

e−  0 oldugundan Laplas donusumu alinabilen bir fonksiyon icin limP e−sPxP  0
olmak zorundadir. Dolayisiyla



L dxt
dt  s 

0


e−stxtdt − x0  sxs − x0

olarak elde edilir.

qs50 x1t  e−3t sin5t, x2t  e−3t cos5t, x3t  e−3t10sin5t  20cos5t
ifadelerinin Laplas donusumlerini bulun.

Cozum: Laplas donusum tablosundan

Lsin5t  5
s2  25

Lcos5t  s
s2  25

olarak bulunur. (C.P.ref: xq7pc11)’den

Le−3t sin5t  5
s  32  25

 5
s2  6s  34

Le−3t cos5t  s  3
s  32  25

 s  3
s2  6s  34

olarak bulunur. Laplas donusumunun lineerlik ozelligi kullanilarak

Le−3t10sin5t  20cos5t  10 5
s2  6s  34

 20 s  3
s2  6s  34

 20s  110
s2  6s  34

bulunur.
qs51 xt  t2e8t olduguna gore Xs’yi hesaplayin.

Cozum: Tablodan Zs  Lt2  2
s3 oldugu bulunarak,

Xs  Lt2e8t  Zs − 8  2
s − 83

seklinde olacagi acikca gorulur.
Lxt  Xs olduguna gore Lxat  1

a X s
a  oldugunu gosterin.

Cozum:

Lxat  
0


e−stxatdt

t  u/a, dt  du/a donusumu yaparak

Lxat  
0


e−su/axu du

a

 1
a 0


e−su/axudu

 1
a X s

a
qs53 Lt sinat’yi hesaplayin.



Cozum: Lsinat  a
s2a2 ve Ltxt  − dXs

ds oldugundan

t sinat  − d
ds

a
s2  a2  2as

s2  a2

olarak eldeedilir.

Xs  4s−16
s2−2s5

ise xt nedir.

Cozum: Payda polinomunun kokleri hesaplanirsa s1  1  2j, s2  1 − 2j
olarak bulunur. O halde

Xs  4s − 16
s2 − 2s  5

 A
s − 1  2j 

B
s − 1 − 2j

seklinde carpanlara ayrilabilir. A ve B katsayilari (Ek-ref: appx41) de gosterilen
yontemlerle hesaplanirsa

A  2  3j, B  2 − 3j
olarak bulunur. O halde

Xs  4s − 16
s2 − 2s  5

 2  3j
s − 1  2j 

2 − 3j
s − 1 − 2j

olacaktir. Her terimin ayri ayri ters Laplas donusumu alinirsa

xt  L−1XS  L−1 2  3j
s − 1  2j  L−1 2 − 3j

s − 1 − 2j

xt  2  3je12jt  2 − 3je1−2jt

 2  3jete2jt  2 − 3jete−2jt

 et2  3je2jt  2 − 3je−2jt

 et2e2jt  2e−2jt  3je2jt − 3je−2jt

 et2e2jt  e−2jt  3je2jt − e−2jt

 et 4 e2jt  e−2jt

2  3j 2j e2jt − e−2jt

2j

 et4cos2t − 6sin2t
olarak bulunur.

Simdi problemi baska bir yontemle cozelim. Payda polinomunun kokleri kompleks
oldugundan xt’nin sinuzoidal terimler ihtiva edecegi aciktir.

L−1 a
s  a2  b2  e−at sinbt L−1 s  a

s  a2  b2  e−at cosbt

oldugundan verilen ifadeyi bu formlara benzetmeye calisalim. Xs’nin paydasinin
yukaridaki forma benzemesi icin



s  a2  b2  s2  2as  a2  b2  s2 − 2s  5
olmalidir. Buradan acikca gorulecegi gibi

2a  −2  a  −1, ve a2  b2  5  b  2
olmalidir. xt ifadesi

L−1 −1
s − 12  22  et sin2t L−1 s − 1

s − 12  22  et cos2t

terimlerini icinde bulunduracaktir. O halde Xs ifadesini yukaridaki bilesenler cinsinden
yazmak gerekir.

Xs  4s − 16
s2 − 2s  5

 4s − 4 − 12
s2 − 2s  5

 4 s − 1
s − 12  22 − 6 2

s − 12  22

Xs’nin ters Laplas donusumu alinirsa
xt  et4cos2t − 6sin2t

olarak bulunur.
qq21 xs  s

sa ise xt  ?

Cozum: Le−at  1
sa ve sXs − x0  d

dt xt bagintilari kullanilarak

L−1 s 1
s  a − e−a 0  d

dt e−at

L−1 s 1
s  a  d

dt e−at  1

L−1 s
s  a  −ae−at  1

olarak bulunur.
qq14 Xs  12s3−14s2152s−294

s4−6s342s2−78s145
ise xt nedir.

Cozum: Payda polinomunun kokleri hesaplanirsa
s1  1  2j, s2  1 − 2j, s3  2  5j, s4  2 − 5j

olarak bulunur. O halde

Xs  12s3 − 14s2  152s − 294
s4 − 6s3  42s2 − 78s  145

 A
s − 1  2j 

B
s − 1 − 2j 

C
s − 2  5j 

D
s − 2 − 5j

seklinde carpanlara ayrilabilir. A,B,C,D katsayilari hesaplanirsa
A  2  3j, B  2 − 3j, C  4 − 5j, ,D  4  5j

olarak bulunur. Bu adimdan sonraki kisim (C.P.ref: xq7pc153)’de oldugu gibi iki degisik
yontemle yapilabilir.

Birinci yontemde (C.P.ref: xq7pc153)’de oldugu gibi A,B,C,D katsayilari yerine konur



ve her terimin ayri ayri ters Laplas donusumu alinir.

Xs  2  3j
s − 1  2j 

2 − 3j
s − 1 − 2j 

4 − 5j
s − 2  5j 

4  5j
s − 2 − 5j

xt  2  3je12jt  2 − 3je1−2jt  4 − 5je25jt  4  5je2−5jt

Daha sonra reel ve sanal kisimlar uygun sekilde guruplandirilarak sinuslu ve kosinuslu
terimler elde edilir.

xt  et4cos2t − 6sin2t  e2t8cos5t  10sin5t
olarak bulunur

Xs’nin payi ve paydasi reel katsayili oldugundan elde edilecek xt’deki kompleks
degisken j carpani daima yok edilir ve xt hicbir zaman j carpani bulundurmaz.

Ikinci yontemde kompleks eslenik kokler birlestirilerek Xs iki terim gibi dusunulur.

Xs  2  3j
s − 1  2j 

2 − 3j
s − 1 − 2j  4 − 5j

s − 2  5j 
4  5j

s − 2 − 5j

 4s − 16
s2 − 2s  5

 8s  34
s2 − 4s  29

Tipki (C.P.ref: xq7pc153)’de oldugu gibi iki terimin ters Laplas donusumleri alinir.
birinci terim (C.P.ref: xq7pc153)’de oldugu gibi Ikinci terim

8 s − 2
s − 22  52  10 5

s − 22  52

haline getirilir. Sonucta xt fonksiyonu
xt  et4cos2t − 6sin2t  e2t8cos5t  10sin5t

olarak elde edilir.
qq15 Xs  20s25s−2

s3s2
ise xt nedir.

Cozum: Payda polinomunun kokleri s1  −1, s2  0, s3  0, s4  0
seklindedir. Yani s  0 da 3 katli kok vardir. O halde Xs ifadesi

Xs  20s2  5s − 2
s3s  2

 A
s  2  B

s  C
s2  D

s3

seklinde basit kesirler halinde yazilabilir. A,B,C,D katsayilari hesaplanirsa
A  −9, ,B  9 ,C  2, D  1

olarak bulunur. O halde Xs fonksiyonu

Xs  −9
s  2  9

s  2
s2  1

s3

seklinde olacaktir. Laplas donusumleri tablosuna bakarak

L−1 1
s  ut, L−1 1

s2  t L−1 1
s3  t2

2
oldugu gozonune alinip Xsnin ters Laplas donusumu alinirsa



xt  −9e2t  9ut  2t  1
2 t2

elde edilir.
qq16 Xs  7s436s341s2−2s−1

s54s4s3−10s2−4s8
ise xt nedir.

Cozum: Onceki problemlere benzer sekilde Xs fonksiyonu

Xs  7s4  36s3  41s2 − 2s − 1
s5  4s4  s3 − 10s2 − 4s  8

 2
s  2  4

s  22  −1
s  23  5

s − 1  3
s − 12

seklinde yazilabilir. 1
s , 1

s2 , 1
s3 fonksiyonlarinin ters Laplas donusumleri

(C.P.ref: xq7pc171)de verilmisti.
Leatxt  Xs − a

oldugu gozoune alinirsa

L−1 1
s − 12  tet L−1 1

s  22  te−2t L−1 1
s  23  1

2 t2e−2t

olarak bulunur. Sonuc olarak xt fonksiyonu

xt  2e−2t  4te−2t  − 1
2 t2e−2t  5et  3tet

seklinde elde edilir.
qq17 Xs  4s3−16s2−4s−64

s4−4s314s2−20s25
ise xt nedir.-

Cozum: Payda polinomunun kokleri hesaplanirsa
s1  1  2j, s2  1 − 2j s3  1  2j, s4  1 − 2j

olarak bulunur. O halde

Xs  4s3 − 16s2 − 4s − 64
s4 − 4s3  14s2 − 20s  25

 A
s − 1  2j 

A∗
s − 1 − 2j

B
s − 1  2j2

 B∗
s − 1 − 2j2

seklinde carpanlara ayrilabilir. A ve B katsayilari (Ek-ref: appx41) de gosterilen
yontemlerle hesaplanirsa

A  2  3j, B  4  5j;
olarak bulunur ve Xs ifadesi

Xs  2  3j
s − 1  2j 

2 − 3j
s − 1 − 2j

4  5j
s − 1  2j2

 4 − 5j
s − 1 − 2j2

seklinde olacaktir. Ilk iki terimin ters Laplas donusumu (C.P.ref: xq7pc153)de oldugu
gibi hesaplanir Son iki terimin ters Laplas donusumu

























































































 
Diferansiyel  Denklemin  Genel  cozumunu   
Laplas Donusumu  ile bulma:  
 
₤{y}=Y(s) 

₤{ 
dt
dy

}=₤{y'}=sY(s)-y(0) 

₤{ 2

2

dt
yd

}=₤{ y''}=s2Y(s)- s y(0) - y'(0) 

₤{ 3

3

dt
yd

}=₤{ y'''}=s3Y(s)- s2y(0) – s y'(0) - y''(0) 

baslangic kosullari sifir ise  y(0)=0,  y'(0)=0, y''(0)=0  
denklemler basitlesir 
₤{y}=Y(s) 
₤{y'}=sY(s) 
₤{ y''}=s2Y(s) 
₤{y'''}=s3Y(s) 
 
Ornek Problem 271)  y' +2y =0,   diff 
denkleminin baslangic kosullari y(0)=5  
olarak veriliyor.  Diff denklemin genel 
cozumunu bulun.  
Cozum:  
₤{y}=Y(s) 

₤{ 
dt
dy

}=₤{y'}= sY(s)-y(0)  = sY(s) - 5   

y' +2y =0,   ==>  s Y(s) – 5+2 Y(s)=0 
Y(s) [s +2]  = 5 

2s
5Y(s)
+

=  ==>    y(t)=5 e-2t , 

 
Ornek Problem 272)  y' +2y =2u(t),   diff 
denkleminin baslangic kosullari y(0)=5   Diff 
denklemin genel cozumunu bulun.  
Cozum:  
₤{y}=Y(s) 

₤{ 
dt
dy

}=₤{y'}= sY(s)-y(0)  = sY(s) - 5   

₤{ u(t) }=
s
1

 

 

y' +2y =2u(t),   ==>  s Y(s) – 5+2 Y(s)= 2
s
1   

Y(s) [s +2]  - 5=  
s
2

 

Y(s) [s +2]  = 5+ 
s
2

 

Y(s) [s +2]  =  
s

25s +
 

Y(s)  =  
2)s(s
25s

+
+

 

           
2)s(s

Bs2)A(s
2s

B
s
A

+
++

=
+

+  

      A+B=5, 
      2A=2  
 A=1,  B=4 

           
2s

4
s
1Y(s)

+
+=  

 
y(t)= u(t) + 4 e-2t  
 
Ornek Problem 273)  y' +2y =8sin(6t) ,   diff 
denkleminin baslangic kosullari y(0)=0,   Diff 
denklemin genel cozumunu bulun.  
Cozum:  
₤{y}=Y(s) 

₤{ 
dt
dy

}=₤{y'}= sY(s)-y(0)  = sY(s)-0  

₤{ sin(5t) }=
36s

6
2 +

 

 
y' +2y =8sin(6t) ,   ==>   

               s Y(s) +2 Y(s)=8 
36s

6
2 +

 

Y(s) [s +2]  =  
36s

48
2 +

 

Y(s)  =  
36)2)(s(s

48
2 ++

 

 

36s
 CBs

2)(s
A

36)2)(s(s
48

22 +
+

+
+

=
++

 

 

36)2)(s(s
2)C)(s(Bs36)A(s          

2

2

++
++++

=  

36)2)(s(s
2C36AC)s(2BB)s(A          

2

2

++
+++++

=  

 
A+B=0,   2B+C=0,  36A+2C=48  
              
                      inv([1 1 0; 0 2 1; 36 0 2])*[0; 0; 48] 
 
A=1.2,  B=-1.2,  C=2.4 
 

36s
 2.41.2s-

2)(s
1.2Y(s)

2 +
+

+
+

=  

 
 y(t)=1.2 e-2t + ? 
 



36s
 2.41.2s-

2 +
+

 nin Laplas donusumu nedir.  

 

36s
 2.41.2s-

2 +
+

= 
36s

  2)(s-1.2
36s

  2)1.2(s- 
22 +
−

=
+
−

 

              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=

36s
  2 

36s
  s -1.2

22
 

              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=

36s
  2 

3
3

36s
  s -1.2

22
 

             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=

36s
  6 

3
1

36s
  s -1.2

22
 

₤-1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ 36s
  s 

2
= cos(6t) 

₤-1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ 36s
  6 

2
=sin(6t) 

oldugundan , 
36s

 2.41.2s-
2 +
+

ifadesinin Laplas 

donusumu 

   -1.2(cos(6t) - 
3
 1 

sin(6t) ) 

   -1.2 cos(6t) - 
3

 1.2 
sin(6t)  

elde edilir.  
 
Bu ifade y(t) de yerine konuluirsa  
 

 y(t)=1.2 e-2t  +  -1.2 cos(6t) - 
3

 1.2 
sin(6t)  

elde edilr.  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   ------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ -        
Ornek Problem 275)  y'' - 3 y' +2y =4t2    diff denkleminin baslangic kosullari y(0)=0 ve 
y'(0)=0 olarak veriliyor. Diff denklemin genel cozumunu bulun.  
 
y'' - 3 y' +2y =4t2     
₤{y'' - 3 y' +2y }=₤{4t2} 
₤{y'' } - ₤{3 y'} +₤{2y}=₤{4t2}  

s2Y(s) -  3 sY(s) + 2 Y(s) = 4 3

2
s

= 3
8
s

 

( s2 -  3s + 2) Y(s) = 3
8
s

 

2) + 3s  - s (
8Y(s) 23s

=  

1s
E

2s
D

s
C

s
B

s
A

2) + 3s  - s (
8Y(s) 3223 −

+
−

+++==
s

 

2)-(S S1)-(S S1)-(S 2)-(S

3

1)-(S 2)-S(S

2

1)-(S 2)-(SS 332
1s

E
2s

D
s
C

s
B

s
A

−
+

−
+++  

 

1)-(s 2)-(ss
 2)-(sEs1)-(s Ds1))-(s 2)-(s C  1))-(s 2)-(s s B1)-(s 2)-(ssA 

3

3 32 ++++
=  

1)-(s 2)-(ss
 )s2E(s)sD(s)2s3C(s  s)2s3B(s)s2s3(sA 

3

3434223 234 −+−++−++−++−
=  

1)-(s 2)-(ss
 2C3C)s2B(s)C3B-A2(s)2E-D-BA3(s E)D(A

3

234 +−++++−+++
=  

A+D+E=0 
-3A+B-D-2E=0 
2A-3B+C=0 
2B-3C=0 



2C=8,     
A,B,C,D,E  bilinen yontemlerle hesaplanir.  
   A=7,  B=6,  C=4,   D=1,   E= -8 
 

1s
8-

2s
1

s
4

s
6

s
7

1s
E

2s
D

s
C

s
B

s
AY(s) 3232 −

+
−

+++=
−

+
−

+++=  

 
 
y(x)= 7+6t + 4 

2
t 2

 + e2t  - 8 et =7+6t + 2t2 + e2t  - 8 et 
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