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Genel matematik derslerinden y = f(z) bigimindeki bir fonksiyonun z
degigkenine gore tiirevinin
| . dy ot
V=22 =) (1)

seklinde oldugu Dbilinmektedir. (1.1) ifadesi de x degigkeninin  bir
fonksiyonudur ve tiirev alma. kuraliyla kolayca bulunur. Ornegin,

y=e
seklindeyse
dy _
ﬁuuﬁ
veys.
dy
a =

olur. Diferensiyel denklemler dersinin konusu genel olarak dy/dx = 2y
geklinde verilen denklemi saglayan ¢ = f(x) fonksiyonunu bulmaktir.

Tamm 1.1. [ginde tirev veya diferensiyeller bulunan ifadelere diferensiyel
denklem denir.

Diferensiyel denklemler tip, mertebe ve lincerlie gore stmflancdinhriar,
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1.1 DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SINIFLANDIRILMASI

Bircok miihendislik, fizik ve sosyal kokenli problemler, onlara kars: gelen
matematik probleme getirildiginde, bu problemler bilinmeyen fonksiyonun
bir veya daha yiiksek mertebeden tiirevlerini iceren bir denklemi saglayan
fonksiyonun bulunmasina doniigiir. Bu mantikla olugturulmug denkleme di-
feransiyel denklem denir. -

ORNEK F = m.a Newton kuralina kars: gelen diferansiyel denklem
m.— = Flt,u, — (1.1)

seklindedir. Burada F' kuvvet, m kiitle ve u(t) m kiitleli bir pargacigin ko-
numunu veren fonksiyondur.

ORNEK F =m.g — v veya

dv
M. =M.g = (1.2)

diferansiyel denklemi, deniz sevyesine yakin bir seviyede atmosferde diigen
bir cismin hareketinin matematik modelini temsil eden bir denklemdir. Bu
modelde m, g ve v birer sabittir.

ORNEK Deprem dalgalarim temsil eden matematik modele kars: gelen
diferansiyel denklem
d*uv  du 5 5

— 4+ Cc— + Wy = w

dt? dt

seklindedir. Yukaridaki (1.3) denkleminde ¢ zaman, w periyot ve ¢ sabit ol-
mak iizere u(t) aranan fonksiyondur.

cos wt (1.3)

Bu orneklere benzer sekilde zamana bagh olarak, dogada hareket eden
(konum degistiren), hacim degigtiren, niifusu artan veya azalan canl tiirlerinin
aragtirilmasi v.b problemlere uygun, kosullar: iyi konulmus matematik mo-
deller bulundugunda onlara kars: gelen diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin
bulunmasi problemleri, binlerce bilim adaminin ¢aligma alanini olusturmaktadir.

Diferansiyel denklemler bagimsiz defiskenden yararlamlarak adi diferansiyel



DIFERANSIYEL DENKLEMLER

1.1. TANIMI.

Bagimsiz degigsken z, bagimh degigsken y ve bagimh degigkenin bagimsiz degigke-
ne gore muhtelif mertebeden tiirevleri arasindaki iligkiye diferansiyel denklem
denir. Genel olarak bu iligkiyi

F(mlyiyfl'y”'ly'”! y y(")) =1}
formunda ifade edebiliriz.
Ornegin,
dy i 2
1) = =3z-17, 4) (y"')° + 2(y")* = cosz,
dy : 0z
2 — — — - 5 —
)(dﬂ:) +y—zy 2 U'.l )Bz ay zre;
az 82z\" .
3) z%y" +zy' —5=0, 6) = (Byz) =z° + yz

birer diferansiyel denklemdir.

Bagimh degisken, bir tek bagimsiz degiskenin fonksiyonu ise diferansiyel denkleme
adi diferansiyel denklem; birden fazla degigkenin fonksiyonu ise kismi turevli
diferansiyel denklem denir.

1), 2), 3) ve 4) adi diferansiyel denklem, 5) ve 6) ise kismi tiirevli diferansiyel
denklemdir. |
1.2. DIFERANSIYEL DENKLEMIN MERTEBESI.

Diferansiyel denklemde goriilen en yiikksek mertebeden tiirevin mertebesine dife-
ransiyel denklemin mertebesi denir. 1), 2) ve 5) in mertebesi bir, 3) ve 6) nin
mertebesi iki, 4) iin mertebesi ise t.¢tur.

1.3. DIFERANSIYEL DENKLEMIN DERECESI.

Diferansiyel denklemde goriilen en yiiksek mertebeden tiirevin derecesine diferan-
sivel denklemin derecesi denir. 1), 3), 5) in derecesi bir, 2) nin ki iki, 4) iin ki 5,
6) nin ki igctir.

1.4. DIFERANSIYEL DENKLEM OLUSTURULMASI .

Diferansiyel denklemler muhtelif kaynaklardan ortaya gikar. Agagida bununla ilgili
baz1 6rnekler verilmigtir.

ORNEK 1. p = a(1 — cos#) kardiyoid ailesinin diferansiyel denklemini olugtura-
lim. Burada a bir parametredir.

Cf)ZI':TM : Bu tiir problemlerde parametre yok edilerek ailenin diferansiyel denk-
lemine ulagsmaga caligilir.

dp . 1 dp
dﬂ_asmgiﬂ_sinﬂdﬂ

= a(l — cosf) =



d ,
yo == (y)zz(

dx*

o) (@2

x:bagimsiz degisken,

mertebe
derece

y'+2y=0

y"'+2y'+3y=0

y"'+2y'+3y=0

(y)>+2y=0

(y")*+2y=0

y"+2(y)+3y=0

(y")°+2(y) +3y=0

(v")*+2(y)"+3y=0

y'+3y=0

y+3y*=0

y'+3y'y=0

y'+3 |Jy =0

y'+3 sin(y)=0

y'+3e’=0

y"+2y+3,[y =0

y'+2,[y' +3y=0

y"+2./y’ +3y=0

y"'+2yy'+3y=0

y"+sin(y")+3y=0

y'+x°y'+3y=0

y"+ x'y'+3 x’y=0

y"+ x'y'+3 sin(x)y=0

y"+ " y'+3 sin(x)y=0

>3 >3 > > > > > B> > P> P> > > > > > > > Adi] Kismi
||| Z21Z0 Z0 Z Z|1Z2|1Z Z|1Z2\1Z|(F|Z1Z|1Z|1Z|Z|T 7|7 Lineer/Nnlineer

NININININDININ N N NP PIRPRPRPIRPWLWWWNIRPWIN(FE

N I I e I I I e S S Y Y T AN PN PN TN N N TSN TS 1S TN TS TSN

y"+ e y"+3 sin(x) y' + x"y=0




1) 13%1'- +e' 5+ t2r = (I Degisken katsayih lineer

5) falt)EE + FoctVE=E 4 - [UOE + folt)a =10

defisken katsavill lineer,
falt) Jaea(t)enn fu(t). foll) 1 ye bagli fonksivonlar

4% -1
E.lﬂudtu'*'ﬂn 1%"" ﬂlﬂ'{"ﬂﬂ:“[}
sabit katsayih hineer.

G, .\ ln.qs ey, dg Sabit sayilar,

7) 2 + 2% = 0 Noulincer

8) :5‘5 + r = 0 Nonlineer

H}I'&?‘ ﬂ—f + 3r = (0 Nonlineer

10)¢5 + sin(z) = 0 Noalineer.

11)(%)? 4+ z = 0 Nonlincer
H'i 2)3 4 22 4 27 = 0 Nonlineer

12 4 9de L e — an((f) Lineer 1kinci taralli.
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,_ dy . d’y d (dyj m_d’y
T Y T Tk Y T
Y
“@ _
y dx*’

Lineer Bagimsiz cozum.

dy

2y =0, denkleminin bir cozumu y=5¢** dir.

gercekten

y=5¢" — y=52¢e"=10¢e™
dy

—-2y=0,

q y

10> -25e*=0
10> —10e** =0
0=0

dy

2y =0, denkleminin bir cozumu y=17 ¢** dir.

gercekten

y=17¢" — y=34¢*
dy

-4 -2y=0,

dx y

34e>* -2 17e*=0
34 e 34 e =0

0=0
dy .. .
o 2y =0, denkleminin cozumleri
X
yi=5 e yo=17 e,
17 ) oo . .
Burada vy, = 5 Yy, yani y; ri bir sayi ile carparsak y yi

elde ediyoruz.

y1 ve y» kendi aralarinda liner bagimlidir denir. Aslinda
y:C er

C ne olursa olsun bu bir cozumdur.

yi=2e”, y,=3e™. y3=5¢*

Bu cozumlerin hepsi aslinda tek bagimsiz cozumdur.

Bir cozumu bir sayi ile carparak elde edecegimiz yeni

cozumlerin hepsi birbirine lineer bagimlidir.

d’y
dx?

—25y =0, denkleminin cozumleri

yi=Cie”,  y=C ™
Gercekten dif denklemde y yerine C,; ¢ koyalim.

(Ce™)-25C,e™ =0
(C,5e) '—25C.e™ =0

(C,25e) —25C,e™ =0
0=0

Yani C; ¢ dif denklemi saglar dolayisiyla C; ¢ dif
denklemin bir cozumudur.
Simdi de dif denklemde y yerine C, ™" koyalim.

(C,e™)—25C,e™ =0
(~C,5e7) —25C,e™ =0

(C,25¢ %) —25C.e™ =0
0=0

Yani diff denklemin iki cozumu vardir.
Y1: Cl eSx, y2: C2 e-Sx
Simdi y; ri bir sayi ile carpip y, yi elde edemeyiz.
Burada y;=a y, olacak sekilde bir a sayisi yoktur.
C1 GSX =a C2 e'sx
esitligini saglayan sabit bir sayi bulunamaz.

Dolayisiyla y; ve y, lineer bagimsizdir.




Ornek. 1.1.
£et

<
|

fonksiyonu, tim reel eksende

' -2/ +y=0

diferensivel denkleminin ¢oziimiicdiic. Clinka tiim » € R icin i = ve¥ + ¢*
ve ¥ = re” + 2¢* biciminde olduklarindan.

y' =2 +y=(re* +2") = 2we" + ")+ re’ =0
bulunur.

Tanium 1.3. Bir diferensiycl denklemin ¢oziimid y = f(a) seklinde yazidabiliyorsa.
buna acgik ¢ozim. F(r.y) = 0 seklinde yazdabiliyorsa buna da kapalr ¢ozim
denir.

Ornek. 1.2. ¢ € R olmak iizere +2 + y* — ¢ = 0 bagutis
- PO
dr Y
diferensivel  deukleminin  kapal  ¢oziimiidiiv. Ciinkii 2+ 2 — ¢ =0

bagmtizimn kapah tiirevinden.

d d e
—(#?) + () = — () = (
d.r(' )+ rf.r(y ) el 5] =1
veva :
dy
€ —_ = {)
% +yd..r

bulunur. Bu ifade her ¢ € R i¢in dogru oldugundau. bir diferensivel
denklemin birden ¢ok veva sonsuz tane ¢éziimi bulunur.
Ornek. 1.3. Herhangi bir ¢ € R icin
e
Yy = = + 1
fonksivonu (0. x) acik araliginda

diy
P— s l
ld.r ¥

diferensivel denkleminin acik ¢ozinniidir.



10 Boliim 1. Diferensiyel Denklemlere Giris

Tanmum 1.4. (Cenel Coziim):

f@u vy ™) =0 (1.5)

difercnsiyel denklems verilmig olsun. ¢y, ¢y, ..., co birhirinden bagwmsz keyfi
sabitler olmak izere,

F(x,y,¢1,...,Cn) (1.6)

baganissiyla tansmlanan n parametreli bir fonksiyon ailesi g6z ondine alalym.
Eger bu ailedeki her fonksiyon (1.5) denkieminin bir cozimd ise, by fonksiyon
kiimesine (1.5) denkleminin genel ¢dziimii denir.

Genel ¢oziimde denklemin mertebe sayis) kadar keyfi lincer bagmsiz sabit
vardir. |

Tanim 1.5, (Ozel Coziim): Keyfi sabitlere Gzel dejerler verilerek genel
coximden elde edilen ¢dizimilere ozel ¢oztim denir.

Tamm 1.8, (Singiiler (Tekil) Coziim): Keyfi sabitlere 6zel degerler verilerek
genel cozimden elde edilemeyen fakat verilen diferensiyel denklemi saiflayan
cozimier de vardir, bu tdr ¢ozimlere Singiiler (tekil) ¢oziim denir. *

Ornek. 1.4.
y = 2

denkleminin genel ¢oziimiinii bularak bhaz 6zel ¢coziimlerini yazime.

Coglim. ¢/ = dy/dz oldugundan werilen denklem dy = 2xdx seklinde

yazildiktan sonra her iki tarafin integrali abnrsa,
/dym/%tﬁn+cr:=b-y:vm2+m

genel coziimi bulunur.

Gorildigi gibi genel ¢oziim bir parabol denklemi olup ¢ defistikce
parabolin grafigi de birbirine paralel olarak yer degistirir. ¢ = 0 ve ¢ == £1
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icin dzel goziimler y == 22, y = 2%+ 1 ve y == 22 — 1 geklindedir. Bunlarin
grafikleri agafidaki gekil.1 de gosterilmigtir,

Uygulamah bilimlerde genellikle bir diferensiyel denklemin genel ¢oziimii
yerine onun bazi yan kogullan saglayan ozel ¢oziimiiniin bulunmas istenir.
Ornegin,

y(“) = fla,y, l/: RRE !l("_n) (1.7)
geklinde verilen bir diferensiyel denklem i¢in bu yan kogullar:
y(2o) = 0,9/ (@) = y1s- .., ¥V (20) = yn-1 (1.8)

geklinde verilir. Iste (1.7) denkleminin (1.8) yan kogullarun saglayan
cozimiini bulma problemine baslangic deger problemi denir. Yukanda
goruldiigu gibi n. mertebeden bir diferensiyel denklem icin n tane yan kogul

verilinigtiv. (1.8) ile verilen bu yan kosullara baglangic kogullar: denir,

¥

Sekil 1.1: g = 2x diferensiyel denkleminin bazi integral egrileri

Ornek. 1.5.
y = 2,y(0) = 1
baglangic deger problemini céziiniiz.

Coziim. Verilen denklemin dy/dx = 22 == dy = 2zxdx seklinde yazihr ve
her iki yann integrali ahnrsa,

y=al4c

geklinde genel ¢oziim bulunur. Genel ¢oziimde @ = 0, y = | yazihrsa, ¢ == 1
bulunur. Bulunan bu ¢ = | degeri genel ¢oziimde yerine yazilirsa,

y=a+1
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seklinde istenen (6zel) ¢oziim bulunur.

Ahstirmalar

1. Asagidaki diferensiyel denklemlerin hangi mertebe ve dereceden
olduklarm belirtiniz ve lineer olup olmachgim aragtirmiz.

(a) ¥ —a’y =0
(b) (/) +2axy—1=0
(€) ' =32(y) +y =0
d) () +2()° +4y-8=0
(e) yy — 3xy -+ 22 == 0
(f) zy™ ~5y" + By =0
2. Asafidaki fonksiyonlarin kargilarinda verilen diferensiyel denklemlerin
¢oziimii olup olmadigim gosteriniz.
(8) y=ce® + e, P~y =0
(b) y = ex?, zy —2y =0
(c) ¥ = cosz, v+ 4y =0
3. Asafidaki diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerini bulunuz.

(8) v ~ € =0, y(0) == 0, y/(0) =1

(b) ¢/ == 32
(¢) ¢ = 1/z =0, y(1) =1
(d) y" —e** =0

(¢) ¥ — sin2z =0, y(0) =2, y/'(0) = 1/2

1.4 Diferensiyel Denklemlerin Elde Edilisi

Bir tek parametreye bagh
F(z,y,¢) =0 - (1.9)



Diferansiyel Denklemlerin Cozumleri Uzerine
Aciklamalar:
1) En basit cozum teknigi degiskenlerine ayirma
teknigidir. Verilen bir denklem

f(y)dy = f(x)dx

haline getirilebilirse ,
I f(y)dy :J‘ f (x)dx

seklinde integrali aliniabilir hale gelir ve dif denklem
cozme islemi integral alma islemine donusmus olur.

Ancak bazan cok basit gorunen bir denklem bile

degiskenelerine ayrilamayabilir. mesela
dy 2

=X+

dx y

seklindeki bir dif denklem degiskenlerine ayrilabilir
duruma getirilemez. Bu denklem degiskenlerine ayrilarak
cozulemez.

2)Her dif denklemin mutlaka cozumu varmidir? Basit
gorunen bir diff denklemin cozumu bulunamayabilir.

% =cos X’ dif denkleminin analitik bir cozumu yoktur.
X

3)Her dif denkleme uyan “genel bir cozum teknigi”
yoktur. Bu nedenle dif denklemler guruplandirilir ve her
gurup icin ayri bir teknik uygulanir.

Cozum teknigine gore diff denklemlerin
siniflandirilmasi.

1)Degiskenlerine ayrilabilen diff denklemler .

d

o=y = dyg(y)=dxqw)
sekline getirilebilen denklemler. Eger bu hale getirilirse
her iki tarafin integrali alinir ve problem cozulur.

2)Homojen denklemler: Bu diff denklemler y=ux
seklinde degisken donusumu ile dy g(y) = dx q(x)

haline getirilen denklemlerdir.
Cozum teknigi
l)y=ux — dy=x dutu dx veya vy =u+ Xd—u
dx dx

donusumu yapilir.
2)denklem x, ve u ya bagli olarak
p(u)du = q(x)dx
haline getirilir, ve cozulur.
3)cozum sonucu u=f(x) elde edilmistir. u=y/x konulur
ve y=g(x) elde edilr.

3)Homojen hale getirilen denklemler. Denklemde (a ve
b sabit sayilar olmak uzere) x=a+t, y=b+z seklinde
donusum yapilirsa homojen hale gelen denklemlerdir.
Cozum teknigi:

1)Donusum yapilir ,

2)z ve t ye bagli olarak denklem homojen hale
gelmistir. Homojen denklemlerin cozum teknigi
kullanilarak cozum bulunur.

3)t=x-a, z=y-b donusumu ile gercek cozum bulunur.

4)Tam diff denklemler.

M(x,y)dx + N(x,y)dy=0
dM dN .. . .
—— = —— sartini saglayan diff denkleme tam diff

dy dx

denklem denir.
Eger diff denklem tam diff ise U(x,y)=C seklinde bir
cozum kesin vardir. ve bu cozum

U(%,y) = [M(x,y)dx+h(y) seklinde olacakir.

Uy=N, olacagindan

d

—\IM(X, y)dx+h =N
dy(j (%, y)dx+h(y))

esitliginden h(y) hesaplanir. aranan cozum U(X,y)=C
dir.

5) Tam diff denklem haline getirilebilen diff
denklemler

Bazi durumlarda M(x,y)dx + N(x,y)dy=0 dif denklemi
tam dif sartini saglamaz fakat diff denklem esitliginin her

iki tarafi bir p(x,y)fonksiyonu ile carpinca denklem tam
diff olur.

k(%y) My)dx + u(x,y) N(xy)dy=0
Her denklem icin bir p(x,y) bulunmayabilir. Yani bazi
dif denklemler hic bir zaman tam dif haline getirilemez.

6)Lineer denklemler.
g—y + P(X)y = Q(X) seklindeki diff denklemler birinci
X

mertebeden lineer diff denklemlerdir. Bu denklemin
cozumu

y = e~ Ple)ds [ f el PEM20)(2)dg + ¢
seklinde oldugu isbat edilir.

6.a)Bernoelli denklemi

W+ Pa)y = Q)"

seklindeki denklemlerdir



v=y1'” donusumu yapilarak denklem lineer hale getirilir
ve cozulur.

6.b)Riccati Denklemi

Y = P@)y® + Q()y + R(z)

seklindeki denklemlerdir. Genel cozumun bulunabilmesi
icin bir ozel cozumun bilinmesi gerekir.
Bir cozum vy, ise

1
y=y+ =
degisken donusumu yapilir ve denklem
u' + [Q(z) + 2y R(z)ju = - R(z)

haline getirilir. Bu da lineer diff denklemdir ve cozulur.

7)Yuksek Mertebeden Lineer denklemler
Lineer bagimsizlik kosulu
ao()y™ + a,(X)y" Y +....... + an1(X)y'+ an(X)y=B(X)
veya
n-1

d" d d
ao(x)whal(x) Yopo +anl(x)d—i+an(x):B(x)

seklinde yazilirlar.

8) Sabit katsayili dif denklemlerin cozumleri
Mubhendislikte en cok kullanilan sabit katsayili dif
denklemlerdir.

9)Sabit katsayili Homojen dif denklemler

d" dn! d
aodny+a1dn¥+ ........ +an_1—y+an:
X X
Cozum:
n n-1 —
a A +ad +..... +a A+a, =0

kokler A1, Az, ... Aoty A
y,(x)=C,e™ +C,e™ +...+C e™

10) Sabit katsayili ikinci tarafli dif denklemlerin Ozel
Cozumleri

d"y d™'y dy
a +a S T +a_,—+a_ =B
“dx" ! dx™! “dx " ®)
L(D) Operatoru Yontemi
Belirsiz Katsayilar Metodu

Parametrelerin Degisimi Metodu

11)Laplas Donusumu

12)Diferansiyel Denklem Sistemleri
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2.1 Degiskenlerine Ayrilabilen Denklemler

Tamm 2.1.

dy _ g(z)
- + 2.1
dx  hy) @1)
geklinde yazlabilen denklemlere dediskenlerine ayrilabilen diferensiyel
denklemler denir.

Acikea goriildigi gibi (2.1) denklemi

d
h(ﬂ)‘ﬁ' = g(z) (2.2)
seklinde de yazilabilir. Eger h(y) = 1 ise (2.2) denklemi
d .
o = 9(x) (23)
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sekline doniigir. Eger y = f(2) ise (2.2) denklemi
h(f () f'(z) = g(z)
seklinde yazilir. Buradan
[ @)@z = [ g+ (2.4)

yazanz. dy = f'(x)dz oldugundan (2.4) ifadesi

[rwrdy= [ g@dz+ec (2.5)

sekline déniisiir.(2.5) ifadesinin her iki tarafinin integralinin alinmasiyla (2.1)
denkleminin genel ¢oziimii elde edilir.

Ornek. 2.1.
Oyy' +4x =0

diferensiyel denklemini goziniiz.
Cozilim. Verilen diferensiyel denklem
YWdy = —Axdx

geklinde degigkenlerine aynlabilir ve her iki taralin integrali alinirsa,

genel ¢oziimil elde edilir.

Ornek. 2.2.
y + 5yt =0, y(0)=1

olan baglangi; deger problemini ¢oziiniiz.



Coziim. Verilen denklem

dy 4
— == =0z dr
y?
geklinde degigkenlerine aynlir ve her iki tarafin integrali ahmrsa,

1 1
—;-—- s ol i ve buradan y—-;m

genel ¢oziimii elde edilir. Genel ¢oziimde baglangic kogulu kullamlirsa,

1 , 1

istenen ¢oziim elde edilir.

Ornek. 2.3.

o = cos® zcos® 2y
diferensiyel denkleminin ¢éziimiinét bulunuz.

Cozim. Verilen denklem

dy
dr

seklinde yazilir ve degigkenlerine ayrilirsa,

W
cos? 2y

elde edilir. Sag taraftaki integral,

= 0082 & cos’ 2y

= cos® zdx

cm’:r*—“%+ cos 22

1
2
esitligi yardumiyla,

fmtaee (31

2x
:L+4sm
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seklinde kolayca hesaplanir. Sol taraftaki integral igin u =2y (dy = 4du
olur) degigken degisimi yapilirsa,

elde edilir. Boylece,

1 | 1. 1
§m2y—53:+1- n2a:+§c
ltan2 ﬂ-lt+lsinzmsz+lc
g MY =gET 5 2

tan2y = +sinxcosz +¢

y = : arctan(z + sinz cosz + ¢)

genel ¢coziimii elde edilir. 2
Ahsgtirmalar
Asaghdaki denklemlerin genel ¢iziimlerini bulunuz.
Ly+@+1)y=0 2. ¢ =3(y+1)
3. ¢ +cse(y) =0 Ay =(1+2)(1+42)
5. yy’ = 4sindwz (w £ 0) 6. ysin2z = yeos2s
7.9V =1~y =0 ;!.;m'—.rmﬂ
9. ¢ + 92 =1 10 Yy =222 - 22 + 2% -2

Azaghdaki baélatnglq degier problemlerinin istenen ¢oziimlerini bulunusz.
Ly =a%" y(2)=0 2 yy+z=0, y(0) = -2

3. ¢ =2"°, 9(0)=05 4. ycosh’x+sin®y=0, y(0)= In
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5. dr/dt = —4tr, r(0) =8.2 6. v(dv/dt) =g =sabit, v(tp) =19
Ty =y -4 y0)=-2 8 ydy=4r(y?+1)/2dr, y(0)=1

9. yf = =1 y(2)=2 10. Y +2 =1, y(0) = 5/2

2.2 Homojen Denklemler

Birinci mertebeden homojen diferensivel denklem kaveammmu ve bu denk-
lemin ¢oziim metodunu incelemeden 6nce, homojen fonksivonn tannulamayva

gerek vardir (burada denklemin homojenligi daha énceki verilen homojen
deuklem tammmdan farkhdu).

Tanim 2.2. Eger bir f fonksiyonu tanim bélgesindeki keyfi (x,y) ve (tx,ty)
$CEN
f(tz, ty) = t" f(z,y) (2.6)

kogulunu sagliyorsa, bu durumda f(x,y) fonksiyonuna n. dereceden homojen
fonksiyon denir. Burada, n reel sayrdsr.

Ornek. 2.4.
flr.y) = a? + 5ay

fouksivonunun homojen olup olinadigim arastirniz.

Cozium.

(t.r)? + 5(f.r)(ty)

t2r2 + 5t2ry

t2(o? + Say) = £ f(a,y)

Jltr. ty)

mwn

oldugundan. bu fouksivon ikinei dereceden homojendir.

Ornek. 2.5.
£y

ey

Sl y) =

fonksivonunuu homojen olup olmachguun arastirmiz.
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fltoty) = =
t(-'r y)

e t(.‘l: + y) fof(.t, y)

oldugundan bu fonksiyon sifirinc: dereceden homojendir.

Ornek. 2.6. f(z.y) = /25 + ¢ fonksiyonunun homajen olup olmadigin
arastiriniz.

Coztim.
fz) = YFSTOP = OPYTTH = 4y

oldugundan bu fonksiyon 3/5. dereceden homaojendir.

Eger f(x,y) fonksiyonu n. dereceden homojen ise, bu durumda f(z, y)
f(@0) =" (1, 7) veys [(zy) =4"f(3.1) (2.7)

geklinde yazilabilir. Burada, f(x/y.1) ve f(1,y/x) fonksiyonlarimn ikiside
sifinnc dereceden homojendir. 1.0rnegin (a) gikkindaki f(z,y) = 2* + 5zy
fonksiyonu ikinci dereceden homojen idi. Bu fonksiyonu, aym zamanda,

fw) =2 (1+5(2)) =701, %) (2.8)
veya \
—ad [ [ Z o § P
f@.y)=y ((y) +5(y)) =Y f(y.l) (2.9)
geklinde de yazabiliriz.
Tamm 2.3. Ejer,
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 (2.10)

denklemindeki, M(x,y) ve N(x,y) fonksiyonlars ayns dereceden homojen
Jonksiyonlar ise, bu taktirde diferensiyel denkleme homaojen diferensiyel
denklem denir.
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Bir bagka ifadeyle
M, y)de+ N(r,y)dy =0

diferensiyel denkleminin homojen olmasi icin gerek ve yeter kosul
M(tr ty)=t"M{x.y) ve N(tr,ty)=t"N(xr.y)
olmasichir. Bu tip bir denklemi cozmek icin su sekilde bir vol izlenir.
M(x.y)dr + N{r.y)dy =0

seklindeki bir homojen diferensivel denklem

§ = wur

va da

T = vy

geklinde degigken degistirilmesi yapilarak birinci mertebeden degiskenlerine
ayrilabilen diferensiyel denkleme doniigtiiriliir. Burada, 4 ve v yeni bagmh
degiskenlerdir. Buna gore,

y=ur =dy=udr+ adu

olup, ¥ = wr ve dy nin bu degeri (2.10) denkleminde verine vazilrsa.

Mv,ux)yde + NGrowe)eude + 0 du] =0

olur. Af ve N fonksiyvoular homojen olduklarmdan (2.7) formiilii yardinuyla
bu ifadeyvi
a" ALl u)de + 2" N(1. u)[udr + xdu] =0

veya
(M1 u) + ulN(L u)de + aN(1, u)du =0

seklinde vazarsak. buradan.

dr N(1,u)du

r T A wrun@oa)

seklinde degiskenlerine ayvrilnny diferensivel denklemini buluruz.
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Ornek. 2.7.
(22 + y*)dx + (2 — zy)dy = 0

diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
Coziim. M(z,y) = x2+y* ve N(z,9) =2 -2y olup, bu iki fonksiyon
da ikinci dereceden homojendir. Eger g == uzx doniigiimi yapmhrsa,
dy = udz + zdu olur. Bunlan diferensiyel denklemde kullanirsak,

(2% + w2 dz + (2° — ua?)|udz + xdu] = 0

z2(1 4 u)dz + z2(1 — w)du = 0

1—u dx
1+udu+?-0

2 dx
(+—l"|' l+“)dﬂ+?—0

olur. Son satirdaki ifade integre edilirse,

2 da ,
/(—-1+ 1+u) du+/? = =g+ 21n |1 4 ul-+ In 2| = In o}
y

z
bulunur. Bu ifade, logaritmamin 6zellifinden yararlanarak daha sade bicimde,

(z+ y)*
i

Y -21n

~Z 4.2In|1+
x

+In [z] = 1n|¢]

v

&

In

geklinde yazilabilir.

Homojen diferensiyel denklem, alternatif bir form olarak, her zaman

d
(2 @
seklinde yazilabilir. Bu durumda, y = uz doniigiimii yapilirsa,
dy 40
i w4z o
olur. Bu degerler (2.11) denkleminde yerlerine yazihrsa,
du dz du

0 (2.12)

‘ll+$-d;==f(‘ll) veya —;+ﬂ-f(ﬂ)=
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denklemi bulunur. Buna gére verilen denklem yine degigkenlerine ayrilabilen
(2.12) denklemine indirgenmis olur. (2.12) denklemi, terim terim integre
edilerek (2.10) denkleminin ¢éziimii bulunur.

Ornek. 2.8.

x% =y+ze¥®,  y(1)=1

baglangic deger probleminin ¢éziimiinii bulunuz.
Coziim. Denklemin her iki yanmiz 5= 0 ile boliiniirse,

g—:- = % + v/ (2.13)
R dy du
olur. Burada y = uz doniigiimil yapilirsa, e u+:cE olur, bunlar (2.13)
denkleminde yerlerine yazilirsa
dx
— — L -u R —
u+z o u+e" =e "du -

denklemi bulunur. Bu denklemde terim terim integre edilirse,
/e"“du= % = —e '+c=In|z|
bulunur. ¥ = y/z oldugundan denklemin genel ¢oziimil
—e VY 4 e=inz

olur. Denklemin baglangic kogulunu saglayan 6zel ¢oziimiinii bulmak i¢in
c sabitinin degerini belirleyelim. Bunun igin baslangic kogulu kullanilarak,
z = 1 icin y = 1 oldugundan —e~! + ¢ = 0 bulunur ve buradan da ¢ = e™*
elde edilir. ¢ = e~! degeri genel ¢oziimde yerine yazilirsa,

e=l — eV _ Ing
ozel ¢oziimii bulunur.

Ornek. 2.9. 2 2 23‘11
¥y _ ¥

diferensiyel denklemini ¢oziintiz.
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Coziim. Bu denklemi, &y \
et JPE ) ¥
dz (z) +2:l:
du

geklinde yazallm. y = uz = % =u+ T doniigiimii yardimuyla,

u+x%=u’+2u=#x%=u’+u

denklemini elde ederiz. Bu denklem ise degigkenlerine ayrilabilen tiirden

olup,
dx du

r  uwlu+l)
bi¢iminde yazilabilir. Bu denklemin sol tarafimin -z degigkenine gére, sag
tarafinin da « defigkenine gore integralini alabilmek icin, denklemin saj
tarafindaki ifadeyi ¢arpanlarina ayirirsak,

£=(l__1,_)d,,
z 4 u+1

olur. Her iki tarafin integrali alinarak,

linz| + |Inc] = Inju| — In|u + 1]

bulunur. Burada ¢ keyfi bir sabittir. Logaritmann &zellikleri kullamilarak,

yukaridaki ifadeyi, cz = u:‘_ - seklinde yazabiliris. u = y/z deferi
burada yerine yazilarak ¢
y/z Y cz?

cr = ——m—m =

= —— = Yy =
(v/z)+1 y+z y

l-—-cx

¢oziimu bulunur.
Alhgtirmalar

Asafidaki homojen diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini bulunuz.
1. 3(3z2% + y?)dx — 2zydy = 0

2. 2y —y=/y? + 22

3. 2(22% + y?)dz — zydy = 0



4. ¢ =Y +tank
5. aydz + (z? ++ y2)dy = 0
6. (22 —zy+ ¢?)de — zydy =0
7. zyldy = (2° + y°)dz
8. (y+2z)dz + (y — z)dy =0
9. (22 + 2zy — 4y?)dx — (22 — 8xy — 4y®)dy =0
10. z(z? + y?)*(ydz — zdy) + yPdy = 0
L (z - y)(4z + y)dz + z(5¢ — y)dy = 0
12. (322 — 2zy + 3y?)dz = dzydy
13. zcosy’ — (y° + zycosE) = 0
14. e*/¥(y — 2)dy + y(1 + e*/¥)dz =0
15. (y + 2z)dz — yéy =0
Asagidaki baglangic deger problemlerinin ézel géziimlerini bulunuz.
L @22 -2 =2y,  y(0) =1
2. (z —y)dz + 3z + y)dy =0, y(3) = -2
3. y(3z + 2y)dx — 2%dy =0, y(1)=2
4. (y— 2T +y¥)de —zdy =0, y(0)=1

5. (162 + 5y)dz + (3z +y)dy =0, y(1) = -3
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2.4 Tam Diferensiyel Denklemler

Verilen bir bélgede siirekli kismi tiirevleri olan bir u(z, y) fonksiyonunun tam
diferensiyeli
du(z,y)

du(z,y) = 5 dx + a"(;‘; v) dy (2.21)

denklemi ile verilir. (2.21) denkleminin sag yanina t.a.m diferensiyel denir.
Bu ifadenin

Ou(z, v) du(z, y)
—pda + oy dy =0 (2.22)

olarak yazilmasina da tam diferensiyel denklem denir. Buna gore u(z,y),
(2.22) geklindeki tam diferensiyel denklemin ¢éziimii olur.

Teorem 2.1. M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 diferensiyel denkleminin tam ol-
mast icin gerekli ve yeterli kogul,

oM _oN
8y Oz
olmasidir.
hpat.
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 (2.23)

diferensiyel denklemi tam ise o zaman M(z,y)dz + N(z,y)dy tam difer-
ensiyeldir. Tam diferensiyelin tammindan bir wu(z,y) fonksiyonu

) ) D e
olacak gekilde vardir. Buradan,
Pu(z.y) M@=y Pulzy) O8Ny
Oydz Oy Oxdy Oz

olur. Ancak M(z,y) wve N(z,y) fonksiyonlarnin birinci mertebeden
~ kismi tiirevleri siirekli oldugundan,

62“(3: ﬂ) . azu(m‘! U)
dydz —  Oz0y
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iir ve boylece,
EERER oM@y _ N@)
= = g
elde edilir.
Simdi tersine
OM(z,y) _ ON(z,y)
Sy - Oz
ise,

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

denkleminin tam diferensiyel denklem oldugunu ispatlamahyiz. Yani,
Ou(z, y)

Oz = M(z,y) (224)
ve
Bu(z,y) _
8” - N(Z, y) (2*25)

olacak gekilde bir u(z,y) fonksiyonunun var oldufunu gostermemiz
gerekir. Acaba (2.24) ve (2.25) esitliklerini aym anda saglayan boyle bir
u(z,y) fonksiyonu var midir? Bir an icin (2.24) egitliginin saglandifim
diigiinelim ve g yi sabit tutup z'e gore integral alahm. Bu durumda,

u(e1) = [ M(z,0)0z+ b (2:20
elde ederiz, burada h(y) integral sabitinin yerini almigtir. Simdi (2.26)
ifadesinin y ye gore kismi tiirevini alalim. Bdylece,

du(z,y) _ dh(y)
5y = By / M(z,y)0z + —= 3y (2.27)

olur. (2.25) ve (2.27) denklemlerinin sol taraflar esit oldugundan
sag taraflarnini da egitlersek

N(z,y) = / M(z,y)0z + —— dh(")

elde edilir. Bu esitlik d’;g’) gore cogiiliirse,
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bulunur. %ﬂ ifadesi = den bagimsiz oldugundan

0
N@y) -5 [ M@now (2.28)
fonksiyonu da 2 den bagimsiz olmahidir. Hipotez geregi

Ou(z,y) _ Bu(z,y)

8z Oy
oldugundan,
| % [N(wly /M(zry)&”] M W[M(z:v)&’" |
ON(z,y) _ON (z, y) OM(z,y)
T"m/‘m’””a"T"w—

bulunur. Buradan, (2.28)'nin z den bafimsiz oldugunu anlanz. Boylece

M) = [ [Na) - 5 [ M@ s)| dy
vazabiliriz. Bu ifade ( 2.26) da yerine yag:hrsa,

wz,) = [ Mawos+ [N - 5 [MEnos|dy

bulunur. Elde edilen bu wu(z,y) fonksiyonu hem (2.24) ve hem de (2.25)
saglar. Buradan

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

denkleminin tam diferensiyel denklem oldugu sonucuna varmz. B&ylwé teo-
remin ispat1 tamamlanmig olur.

Simdi kisaca dzetleyecek olursak,

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2:29)

seklinde verilen tam diferensiyel denklemin ¢oziimii gu gekilde bulunur. Bir
kere (2.29) denklemi tam diferensiyel oldugundan

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 8"(5: y)dx -+ ﬂ%’-ﬂdg
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geklinde yazihir. Buradan,

du(z, v) du(z, y)
oz Sy

yazilir. (2.30) ifadesinin birinci egitliginde y sabit tutulup z degiskenine gore
integral alinirsa,

= N(z,y) (2.30)

- M('t!y) ve

was) = [ M(a,4)ds + h@) (2.31)

bulunur. Burada h(y) integral sabitidir. Ciinkii y sabit kabul edilmisti.
Simdi h(y) sabitini hesaplayahm. Bunun igin (2.31) ifadesinin y ye gore
tirevini alalim (Bu durumda z sabit kabul edilir) wve (2.30) ifadesinin
ikinci denklemine esitleyelim. Buradan,

aM;:”’)dz + —2) ‘"'(”) = N(z,y) (2.32)

elde dilir. (2.32) denkleminden

dh(y)
dy

bulunur ve integrali alindiktan sonra (2.31) denkleminde yerine yazilarak
(2.29) diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii

u(x! y) _—
olarak elde edilir.

Ornek. 2.13. (82? + 4zy + y?)dz + (222 + 2zy — 3y?)dy = 0 denkleminin
genel ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim.

M(z,y) = 62 + 42y + %, N(z,y) = 20° + 2oy — 3
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olduklarindan, verilen denklem tam diferensiyel denklemdir. Buna gore
u(z, y) fonksiyonu bu denklemin ¢dziimii ise,

szl [’ (622 + dzy + yP)da = 20° + 2%y + 2 + h(y)  (2.33)
olur. (2.33) ifadesinin y gore tiirevini ahp N(z,y) esitleyelim,

27 + 22y + W) = Z4r ) = N(a,y) =207 + 22y - 3¢

ve buradan, *
W)= -3 = h(y) = -’ + a1

bulunur. Boylece verilen denklemin genel ¢éziimii
uwz,y) =2+ 2%y + 2y’ ~ 9y’ +a =

ya da
u(z,y) =22 + 2’y +ay’ —y’=¢, (c=a—a)

olarak elde edilir.
Ornek. 2.14.

(e® — yeos(zy))dz + (2ze®Y — xcos(zy) + 2y)dy =0 .
denkleminin genel ¢oéziimiinii bulunuz.

Cozim.

M(z,y) = €™ — ycos(zy) N(z,y) = 2ze® — zcos(zy) + 2y

oM (.'.t, y) A oON (3’: ﬂ)
Ay o
olduklarmdan, verilen denklem bir tam diferensiyel denklemdir. Buna gore
u(z, y) fonksiyonu bu denklemin ¢éziimii ise,

2e%Y + zysin(zy) — cos(zy) =

warg) = [ (2262 - cooa(ay) + 20)dy
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olur bu integralin alinmasiyla,
u(®,y) = ze™ — sin(ey) + 1 + h(z) (2:34)
bulunur. (2.34) ifadesinin 2 gore tirevini aip M(z,y) esitleyelim,

e — yoos(ay) + W'(z) = ZE2Y) . M(z, ) = &  yooa(ay)

ve buradan,

Kz)=0=h(z)=c
bulunur. Boylece verilen denklemin genei ¢oziimi,

w(z,y) = ve®¥ — sin(zy) + > +c =0
olarak elde edilir,

Ornek. 2.15.
(2xy? + 2y)dx + (22%y + 2z)dy = 0

denkleminin tam olup olmadiim kontrol ediniz, efer tam ise coziimiinii
bulunuz.

Coziim. Verilen denklem igin,
M(z,y) = (22 +2),  N(z,y) = (2z%y + 22)

olmak iizere,
My =Nz =4zy+2

olup denklem tam diferensiyeldir. Bu durumda,
u(z,y) = f (2zy” + 2y)dz + h(y)
yazilir ve integral alinirsa,
u(z,9) = 2% + 2+ h(y)
elde edilir. Her iki tarafin y degiskenine gore tiirevi alinirsa,

Oy 9y
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tam diferensiyellikten dolay,

N(z,y) = 222y + 22 =2:2y+2z+%
yazilir. Buradan,
ﬂ =0 = h=c¢
oy

bulunur. Bulunan A = ¢ deferi yerine yazilirsa,

u(z,y) = 2%y° + 2zy + ¢
genel ¢oziimii bulunur.

Alistirmalar
Asaghdaki diferensiyel denklemlerin tam diferensiyel denklem olduklarim

gostererek cosiiniiz.
1. (42%y® — 2zy)dz + (B2*y? — 2%)dy =0
2. (3e%y — 2z)dz + e3®dy = 0
3. (cosy + ycosz)dz + (sinx — zsiny)dy = 0
4. 22(ye*" — 1)dz + e* dy = 0
5. (6% + dzyP)dz + (32592 + Baty)dy = 0
6. e*(cosydz — sinydy) = 0

1. zdy +y?dx =0, y(1) =02

2. ddz+z"'dy =0, y(1)= ~8

3. 2sinwydx + 2zweoswydy =0, y(0) = = /2w
4. V¥ (—ydz + xdy)/z® =0, y(-2) = -2

5. (z—Vdz+(y+1)dy=0, y(1)=0
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2.5 Integral Carpam Yontemi

Eger
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.35)
diferensiyel denklemi tam diferensiyel denklem degilse, (2.35) denklemini

tam diferensiyel yapacak olan bir integral carpani bulunur. Adi difer-

ensiyel denklemler de boyle bir integral carpamimim bulmak icin iki hal
vardir.

1.HAL:
s oM _on
ﬂﬁ_&" = f(z) (2.36)
ifadesi yalniz = defigskenine bagl ise, A integral carpami
Az) = ef f@)is (2.37)

ile bulunur. (2.37 ) integral carpani ile (2.35) denkleminin her bir terimi
ayr1 ayn carpilirsa (2.35) denklemi tam diferensiyel olur ve (2.35)’in genel
goziimi tam diferensiyel denklemin ¢éziim yontemi ile bulunur.

Ornek. 2.186.
(2% + y*)dz + zydy = 0
diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.
Cosiim. Once verilen denklemin tam diferensiyel denklem olup olmadigini

kontrol edelim,

oM . 8N
W=2v#v=-é;

oldugundan verilen denklem tam diferensiyel denklem degildir. Simdi bu
denklemi ¢ozmek igin z degiskenine bagh bir integral carpam bulahm.

A(z):ef?l#'h: fzﬁl'h=ej}#=em=z :
bulunur. Verilen denklemi z ile carparsak,
(2° + zy®)dz + z?ydy = 0
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elde edilir. Bu ise tam diferensiyel denklemdir. Simdi bu denklemi gozelim,

AM(z,y) =2* + zy?, AN(z,y) =2’

olduklarindan, u(z,y) = ¢ olacak gekilde u(z,y) fonksiyonunu bulalm,

w(z,y) = f (}r’ + zy’)dz +h(y)

olur bu integralin alinmasiyla,

we,9) = %+ T4 hiy) (238

2
bulunur. (2.38) ifadesinin y gore tiirevini alip AN(z,y) esitleyelim,
2%y + W' (y) = 2’y = AN(z,9)

ve buradan,
W(y) =0=h(y) =c

bulunur. Béylece verilen denklemin-genel ¢oziimi

olarak bulunur.

Ornek. 2.17. |
(z+y)dzx +zinzdy =0

.denkleminin genel qﬁai‘imﬁm‘i bulunuz.

Cozilim, - Verilen denklemde
M(z,y) =z+y, N(z,y)=zlz
geklindedir. Buradan,

My:'—'- 1, Ng =1 - ll'lz
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oldugundan,
M, # N,
sonucuna varithr. Yani verilen denklem tam diferensiyel denklem degildir.
Simdi verilen denklemi tam diferensiyel denklem haline getirecek bir integral
carpam bulalim.
,\(;[:) — efElﬁﬂdt — gf ;-:rd' = ef_%d" — e—ll!l! — l
x
olur. A(z) = % integral carpan ile verilen denklemin her bir terimi ¢arpilirsa,
y werday =
(1+x)dz+ln.l:dy—0
- tam diferensiyel denklemi elde edilir. Bu durumda,
u(z,y) =c
olacak gekilde bir u(z,y) fonksiyonu bulalim.
_ y
u(z,y) = / (1 + a:) dz
=z +ylnz + hy)
bulunur. Bu ifadenin y degigskenine gore tiirevi alinirsa,
uy(z,y) =Inz + h'(y)
elde edilir.
uy(z,y) = N(z,y) = Inz+ M(y) =lnz =3 M(y) = 0= h(y) =

bulunur. h(y) = ¢; degeri yerine yazilirsa,

u(z,y) =z+ylnz+c =c3

=zr+ylnz=c, (c=c3—¢1)
geklinde genel ¢oziim elde edilir.
2.HAL: Eger
oM 6N

B ) (2.39)
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ifadesi yalniz y deffiskenine bajh ise, ) integral carpan:

ile bulunur. (2.40) integral carpam ile (2.35) denkleminin her bir terimi
ayri ayn carpilirsa (2.35) denklemi tam diferensiyel olur ve (2.35)’in genel
coziimii tam diferensiyel denklemin ¢oziim yontemi ile bulunur.

Ornek. 2.18.
(zy + 1)yde + (2y — z)dy = 0
diferensiyel denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Once verilen denklemin tam diferensiyel denklem olup olmadigin

kontrol edelim,

M 8N
By =2y t1# 1=

oldugundan verilen denklem tam diferensiyel denklem degildir. Simdi bu
denklemi ¢ozmek icin y defigkenine bagh bir integral carpani bulalim.

A(ﬂ)uefﬁﬂ""—e"f%ﬁlf%#—e 1% :

R
bulunur. Verilen denklemi 1/y? ile carparsak,
y y
elde edilir. Bu ise tam diferensiyel denklemdir. §imdi bu denklemi gozelim,
¢ ¢
+1 2y —x
AM(z,y) = WT’ AN(z,y) = "9,

M (z,y) __1 _8AN(z,y)
Oy a Oz
olduklarindan, u(z,y) = ¢ olacak gekilde u(z,y) fonksiyonunu bulalim,

wa) = [T dr+ hy)
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olur bu integralin alinmasiyla,

wzw) = 5+ 2 +h) (2.41)

bulunur. (2.41) ifadesinin y gore tirevini alip AN (z, y)’ye egitleyelim,

-fg +H(y) = 3”;}3 = AN(z,y)

ve buradan,

9
W (y) = P h(y) = 2iny

bulunur. Béylece verilen denklemin genel ¢éziimii

2
u(a:,y)=%+%+21ny=c

olarak bulunur.

Daha kolay bir sekilde, efer M(z,y) ile N(z,y) fonksiyonlar1 m. derece-
den homojen fonksiyonlar ise integral carpani

1
Now) = o TN

egitligi ile de bulunabilir.

Ornek. 2.19. (y° — zy)dz + 2%dy = 0  denkleminin éenel coziimiinii
bulunuz.

- Cozilim. Yukandaki denklem ikinci dereceden homojen oldugundan inte-
gral carpan |

o) = N S et o

olarak bulunur. Denklemin her iki yanini  A(,y) = —5 ile garparsak

Ty
1 1 1
= ——)dz+ —dy=0
(z v) i

elde ederiz, bu ise tam diferensiyel denklemdir. Burada
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Mz, v)M (z,v) = (}:E - %)

Mz, y)N(z,y) = U%
oldugundan .

(AM), = v i (AN)z |
olur. Buradan integral carpanhi denklemin tam diferensiyel oldugu goriiliir.
ﬁohyﬂwlu + |

1 1 z
o) = [ (3-5)de+ o) =Ina =5+t

olur. Burada h(y)’yi belirleyabilmek iqingu- = Mz, y)N(z,y) oldugunu kul-

By
lamirsak
Fy' = F +h(y) = ;5 = Mz, y)N(2,y)
ve dolayisiyla h'(y) = O yani h(y) = ¢ olarak bulunur. Buna gore denklemm

genel ¢ozlimu
z
uw(z,y) =Inz - - =8

olarak bulunur.

Alhsgtirmalar
Asaihda verilen diferensiyel denklemlerin tam diferensiyel olup olmadifim
kontrol ederek tam diferensiyel olmayanlar: uygun bir integral carpam bu- -
larak tam diferensiyel yaptiktan sonra ¢oziiniiz.

1. ydz + (22 — ye¥)dy =0

2. (z + 2)sinydx + a:éosydy =0

3. (3z%y + 2zy + ¢¥)dz + (2 + y¥)dy = 0
4. 6zydz + (dy + 92%)dy =0

S 5 yle+y+1)de+ (2 +2)dy =0

6. (2z — y)dz + (2y —z)dy =0



Birinci Mertebe Lineer dif denklemler
d
d—y+ POOY =Q(X)
X
seklindeki dif denklemlerdir.

yi _ AJP(x)dx
Denklemi cozmek icin (X) =€ icin seklindeki bir integral carpani ile carpalim

efP(x)dx % + ejP(x)dx P(X)y — ejP(x)de(X)
X

hali ne gelir. uv' +u'v=(uv)"’

u=elPo% y=px)ef™™ v=y, v= % gibi dusunulurse
X

g PO0dx % +elPUP(x)y = (uv) '= (efP<X)dX y)' oldugu gorulur.

Bu esitlik yukarida yerine konulursa

di( JP(xx y): /P (x) elde edilir. Iki tarafin integralialinirsa /P y =J‘ejp(“’X Q(x)dx+C
X
veya
1 .
=— | 200(x)dx +C elde edilir.
T [200Q(x)

Pr561. % +xy=x>+1 dif denklemi cozunuz.
X

Cozum:
P(x)=x, Qx)=x+1, Ax)=¢€
y= ﬁ Iﬂ(x)Q(x)dx +C degerler yerien konulursa  y = eix jex (x* +Ddx+C

P(x) _ ex

integral cozulerek y hesaplanir.
(bazi kitaplarda A(x) yerine p(x) kullanilir. )

Hemen iki 6rnek verelim: a) y' —y=e** —1, b) iy’ +y=9tcos3t diferansiyel
denklemlerini bu yontemle ¢ozelim:

) P=-1,Q=¢"-1 > pr)=e/Viz=e* o

1
Y= (/e_’(eh—l}da:+0):e"’[e”+e_’+0]=e2’+1+(}e’.

e—x
.. 1
b) Denklemi oénce y' + V= 9 cos 3t formunda yazalim. P = 2 Q =9cos 3t ve

t L]

y=e J Pt (/ el P10t + c) = e~ Jo/ma (/ ef /0ty coonar + c')

=~ int (Qfelntcoa:itdt-f-c) = % (thcos.'itdt) +—(§

. cosdt C
= 3sin3t + -+ T
) u=t , du=dt
Not: f!ltms&dt [du:3cos3tl'ft , u:s'm'&t]

=3 (1sin3t—/ain3tdz) = 3tsin3t + cos 3t 4+ C.
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2.6 Lineer Diferensiyel Denklemler

Tanmim 2.4.
Y+ Pa)y = Qa) (2.42)

geklinde yaxnlabilen difamyd denklemlere birinci mertebeden lineer difer-
ensiyel denklemler denir.

Simdi (2.42) denklemini
[P(z)y — Q(z)|dz + dy = 0 (2.43)
seklinde yazahm. Bu durumda (2.43) denklemi
M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0 (2.44)
sekline dénigiir. Burada,

M(z,y) =P(z)y—Q(z) ve N(z,9)=1 - (2.45)

dir. §imdi bu denklemin tam diferensiyel olup olmadifim aragtiralim. .

oM (z,y) = _ ON(z,y)
—-ay—- = Pz) #0 = e (2.46)

olur. Yani (2.43) denklemi tam diferensiyel denklem degildir. Simdi (2.43)
denklemini tam diferensiyel yapacak bir integral garpam bulahm. Béyle bir

 integral garpani (2.46) denkleminden de goriilecegi gibi yalnizca « degiskenine
bagh olacaktir. Béyle bir integral carpam A(z) oldugunu kabul edelim ve bu

igtegra.] carpani ile (2.43) denklemini carpalim.
|  N@)Pey — \@)Q(a)}de + Az)dy = 0 (2.47)

olur. Bu ise tam diferensiyel denklemdir ve tam diferensiyellik kogulunu
saglar. Yani, 2 .
-5”-11@)?@)3 ~ A2)Q()] = Z-[\2)] (2.48)
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olur. (2.48) denkleminden,

N@)P(a) = 7 A@) (249
yazalir. (2.49) denklemi
":(f:;) — P(z)dz (2.50)

geklinde degigkenlerine aynlmg denklem olarak yazilir. (2.50) denkleminin
her iki yaminin integrali alinirsa,

In|A(z)| = / Pz)dz veyn Alz) = el Pk (2.51)
olur. (2.42) denkleminin her iki yam A(z) integral garpani ile qarplh;'sn,
e P<="’% + e P@iz p(g)y = Q(z)e] P=)= (2.52)
ve buradan da
L [ef Pedey) = Qz)el PieNie (2.53)

elde edilir. (2.53) denklelmnin her iki yamnn integrali alinarak (2.42)
denkleminin genel ¢oziimii,

ef P(’”‘y — /e!”’)d’Q(x)dx + ¢

ya da
= =] Pla)s [ [ P(m)aq(z)dﬁc] (2.54)

olarak bulunur. Burda ¢ integral sabitidir. Eger A(z) = e-f P(z)dz oldugu
gézoéniine alinirsa, yukaridaki formiiller

Naw = [ @)@z +e

ya da
= 3 (x) / Az)Q(z)dz + c]
geklini ahr. ‘
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Ornek. 2.20.

T
diferensiyel denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

ﬂ.;. (h+l) y=e & (2.55)

CoOziim. Bir kere (2.55) denklemi lineer diferensiyel denklemdir ve

2z + 1

- P(z) = -

ve Qz)=e %

dir. Integral carpan,
Az) = ef Pee — of (5)de. _ 2utinisl _ sginll _ ete

olarak bulunur. P(z), Q(z) ve A(z) degerleri (2.54) de yerlerine yazilirsa,

y = (ze?®)™! [ zeTe gy 4 é]

olur. Bu integral hesaplanirsa verilen denklemin genel coziimii

_1 2 €, 2
+y—2:m +zc

olarak bulunur.

Ornek. 2.21. p

- (@ +1)E oy =2, y@2)=1 ~ (2:56)

baglangic deger probleminin ¢éziimiinii bulunuz.

. Cbziim.  Once (2.56) denklemini (2.42) geklinde yazahm. Bunun icin
(2.56)’iin her bir terimini 22 4 1 ile bolelim. Bu durumda,

dy iz =z
d_x_+a:"'+1y" 2+ 1
olur. Burada, 4
T z
Pel=gm ™ )=z3
dir. Integral carpam,

eJ Plz)dr _ J (;ﬂ‘t)“ = n(=+1)? _ (32 e 1)9
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olarak bulunur. P(z), Q(z) ve A(z) deerleri (2.54) de yerlerine yazilirsa,

y=(2%+1)? [ / (z? + 1)2;,%-1-1::!:: + c]
olur. Bu integral hesaplanirsa verilen denklemin genel ¢coziimii
y = (2% +1)"2 [$—‘+£+c]
+ | 4 2
olarak bulunur. y(2) = 1 baglangig degerini kullamrsak ¢ = 19 bulunur.
¢ =19 degeri, genel ¢oziimde yerine yazilirsa,

a2 woaet | 2?
y=(z°+1) 4+2+19

istenen ¢ziimii bulunmug olur.
Ornek. 2.22. +
ty +2y =sint, t>0

geklinde verilen lineer denklemin g¢dziimiinii bulup, ¢ — oo igin goziimiin
davramgim belirleyiniz.

Cozlim. ¢ >¢ oldufundan verilen denklemin her iki yam ¢ ile bolumdirse,

sint
V+ -ﬂ =3
elde edilir. Bu ise birinci mertebeden lineer bir denklemdir. Bu denklem
icin , )
2 sint
Pt)=3 QW)==
olup integral carpan,

A(t) = ef Tt = g?Int — 42
olarak bulunur. Denklemin ¢oziimil igin,

y=1"2 [[t’mntdt+c]

integraline ulagip, u =1, dv=sintdt ile kismi integrasyon alinirsa,

_mat+mnt
V=ET T T

coziimiinii elde ederiz. Bu ¢oziimiin ¢t — oo igcin y — 0  oldugu
goriiliir. |
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2.6.1 Bernoulli Denklemi

Tamm 2.5. n bir dodal soys olmak dzere

Y+ Py = Qe (257)

seklindeki denklemlere Bernoulli! diferensiyel denklemi denir.

Efer n = 1 ise (2.57) denklemi

X 4 [P(z) -~ Q@)ly = 0 (2.58)

geklinde degiskenlerine aynlabilir lineer denklem olur. Eger n #1 ise
agagidaki teorem yardimiyla genel ¢oziim bulunur.

Teorem 2.2. n # 1 olsun. Bu durumda

- 7, T Py =Q=)y"

Bernoulli denklemi v = y'™™ doniigimi yardimiyla lineer dlferenmyel
denkleme doniigiir.

Ornek. 2.23.
v+ oy =ap? (2.50)

denkleminin ¢oziimiini bulunuz.

Coziim. Verilen denklemde, p(z) = &, g(z) = z ve n = 2 olup, denklemin
her iki tarafi y~2 ile carpihrsa,

= L - +
VY oy = (2.60)
bulunur. Burada, y~! = v deffisken degistirmesi yapilirsa,

~y =V = Y = |
! Jakob Bernoulli, 1654-1705 yillar: arasinda yagamus olan Isvicreli matematikeidir,
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olur. Bu degerler (2.60) denkleminde yerlerine yazilirsa, v ye gore,
—v’+-1v=::-b v’-lvr-—a;
T z

lineer denklemi bulunur. Bu denklem igin integral carpam

e—-]? =g~ =l _ el ==t z~ ]
dir. Buradan |

v= (g7 [ / g~} (~z)dx + c]
yazilir. Bu denklemin integrali alinirsa, | |

= —2% + ¢z

bulunur. v = ¢~! oldugundan, y = 1/v ve buradan

V== —22
genel ¢oziimii bulunur.
Ornek. 2.24.
V- =y

Bernoulli diferensiyel denkleminin genel qﬁziimﬁﬁﬁ bulunuz.

Céziim. Verilen denklemin her iki tarafini g2 ye bélelim. Bu durumda,

2
vy 39 = =z

elde edilir. Simdi, 1

+
Y= —=> =y
y Y

degiisken degigimi yapd@. Bu durumda

v’=-%-ﬁ-y’y“’m—v'

olur. Boylece, y~! = v ve 'y~ ? = —v/ deglerleri denkleminde yerine yazilir
ve denklemin her iki tarafi eksi bir ile arpilirsa,

/4 2y =2
w .
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geklinde lineer diferensiyel denklem elde edilir. Simdi bu lineer denklemi
¢ozelim. Bunun igin 6nce integral carpanini bulahim. integral carpan,

Mz) =ef 3¢ -
geklinde bulunur. Buradan,

z’v=/:c’z’dx+c=/z"dz+c

yazilir ve boylece i
| ; 2y = '535 +c
elde edilir. Effer y~! = v dejeri yerine yazilirsa,
: —g? = -z“ +c
y

olur. Bu denklemden y coziiliirse,
y= }F e -

genel q&ﬁmﬁ elde edilir.
2.6.2 Riccati Denklemi

Lineer olmayan fakat lineer denklem haline getirilebilen bir diger diferensiyel
denklem ise

Y = P(z)v’+Q(z)y+R(z) (2.61)
geklinde yazilabilen Riccati? denklemidir. Eger P(z) = 0 ise (2.61) denklemi
lineer denkleme, R(z) = 0 ise Bernoulli denklemine indirgenir. Bu nedenle,
- Riccati denklemi her ikisinden de geneldir.

Riccati diferensiyel denklemini y = y; gibi bir ézel ¢dziimii bilindiginde
¢ozmek miimkiindiir. Bu durumda

1
Y=y + ~ (2.62)

2Jacobo Francesco Riccati, 1676-1754 yillan arasinds yagamig [talyan matematikcisi
~ ve filozofudur.
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doniigiim formiilii yardimiyla Riccati denklemi lineer denkleme indirgenir.
Gergekten,

o
V=9-2 (2.63)

tiirevi ve y nin (2.62) ile verilen degeri (2.61) de yerlerine yazilarak benzer
terimler birlestirilirse,

du

7 T 2P@n +Q(z)]u = —R(z) (2.64)
bulunur. Bu ise lineer diferensiyel denklemdir.
Ornek. 2.25. Bir ozel ¢oziimii g3 = 2 olan

| z(:c-l)g/-(h+1)y+y’+2z=p

diferensiyel denkleminin genel éﬁzﬁmﬁnii bulunuz.

Coziim.

uf

D . iw
y=2+_ donugumuwpﬂm{-l—;f

olur. ¥y ve ¥/ niin degerleri denklemde yerlerine yazildifinda verilen den-
klem,
: 1 1
z(z—1) 1) " z{z—1)
" lineer denklemine indirgenir. Bu denklem igin integral ¢arpan
| z—1

z

¥ 4+ ——0

)h(a:)=ef - -

dir. Buna gore lineer denklemin genel ¢ézumii,

Lk (zi 1) [/ (z;l)z(:nl— l)dm+c]

den,
o e —1
| |
olarak bulunur.u yerine doniigiim formiiliinden g¢ozilen
1
n =

Yy—x
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yazilirsa verilen denklemin genel ¢coziimii,

cx? — 1
m:-l+

y o
olarak elde edilir.

Ornek. 2.26. Bir ézel ¢ziimii y; = 2 olan

dy 2

Riccati diferensiyel denkleminin genel ¢dziimiinii bulunus.

Cozim. y
y=2+ "
degigken doniigiimii yapalim. Bu durumda
bo L
"
ve
uf
| V=-2
olur. y ve y degerleri verilen denklemde yerine yazilirsa,

v 1 1.4
e 2—(2+;)+(2+;)

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,
o 3 1
olur. Bu ifadenin her iki tarafi —u? ile carpilirsa,
w4+ 3u=~1

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Bu lineer diferensiyel denklem céziiliirse,

Az) = el 3% = o3



integral carpani ve buradan
e3y = / —e*dz + ¢

integrali hesaplanirsa

1
h ——-&
e U= 3 +c

bulunur. Bu denklemden u goziiliirse

. 3z

genel ¢oziimii bulunur. Bu denklemde

s
=3
degeri yerine yazihirsa, genel ¢oziim
1
=L T
= —§+ce
olur.
Aligtirmalar +
Asagida verilen diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimlerini bulunuz.
1.y +y=358
2.y —dy =08

3. ¢f = (y— 1)cotz
4. (@2 - 1)y =2y =0
5 ¢ + 2y —cosz =0
6. ytanz — 2y =0
7. 2 — 29— 2e* =0

8. 2y +y=y*

59



60 Boliim 2. Birinci Mertebe ve Birinci Dereceden Denklemler

9. ¢ ~y=e"y?
10. ¢/ = ylay® - 1)
11. 2y — (1 + 2)y = 2?
12. 2%/ +y? =2y
13. 3(1 4+ 2%y = 2zy(3® - 1) |
Agafida verilen baglangic deger problemlerinin t,:,ﬁziimlerm bulunuz.
1. ¥ + 3y =12, y(0) = 6
2. y = ycotz, y(5) =2
3. Y +y=(xz+1)?% y(0) =3
4. ¢ + d.;’y = 423, y(0) = ~1
5. ¢ + 32% = ze~, y(0) = —1
Asafida verilen Riccati diferénsiyel denklemlerini ¢éziiniiz.
Ly =yt -zy—=z, m(:r:).= az + b, (burada a ve b sabittir.)
2. (2~ 1)y =¢% -1, n(z)=1
3. ¥ =~y +ay+ 1,+m(a::) =%
Ay =24 y(1-20) (1 - 2), () = 1

2.7 Birinci Mertebeden Yiiksek  Dereceli
Denklemler o

Bu béliimde,
f (.‘.'l.? ' ¥, ﬂ’) == )

geklinde yazilabilen yiiksek dereceden denklemler ele alinacaktir. Burada

_ 9y _
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Eger miimkiinse, agagidaki diferensiyel operatorleri garpanlarina ayirmz.
1. 9D? -4 =0
2. D =5=0
3. D3 —4D - 12 =0
4. 2D? -3D -2 =10
5. D3 1-10D? 425D = 0
6. D?4-4D? +3D = 0
7. D*—8D% 416 =0

4.2 Lineer Bagimsizlik

Yiiksek mertebeden diferensiyel denklemleri saglayan birden fazla coziim
fonksiyonu oldugu bilinmektedir. Bu [onksiyonlarin birbirinden bagimsiz
olup olmadignu bilmek biiyiilk onem tagmmakiadir. Bu nedenle yiiksek
mertebeden denklemlerin ¢oziimiine gecmeden 6nce lineer bagimhhk ve
bagimsizhgr hatirlamak yerinde olacaktie.

Tanim 4.1. Efer timd sifsr olmayan ¢), ¢y, ..., ¢, sobitleri ve [a,b] C R
kapals arabifimdaki tiim 2 degerlery igin,

alfi@) F efa(e) + - Fefalx) =0 (4.6)

oluyorsa, fi{z), fa(x),..., fu(z) fonksiyonlurina lineer badunlidir denir.
Eger [1(x), Ja(x). ..., [fa(x) Jonksiyonlurs lincer badvmbs dedilse, bunlara
lineer bagimsizdir dendr.  Yani, |a,b] C R kapob aralifindaeki tim x dejerleri
igin, ¢ == 0 o= gy = () oldugunda

e fi{x) + cafalx) + o Fenfal®) =0 (4.7)

oluyorsa  f1(x), fa(x),.... fu() fonksiyonlarma kincer bajsmsszdir denir.
Lger bu fonksiyonlar lineer bagimls ise, bu fonksiyonlardan herhangi birisi
diger fonksiyonlarn lincer birlegimi olaruk yazlabslir,
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Ornek. 4.3. z ve 22 fonksivonlar: 0 < x < 1 arabiginda lineer bagimhdr.
Her zaman ikisi birden sifir olacak gekilde ¢; ve ¢z saylan bulunamaz. Yani,
¢y = e == [} egitligi olmadan da

12 + 2z = 0
esitligi saglanir. f)rnegin ¢y = 2, ¢g = —1, icinde ¢cix+ 22 =0 olur.

Ornek. 4.4. z ve z? fonksiyonlarn 0 < z < 1 araliinda lineer bagimsizchr.
Cuinkii
e + 2t =0

olabilmesi icin daima ¢; == ¢ = 0 olmak zorundadir, Yaui

W ca:n? =0

esitligi ¢) ve ¢z sayilarinin ikisi birden silir olmadan saglanamaz.

Simdi verilen bir [onksiyon kimesinin lineer bagiunsiz olup olmadigim
anlamanin daha kisa bir volunu bulmaya ¢aligahm.

Tamm 4.2. I == [a,b] kapals erebsdinda  tamsmls fi(x), fa(z). ..., fu(2)
fJonksiyonlarnen n. mertebeye kadar sirekli tirevleri olsun. Bu durumda,
bu fonksiyondari bu I aralifinda lincer badsmbs olmass icin gerekli kogulun,
bu I arolifindaki her x degeri igin

fi Ja o fa
fio fo
w=| B o =0 (4.8)

(1) 1) {n~1)
: f2 o A

olmasidir. Bu determinota Wronsks determinants ismi verilir ve kisaca

W([f1(z), fa(),.... fulx))

gellinde gosterilir. O halde, W = 0 olmass lineer bademlslik icin gerek
koguldur. Yeler dejildir. Yani W = 0 olmasina karsgn fi(x), fa(x),. .., fa(x)
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fonksiyonlars lineer bajumsaz olabilir. fi(x), fa(x), ..., Ju(z) fonksiyonlarinmn
bu I arahimda lincer bajunsiz olmass igin gerekli ve yeterli kogulun, bu
I archimdaki her x dejeri icin Wronski determinanisnin stfirdan farkl
olmassdr. Yani,

W(fl('r): fﬁ(a’): Hik e rfn(x)) # 0
olmasidir.

Ornek. 4.5. a ve biki reel say1 ve b # 0 olsun. Bu durumda y; = e** cos bz
ve i = €™ sinbx fonksiyonlan tiim reel eksende lineer baZmsizdir.

Coziim. Reel eksen iizerindeki her z degeri icin

o ax . e®® cos bz %% gin bx
W (e cosbz, ™ sinbz) = ~be*® sinbx + ac®® cosbzr  be®® cosbx + ae*® sinbz
=.'.m’"""“"(uzm’t!r.cl:+:‘1in2 bx)
mbez“' # 0

yaziht. Bu da, y1 = e cosbe ve yz = e* sinba fonksiyonlarmmn tim
reel cksen iizerinde lineer bagimsiz olduklarin gosterir.

Ornek. 4.8. ¢ b ¢ fonksiyonlarmin lineer bagimsiz olduklarin
gosteriniz.

Coziim.
esr e &
W =|ae*® be™ ce™
aZe® BPe¥ e
1 1 1
= eletbta® g b ¢
a? V? c?

= (¢~ a)(c = b)(b — a)e!t*Ho

olur. Gériilldiigii gibi a £ b # cise W # 0 ve dolayisiyla verilen fonksiyonlar
Jineer bagimsizdir.

Ornek. 4.7. sin®a,cos®z, 1 fonksiyonlanmin herhangi bir arahkta lineer
“bagimh oldugunu gosteriniz.
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T T o mmem TS ESE LTNE R LA BRI CEEEFL S

Coziim. Reel cksen iizerindeki tiim 2 noktalan igin,

(sin® z)’ == 2sinx cos 2 = sin 2z

(cos®z)’ = —2sinx cosz = — sin 2z
olduklarindan

sinz  coslz 1
sin2rx ~sgin2z 0
2cos2xe —~2co082x 0

W(sin® z,cos? 2, 1) = = ()

olur. Bu da, tiim « degerleri igin ,sin? 2, cos? 2, | fonksiyonlarinun lineer
bagimh olduklarini gésterir,

Teorem 4.1.
lao(@) D" + ar(@) D™+ + an_1(8)D + an(2)ly = B(x)  (4.9)
liqeer denklemi ile,
lao(2) D™ + ay(z)D" 1 4 -+ + 4y 1 (2) D + an(2)]y = 0 (4.10)

ikinci  tarafsiz lineer denklemi verilmig olsun. Burada ao(x), ay(z), ...,
n-1(Z), @n(x) ve B(z) bir I aralifinda tanmml, siirekli ve ag(x) 5 0 olsun.
Bu durumda (4.10) denkleminin I aralifinda n tane lineer bagimasiz coOziimii

vardir. Eger, fi(x), fa(z),..., fu(z) fonksiyonlar: (4.10) nin lincer bagimsiz
coztimleri ise,

= ¢ fi(2) - eafa(®) + -+ + enful2) (4.11)

fonksiyonu (4.10) in genel ¢oziimiidiir. Bundan hagkn, verilen I aralifinda
(4.9) denkleminin ¢iziimleri de vardir. Iger v, (4.9) in bir ¢oziimii ise,

y=u+v (4.12)

fonksiyonu (4.9) in genel ¢hziimii olur. Burada ya tamamlayic: fonksiyon
v ye de Ozel ¢dzim denir,
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Ornck. 4.8. y = ¢sinz + caco82 - 2% — 2 fonksiyonunun ¢"” +y = 22
denkleminin genel ¢ozlimii oldugunu gosteriniz.

Coziim. fi(2) =sinz, fo(z) = cosz fonksiyonlarimn y”-+y == 0 homojen
denklemini sagladigy kolayca goriiliir. Wronkski determinant sifirdan farkl:
oldugu icin bu fonksiyonlar lineer bagimsizdir. O halde, iki parametre iceren,

U= C8ine -+ caCo8%T

tamamlayict fonksiyonu homojen denklemin genel goziimidir. Ote yandan,
hic bir parametre icermeyen v = z2 — 2 fonksiyonu verilen denklemi saglar.
Yani bir dzel ¢oziimdiir. Boylece,

y=u;|~v=cwina:+cawx+a:’—2

fonksiyonu ikinci tarafl: denklemin genel ¢éziimii olur.

Ahgtirmalar
Asagidaki fonksiyonlarin lineer bagimsiz olup olmadifim aragtivniz.

L. (et 87,

2. (1, -z%,z% + 1),

3. (sinz,cosz),

4. (sin? z, cos? z, cos 22),
5: (@Y, e9%, ... ;e"),
6. (1,2,23,...,2"%)

Aga¥idaki fonksiyonlarn, karsilarinda verilen denklemlerin genel ¢oziimii
olup olmadigini gosteriniz.

1. y=cie® + e + /12, '+ -6y =0,
2. y=c1e® + cpxe® +e*/4, Y’ -6y + 9y =e,
3. y = ¢y 8ing + cgcosz + cse®, (P —-D?+ D-1)y=0,

4. y = Insin(x - ¢1) + ¢3, '+ ()2 +1=0.



Lineer Diferansiyel Denklemler.

y" +2y" +5 y' -34y=0 (lineer sabit katsayili homojen )

y® - y" +2y" 45 y' +34y=0 (lineer sabit katsayili homojen )

y" - 12y" 425 y' +34y=sin(2x)+x'+¢’' (lineer sabit katsayili ikinci tarafli )
y" - 12y" 425 y' +34y=sin(2x) x> ¢** (lineer sabit katsayili ikinci tarafli )
y" +2xy" +5 y' +34y=0 (lineer degisken katsayili homojen )

y" + 7x°y" +15x" y' +34y=9x (lineer degisken katsayili ikinci tarafli )
y© - 2y +2y" +5 y' +34y=0 (lineer sabit katsayili homojen )

yy' =0 (nonlineer, (nonlineer=lineer degil))

yy' +34y=0 (nonlineer)

(y')2 =2x (nonlineer)

(y')> +y’=0 (nonlineer)

(y')2 +y’=x3 +sin(3x) (nonlineer)

") 5 +y=2x+1 (nonlineer)

" ! y=2x+1 (nonlineer)

Sabit Katsayili Lineer Diferansiyel Denklemlerin cozumleri.
Homojen Cozum, Ozel Cozum, Genel Cozum

Homojen cozum: ikinci taraf sifir yapilarak bulunan cozum. yy

Ozel cozum (Zorlanmis Cozum): ikinci taraftaki fonksiyona gore bulunan cozum yo
Genel cozum= Homojen cozum + Ozel cozum

Homojen Cozum

Homojen cozumu bulmak icin karakteristik denklemin kokleri bulunur: A, A2,A3,... Ay,
Homojen cozum yu=¢"'* + " + " +. ... "™ seklindedir.

Ornek 1: y"* - 3y" +2y=4x*

y' -3y 2y=0 > a’-3y+2=0 > a;=2, a;=1> y;=C, ™ + C; &

Ornek 2: y" - 3y" +2y=114x3 - 3x* + cos 6x* + 12e%
y' -3y 2y=0 > a’3y+2=0 > a;=2, a;=1> y;=C, > + C; &
(v,y,y",y", degiskenlerini ihtiva etmeyen terimlerin homojen cozume etkisi yoktur. )

Ornek 3: y" - 4 y* +13y= 3x? + sin 6X > a’- 4y+13=0 > a,;=2+3i, a;=2-3i
> y=¢e" (C, cos 3x + C; sin 3x)
Kokler komplex ise cozumde sinus cosinus terimleri bulunur.

Ornek 4: y'" - 4 y' +4y=tan(5x)+log(3x) > a’- 4y+4=0 > a,=2, a,=2> y;= C e+ C,x ™
Kokler katli ise (bazi kokler cakisik ise, kokler birbirine esit ise ) cozumde x carpani bulunur.

Ozel cozum.
Ozel cozumu bulmak icin degisik yontemler vardir.
Ozel cozumu bulma yontemleri

1: L(D) operator yontemi

2: Belirsiz Katsayilar yontemi

3: Parametrelerin degisimi yontemi.

4: Laplas Donusumu Yontemi: baslangic kosullari verilirse genel cozum Laplas donusumu
ile elde edilebilir. Ancak Laplas donusumu ile Sadece ozel cozum (ozel haller disinda)
bulunamaz.



1) 2 + 3x = 0 sabit katsayili lineer

2) 3% +5% +x = 0 Sabit katsayili lineer

3) 3tex 1 x =0 Degisken katsayili lineer

dt2
4) 139% dt2 + et% +t°x = 0 Degisken katsayili lineer
5) fa ()45 + fo1(t) ‘é:nlf ....... f1 ()& +fo(t)x = 0 degisken katsayili lineer.
fa(), fia (b)...... f1(t),fo(t) tye bagl fonksiyonlar
6) an-dx dt" +an- 1 1X Foinnn al% + apx = 0 sabit katsayili lineer.
AN, An-lyeeeee- ai,ap sabit sayilar.

7 ‘gj’t‘ +x2 = 0 Nonlineer

8) x-& +x = 0 Nonlineer
9)x-4x dt3 dt2 + 3x = 0 Nonlineer

10)& +sin(x) = 0 Nonlineer.

11)(<)2 + x = 0 Nonlineer

12)(4x dt2 § + 2x = 0 Nonlineer
13)4x dt2 X+ x = sin((t) Lineer ikinci tarafl.
14) a, Lx dt" + anp-1 dtnllx +oinnn al + apx = f(t) lkinci Tarafli lineer. f(t) herhangibir fonksiyon.

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI.

Nonlineer dif denklemlerin ozel haller disinda genel bir cozum yontemi yoktur. Degisken katsayili
diferansiyel denklemler icinde durum aynidir. Fakat sabit katsayl lineer dif denklemlerin her zaman
analitik cozumu vardir.

Herhangibir dif denklemi cozmek icin cesitli yontemleri vardr. Bu yontemlerden birisi dif denklemin
cozumu x(t) fonksiyonunu t nin seriye acilmis Sekli kabul edip serinin katsaylarn bulmaktir. Yani

X(1) = a0 +ait+apt? +ast® +ast! +....... T L
—dﬁgt) = ai +2asxt+3ast? +dast +....... +nant™ 4+
—d)égt) = +2a, + 6ast + 12a4t? +....... +n(n—Dapt" 2 +.........

Bu Sekilde elde edilen turevler dif denklemde yerine konursa
Ag + At + Ast? + Agt3 +......... =0



elde edilir.

Apg=0, A1 =0, A, =0, A3=0, ,......... Ar=0, .....
yapilarak ao, ai, az, as, ........ an, ,.... katsayilari hesaplanir.
X(t) = ag + art + apt? + astd +ast* +....... +ant" +.........
% = a; + 2ast + 3ast? + dagtd +....... +nant™l 4+ ...
% = +2a, + 6ast + 12ast2 +....... +n(n-Dant"2 +.........

Bu Sekilde elde edilen turevler dif denklemde yerine konursa

Ag + At + Ast? + Agt3 +......... =0
elde edilir.
Apg=0, A1 =0, A, =0, A3=0, ,......... Ar=0, .....
yapilarak ao, ai, az, as, ........ an, ,.... katsayilari hesaplanir.
SABIT KATSAYILI LINEER DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN COZUMLERI.
Lineer sabit katsayili dif denklemler, an,anp-1,...... ai,ao
sabit saylar olmak zere
an g:r)f +an1 (21:;3( oo al% +aox = 0(al8)

formundadirlar. Bu tip denklemler elektrik, elektronik ve dinamik sistemlerin modellemesinde ortaya
cikarlar. Bu yuzden diger tip denklemlere oranla daha cok kullanilirlar.

Yukarda anlatlan seriye acilma islemi, lineer sabit katsayili dif denklemlere uygulanrsa cozumun
X(t) = ce?* Seklinde oldugu yani
(a)?  (a)® = (aD)* (@) (e
TERRA: TRR Y TR STRREEE o +(n+1)!+ ......
oldugu gorulur. Dolaysyla lineer sabit katsayili dif denklemler icin x(t) = ce** Seklinde bir cozum aramak
gerekir. x(t) = ce ifadesi2 tretilerek
_ ~pat OO at dX@® 20
X(t)—CetT—Caet?—Caet .......
(18) de yerine konursa
ca"e +ap_1cale® + ap pca2e™ + ajcae™ + agce(29)

elde edilir. (29) un her iki yani (+e-) ile carpilirsa. (c # 0)

ana" +an1a"t +an20" 2+ ... +aia +ag = 0(30)
(30) esitligini saglayan butun « lar (18) dif denkleminin cozumunu verir. (30) polinomunun n tane koku
oldugundan dif denklemin de n tane cozumu vardr. Toplam cozumu cozumlerin toplamidir. (30)

X)) =1+ax+

dx"(t)

i — Caneat

polinomunun kokleri a1, a2, as, ...... an-1, an olsun. O halde (18) dif denkleminin cozumu de
X(t) = cre%t + cpoe®t + cze®t .. ..., cpent
Seklindedir. Burada c4,c¢2,Cs...... cn tamamen keyfi sabitlerdir. Yani c1,c2,Ca...... Cn katsaylari —o , + o0

arasnda herhangibir degeri alabilirler. Butun aldiklari degerler icin dif denklem saglanir.

Pratikte cogu kez a kokleri komplex cikar. Bu durumda cozum x(t) nin icinde sinus ve kosinslu ifadeler
bulunur. Polinomun bir kok komlex ise o komplex kokun eslenigide muhakkak koktur. Ornek olarak
g—i;(+a2g—2(+al%+aox =0
dif denkleminin karakteristik polinomu.
a3+a2a2+a1a+ao =0
dur. Polinomun kokleri a1, a2, a3 dur.
X(t) = cie%t + cpe%2! + ce%at

olur. a1 = r+jw,a2 = r — jw Seklinde komplex olsun. bu halde c; = ¢, * olacaktr. x eslenik



anlaminda, j = ﬁ — 1) anlamindadirlar.
C1 = m+jnise c; = m— jn olacaktir.
X(t) = (M + jn)e™ Wt + (m — jn)eIWt 4 cgeest

X(t) = e"((m+jn)e + (m — jn)e ) + cae!
X(t) = e"((m + jn)[cos(wt) + jsin(wt)] + (m — jn)[cos(wt) + jsin(wt)]) + cze?st
X(t) = e™(mcos(wt) — nsin(wt) + j[ncos(wt) + msin(wt)] + mcos(wt) — nsin(wt)
— jIncos(wt) + msin(wt)]) + cze®!
x(t) = e"(2mcos(wt) — 2nsin(wt)) + cze%st

X(t) = e"(Acos(wt) + Bsin(wt)) + cze*t
A = 2m, B = —2n Sekline gelir. A, B, C3 keyfi sabitlerdir.

Ornek problem 251

a3 _ d% | pgdX _gpy —

prEa +29 dt 52x =0
sabit katsayl dif denklemini x(0) = 0 %t:o =x (0) = -1, %tio = 2 Satrtlarini saglayan cozmunu
bulunuz.
Karakteristik denklem g — 892 +29q — 52 = 0 ve kokler q1 = 4, gz = 2+ 3j, g3 = 2 — 3j dir. cozum.

X(1) = cre® + cpe@3t 4 cye@-80
veya
X(t) = c1e® + e?(Acos(3t) + Bsin(3t))
X(0) = 1 konursa (t = 0 icin x(0) = 1)
ciet O +e? 9(Acos(3 0) +Bsin(3 0)) =1

c1+A = 1(d11)

elde edilir.
x (0) = -1 Sartini kullanabilmek icin x(t) nin turevini almak gerekir.
% =X (t) = 4cie* + 2e2(Acos(3t) + Bsin(3t)) + e2(—3Asin(3t) + 3Bsin(3t))

X (t) = 4cre* + e2((2A + 3B) cos(3t) + (2B — 3A)sin(3t))
t = 0icin x (0) = -1 koyarak
% (0) = 4c1e* 0 +e2) ((2A +3B)cos(3 0) + (2B — 3A)sin(3 0))
4c1 +2A + 3B = -1(d21)
x (0) = -1 Sartini kullanabilmek icin x(t) nin ikinci turevin (x (t) nin birinci turevini) almak gerekir.

d> _ d (dx _ 4t o2t B .
e dt(dt) 16c1e* + 26”[(2A + 3B) cos(3t) + (2B — 3A)sin(30)]

+e2[=3(2A + 3B) sin(3t) + 3(2B — 3A)sin(3t)]



= 16c1e* + e?'[(4A + 6B + 6B — 9A) cos(3t) + (4B — 6A — 6A — 9B)sin(3t)]
oldugundan
= 16c1e* 0 +e2 °[(4A + 6B + 6B — 9A) cos(3 0) + (4B — 6A — 6A — 9B)sin(3 0)]
16c1 + 4A + 6B + 6B — 9A = 2 = 16¢1 — 9A + 12B = 2(d31)
Yukardaki (d11,d21,d31) esitlikleri 3 bilinmeyenli 3 denklem olusturur. Bilinen yontemlerle cozulebilir.
c1+A =1(d11)

4c1 + 2A + 3B = —-1(d21)
16c1 — 9A + 12B = 2(d31)

Cozum A = -0.3529 B =-1.9020 c¢; = 1.3529 Denklemleri matris formunda yazarak bilgisayarda
cozmek icin daha elveriSidr.

1 0 1 A 1
2 3 4 B = -1
-9 12 16 C1 2

cozum benzer Sekilde A = -0.3529 B =-1.9020 c¢; = 1.3529 olarak bulunur.
Dolaysyla dif denklemin cozumu

X(t) = 1.3529e* + e2(-0.3529 cos(3t) — 1.90sin(3t))
olarak elde edilir.

Ornek problem 252

d3x _gd? | odx -
pTE 5 e +2 dt +8x =0
dif denklemini x(0) =0 x (0) = 0 x(2) = 0 Sartlarn saglayan cozumunu bulun.
cozum: Once karakteristik denklemi yazmak gerekir. q° =502 +20+8=0=01 =4 2 =2 (3 = -1

X(t) = cre7t + coe?t + caet
x(0) =0 = c1e0 +cze? O +c3e* © = ¢ +C2 +C3 = 0(d61)
X(2) = 10 = c1672 + 262 2 +c3e* 2 = 10 = 0.135c; + 54.5¢, + 2981c3 = 10(d62)
x (0) = 0 Sartini kullanmak icin x(t) nin birinci turevini almak gerekir.
=X () = % = —C1e7 '+ 2ce% + 4cze* x (0) = 0 = —c160 +2c2e0 +4c3e% = 0
Buradan da

C1 +2C2 +4c3 = 0(d63)
ellde edilir. (d61,d62,d63) esitlikleri beraberce matris formunda yazilarak,

1 1 1 C1 0
0.135 54.5 2981 C2 = 10
-1 2 4 C3 0

Ve cozum ¢ = 0.0023 ¢, = —0.0058 c3 = 0.0035 olarak elde edilir. Dif denklemin cozumu:
X(t) = 0.0023e~t — 0.0058e2! + 0.0035e* olarak elde edilir.
Ornek Problem 253

TTZZX - 6% +10x = 0 dif denklemini x(0) = 1 x(5-) = 0 Sartlarini saglayan cozumunu bulun.

9?-60+10 =0 =01 = 3+] g2 = 3-] = x(t) = c1eCP + ¢,V = e¥(Acos(t) + Bsin(t))
x(0) = 1 = e3 %(Acos(0) +Bsin(0)) =1 =A=1



X(5) =0 e3%(Acos(%) +Bsin(%)) =0= e B=0=B=0

Dolayisiyla cozm x(t) = e3 cos(t) olarak elde edilir.

Ornek Problem 254
TTZZX - % —2x = 0 dif denklemini x(0) = 1 x(1) = 10 baslangic sartlarini saglayan cozumunu bulun.
0°-29-2=0= 01 = 2 g2 = -1 ve cozum x(t) = c1e? + c,e~! olarak elde edilir.
X(0)=0=c1+Cr =1 X(1) = 10 = c1e2 1 + coe ! = 10 = 7.3891c; +0.3679¢c, = 10
Iki bilinmeyenli iki denklem c; ¢ cozlrse.
c1=1.373 ¢, =-0.3736 ve x(t) = 1.373e% - 0.373e!
olarak elde edilir.

Ornek Problem 255
% + 2x = 0 dif denklemini x(0) = 0 sartini saglayan cozumunu bulun.

q+2=0 =2g=-2 =x{t)=ce? x(0)=10=ce29=10 = ¢ =10cozum x(t) = 10e %
Ornek Problem 256

& _16x=0 x(1)=-2 =8q-16=0 x(t) = ce*

-2 =ceX Dt ¢ = ;—5 = -0.270 = x(t) = —0.27e2

Ornek Problem 257

‘("—:ZX — 6% + 9x = 0 dif denklemini x(0) = 1 ve x (0) = 10 Sartlar icin cozunuz.

Cozum: Karakteristik denklem ve koklerig? -6q+9 =0 — g; = 3 g2 = 3 yani kokler birbirine esit
(katli kok). Cozum x(t) = c1e% + c,e3 Seklinde degil, fakat x(t) = c1e% + c,te3 Seklindedir. Yani ilave
olarak bir t carpan gelmistir.

X(0) =1 =0c1e%4¢0e°=1 —>¢c1+0=1—>c¢c; =1

X(t) = 3c1% + coe3 + 3cotedt = e3(3cy + €2) + 3coted
X (0) = 10 = €9(3cy +C2) +3¢20e° = ¢, =7
Dolayisiyla cozum x(t) = €3 + 7te% Seklinde olacaktr.

Ornek Problem 258

X gEx | 100 gy _
x _gLx 4128 —8x =0

0°-602+129-8=0—>Q1 =2, g2 =2, Q3 = 2
X(t) = c1e? + cote? + cat?e?

Ornek Problem 259

d*x d®x d?x dx _
e + 16? + 96? + ZSGW +256x =0

q* + 1603 + 9602 + 2560 — 256 = 0 — q1 = -4, 02 = —4, 3 = -4 g% = -4

X(t) = cre™ + cote™ + cat2e 4 + cyt3e™



Ornek Problem 260

dSx d4x d3x d?x dx —
ﬁ _4F + 10? + 64@ +—247H +676x =0

q° - 49* +10q° + 64092 - 2474 +676 =0 — q1 =4, 2 =2+3j, 3 =2-3], Qa =2+3j, Q5 = 2 3j

X(t) = cre™ + c2e2t3 + c3e273 4 cyte2t3 4 c5te? 3
= c1e~ + e2(A; cos(3t) + B sin(3t)) + teZ(A, cos(3t) + B, sin(3t))

Ornek Problem 261

a2 )
o2 +25x  X(t)=7

02+25=0 — g1 = -5}, g2 = 5] = x(t) = c1e79t 4 ¢c,e%t = Acos(5t) + Bsin(5t)

Ornek Problem 262

d*x d®x d?x dx _
e + 16? + 96? + ZSGW +256x =0

q*+169° +960? + 2560 -256 =0 — q1 = -4, Q2 =4, 3 =4 ' =4 =
X(t) = cre™ + cote™ + cat2e 4 + cyt3e™

Ornek Problem 263
x4 188 L g1x = 0

dt dt?
q*+189°+81=0—0q1=3j, 92 =-3j, g3 =3j g* =-3j =

x(t) = Clefb’jt + czeffb’jt + t( C3e3jt + C4673j’[ ) _

A; cos(3t) + By sin(3t) + t( Az cos(3t) + B2sin(3t) )



Ozel cozumu bulma yontemi 1: L(D) operator yontemi

1
e o 1 - (D) -+ ldALID2 4 (DM + - .-
T 3(D)] 1+ o(D) -+ [ D) -+ [$(D)]* +
MDY 2 _ B ey 2
ey = | #0) +UDIE — (D) +
1 ) 1 )
D%y-3Dy+2y=4x> > [D>-3D+2]y=4x> > y:—Dz 3D +24X = 5+D’-3D 4x
1 1 1 1

— 4’ =——— 4’ =—1- O+ P> - + D' — .. Yx?

( D2-3Dj P 2( ’ ’ b

2l 1+ 5

(A21)

S %(4)(2 —D(Ax7) + D (4x7) — D (4x7) + D (4x7) - ..

D’-3D

D(4x%) = 4x° = % (D* -3D)4x” = %[D2 (4x%)-3D (4x%)]

D operatoru turev demektir. D? ikinci turev demektir. D*(4x%) ve 3D(4x?) ifadelerini teker teker
hesaplayalim.

d2
dx?

D?*4x* = 4x* =8

3D 4x?* = 3i(4x2) =24x
dx

Sonuc @(4X2):%(D24X2 -3D 4X2):%(8—24X)

2 2
Simdi de P 4x yi hesaplayalim

5 2
®ZZ(D ;’3Dj :%(D4_6D3+9D2)

D2 (4x?) :i(D“ -6D* +9D?)(4x?) :%9D2(4x2) =18

4x*nin ucuncu dorduncu turevleri sifir oldugundan D*(4x?), D*(4x?) sifir olacaktir.

Ayrica @°(4x%), ®*(4x?) lerde sifir olacaktir, cunku ucuncu dorduncu besinci ,,,, turevleri ihtiva
edeceklerdir.

(A21) denklemine tekrar donersek.

y=%(1—c1>+cp2 — @t - )4x? :%(4% —%(8—24X)+18)=2X2 +6X+7

2
Ozel cozum Yo = 2XT+6X+7
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olur. Bu ifadenin her iki yammin 2 e gore integrali alinirsa,
Dly= / vdr (4.32)

olur. (4.32) ifadesinden goriildiigi gibi D! bir integral operatériidiir.
Ornegin,
5 1 1.5 g% z?
D(z” + x) == 52° + 1, Dz 4"2})3F+?

dir. §imdi (4.26)" in ikinci yanmdaki B{(z) fonksiyonunun durumuna gore
v 0zel ¢coziiminiin nasil bulunacagun gorelim.

Teorem 4.4. [(D) sabit katsayih bir operatér ve L(a) # 0 olsun. Eer
(4.26) denkleminin sag yanindaki fonksiyon €** geklinde ise, (4.26)’in ozel

goziima,

1 ax
n= -L-(;)-ﬂ ('133)

seklindedir.

Teoremin ispat: kolay oldugundan okuyvucuya birakilmigtar.

Ornek. 4.16.
' -3y 2 =™

denkleminin genel ¢oziimiini bulunuz.

Coziim. Verilen denklemin homojen kissmmin  karakteristik denklemi
o —3a+2=0

scklindedir. Bu karvekteristik denklemin kokleri: a; = 1 ve ay = 2 dir.
Buna gore tamamlayici fonksivon

u = ¢re” + cge’™



dir. Ozel ¢oziim ise (4.33)’ e gore,

(D =3D+2u=e™

. 1 Tx
Y DE—3D 42"
. 1 T
30°

olarak bulunur. Boylece verilen denklemin genel ¢oziimii,

y=u+v
2
30

Tz

= c1e” + e + e

olur.

Eger (4.26) denkleminin sa vamndaki fonksiyon, yvani
B(z) = boz® +bia® ™ + -+ buy2 + by

seklinde ise, 1/L{D) operatorii seriye acihr. Bunun igin énce,

1 | 1

D) = % T #D) 5 e

seklinde yazilir. Genel matematik derslerinden bilindigi gibi,

L e 2 _ -
5] 1= o(D) + [¢(D))" — [¢(D)]" -+

ve
1
e i 1 (D) -+ [ (D)2 + [S(DY)? + - --
T 3D ¢(D) + |¢(D)]* -+ [¢(D)]
biciminde serive acihr. Buna gore (4.26)'in o6zel ¢oziimii,

i

0= 757 06) = Ell £ 6(D) + D £ [BO)+ 1B
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(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

formiiliinden bulunur.  B(z) polinomunun derecesi p oldugnndan (4.36)

ve (4.37) serilerini p vinci dereceye kadar yazmak yeterlidir,

serilerin p den daha bivuk dereceli lerimleri sifir olur.

Ciinkii bu



140 Boliim 4. Yiiksek Mertebeden Lineer Denklemler

Ornek. 4.17.
(D*4+ 9y =a—22 421

denkleminin genel ¢éziimiinid bulunuz,

Coziim.  Verilen denklemin homojen kismimm (yaui, (D? 4+ 9)u = 0
kisminin) karakteristik denklemi,

@ +9=0
olup, kékleri a; = 3¢ ve az = —3i dir. Buna gore tamamlayic1 fonksiyon,

% == €1 o83z 4 g sin 3a

olur. Simdi de
(P4 u=x®— 2% 42 -1

denkleminin ézel cozlimiinii bulalm. Bu denklemden v Dbilinmeyeni
cozilirse,

elde edilir. §imdi bu ifadeyi dnce 1/9 parantezine alip sonra seriye acalim,
hbu durumda

1

9

1 D\?* /D\* § s
mﬁ[l— g) +(3’) '""] (ﬂ: -2z +.L‘—1)

1

2—[:1:3—-22:2%1:—1--;-(6:1:-4)]

0zel ¢oziimi bulunur. Boylece genel ¢oziim,

Y =u+v

mclcm3x+msin3m+-;- (m3-2a:"+§—g)

dir.
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Teorem 4.5. L(D) sabit katsayili bir operatér ve f, x’in herhangi bir

fonksiyonu ise,
N 1 1

ax — .
oy @ =€ /@
olur. Burada « reel ya da kompleks sabittir.

Ornek. 4.18.

(4.39)

(D? =y = (a* + 222 + z + 6)e*
denkleminin genel ¢ozimiini bulunuz.
Cozliim. Verilen denklemin homojen kismin denklerni
(D? - 1)u =0

seklindedir. Bu denklemin karakteristik denklemi, ¢ — 1 =0 olup, kdkleri
ar = —1, az = 1 dir. Buma gére tamamlayic fonksiyon |

% = e " + e”
dir. Simdi v o6zel cbziimiinii bulalim,
(D? = 1)y == (2% + 22° + 2 -+ 6)e™

den

1
. E?Tl(‘”a + 222 4 2 + 6)e?®

yazilir, Teorem (4.5) den

v = o2 - — (2 + 222 + x4 6)

(D+2)2 -1
1
e 2 3 >
e D2+4D+3(x + 22° -+ x -+ 6)
bulunur. Buradan,
v e g2 > (z* + 22% + 2 + 6)

3 1+£‘§[—*LE
| 2 p ]
(1 . L”*_“’L (D “'”_‘m ..,.)(m“+&.:’+:a+ﬁ)

H
%

i

iﬂll-‘ iﬁll—‘ ﬂl‘-

e t’+ﬂz’+m+a--(ﬂw+4+m"+1&1 4)+9(43+sm+04 134)

a7
(20 (.r" + 2 i 14)
9

;l:
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azel coziimi bulunur. Buna gore, genel coziim

2
ymcle“‘+me'+6— (x3—2z2+1§~3:+ }i
3 3 9
geklindedir.
Simdi,

B(z) == e™® ve L(a) =0

olmasi halini ele alahm. Bu halde v 06zel ¢ozlimiinii bulmak icin teorem
(4.5) uygulanwr. L(a) = 0 ise a, L(D)nin kokiidiir. Eger, a, L(D) nin
k kath kokii ise, bu durumda,

L(D) = (D — a)*¥(D) (4.40)

seklinde carpanlara aynlabilir. Burada ¥(a) # 0 dir. Eger f(z) = 1 oldujn
kabul edilerek teorem (4.5) uygulamrsa,

e ] = IT—F‘“'l

LMYy 7 (D =a¥(D)"
1 1

NCEDE O

_e 1
" ¥(a) DF

elde edilir. Daha once 1/D nin integral operatorii oldugunu gormiistiik.
Buna gore, (1/D*) -1 demek 1’in k defa integrali alinacak demektir. Buna
gore yukaridaki egitlikte (1/D*) -1 yerine z*/k! yazlirsa

ax .k
leﬁlme x

L(D) V(a) k!

(4.41)

bulunur.

Orneck. 4.19.
(D=3 (D +2)y=e™

denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz,
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Coziim. Verilen denklemin homojen kisminin karakteristik denklemi
(a—3)%{(a+2)=0
olup, kokleri, a1 == ay = 3 ve ag == —2 dir. Buradan tamamlayici fonksiyon
u = (co + cr12)e™ + cpe ™"
olarak yazilir. Simdi 6zel goziimi bulalim.

(D - 3)4(D +2)v = ¥

den,
. I
V=D D"
1 :
== 3¢ !
mleh.—.—.—_l—.l
5° (D+3)-3)
¥ 5 1
=5 DT
2
. ¥ 3
10°

dzel coztimil bulunur. O halde genel goziim

y=utv
2

= (cp + clm)e"” + e - T—oe

3w
dir.

Teorem 4.6. L(D?®), D*nin sabit katsayili bir polinomu olsun. Eger
L(—=a3) # 0 ise,

L(L’) { ::z } B L(—1~a3) { :E;fr } (4.42)

olur. Burada o reel ya da kompleks sayidir.
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Ornek. 4.20.
(D® — D*)y == sin 3% -+ cos 5

denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Cozium. Karakteristik denklem,

olup, kokleri, a; = ag = ag = a4 = 0,a5 = —1,ag = 1 dir. Tamamlayic1
fonksiyon,

u = ¢y + 12 + 2 + 632 + c4e”” + cpe”
seklindedir. Ozel ¢oziin,

(D® — D% = sin 3z + cos 5a
1

O = m(ﬁinaﬂ? + WM)
denkleminden,
1
Y= Ds._msi“&"l‘ miﬂ‘msa::c
1 ; 1
— ﬁ———fﬂlll&!} -+ ANV I AN T ViY) CO8 O
(—(3)*)° = (—=(3)%) (—=(5)?)% = (=(5)%)
1 o 1
— —msmdz ~ 16950 CO8 T
olarak bulunur. Genel ¢oziim,
Y=t v
1 1
o 2 3 - R o —
o+ 1T+ 2% + c32” + ce”F + cpe” Bmsm&t 16950 Cos S
olarak elde edilir.

Eger, L(~a?) = 0 yada f(z) = aP(sin ax+cosaz) geklinde ise Teorem (4.6)
uygulanamaz. Bu durumda sinax ve cosaz fonksiyonlar yerine onlarin

tistel fonksiyonlar cinsinden degeri olan,
eiu.r +- ﬂ-'-in..l‘.'

max«-—-n——z---—,

sin ax == -
2i
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ifadeleri yazilir ve Teorem (4.5) den faydalambr.

Ornek. 4.21.
(D?+1)y =cosx

denkleminin genel ¢oziimiinil bulunuz.

Coziim. Verilen denklemin karakteristik denklemi
a®2+1=0
olup, kokleri, a1 = i,a2 = —i dir. Buradan tamamlayici fonksiyon
%= ¢ CO8% + C28INT

olarak bulunur. Simdi v 6zel goziimiinii bulahmm. L(D?) = D*+1 olup
L(—1) =0 dir. Bu nedenle Teorem (4.6) uygulanamaz. Bu nedenle cos z'in
iistel fonksiyon cinsinden kavgihgim yazacafhz. Bu durumda,

e‘l + e—'ﬂ
2

yazilir. Bu ifade verilen diferensiyel denklemde yerine yazilirsa,

COB T =

1
(D?+ 1)y = 5(8‘" +e7)

olur. Buradan, ’

vy g€ e
yaziir. Bu durumda f(2) == 1 kabul edilerek teorem (4.5) uygulanabilir.
Boylece,

B 1 1
v=3° (D+i)2+1 . F3 (D—i)2+1 !
1 1

3¢ Dryaip T2 D¥-2D
elde edilir. Her teritn paydasinin eglenigi ile carpilirsa,

1 . D?—2iD iz D?+ 2D

0= 3¢ prapi 1+ 3¢ prrapt
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olur. Bu operatorler seriye acilirsa,

v= -:-.“(D’ mﬂ)-ﬁ (1- LA ) 1o et p2ip)- L

2 407

elde ediliv. Buradan,

1
16°

=i2(2 4 diz)

v = 1 IF:"(}.'I." 2iD)x? + —

B T . 1
lﬁ (2 - 4w:)+16

=-(e ) - Z(ee - )

e *(D? + 2iD)a?

_Ml z
s 4cosa:+ 2sm:::

dzel goziimii bulunur. Genel céziim,

Yy=crcosx+ cgaina:+%cmx+-§siua:

olarak bulunur.

Ahstirmalar
Agagrdaki diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimiinii bulunuz.

L y"+3y +2y =6
(Cevap: y=cie™* + e 43)
2. y" = 10y + 25y == 302 + 3
(Cevap: y = c1€™* + caze™ + §z + §)
3. Wy ry=22—2
(Cevap: y=c1e™%* +cuue ™ + 22 — dar -+ ])
A. Y -+ 3y = ~4823e3*
(Cevap: y = c;mm+f‘23111f%+(—4a;2+44:—")e""’

5. ¢ -y = —
(Cevap: y = ¢1 + c9e® + 3x)
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6. ' —y + Jy =3+
(Cevap: y = c16%/2 + cyze™/? + 12+ 1a2e%/2)

7. ' + 4y = 3sin2z
(Cevap: y = c1 00822 + cz8in 2% — 3x cos 22)

8. ¢ — 2y + 5y = €* cos 2x
(Cevap: y = c1€” cos 2x + cp€” 8in 2 + Lre* sin 27)

9, ¢’ + 2y +y =sinz + 3cos2x
(Cevap: y = cie” + cpze™ — jcosz -+ i3 yin 2z — 35 c08 22 )

10. " +y = cosz —sin2x, y(r/2) =0, Y (x/2)=0 baglangi deder

problemini ¢ozinuz.

(Cevap: y = —gcosx — Fsinz -+ tesing + § sin 2)

4.4.1 Belirsiz Katsayilar Yontemi

Bu boliimde ikinci tarafi dzdes olarak sifir olmayan n.mertebeden sahit
katsayih lineer

L(D)y = (aoD" + s D™ b a1 D an)y = J (x) (4.43)

denkleminin 6zel ¢oziimiiniin  bulunmasi problemini tekrar ele alacagz.
Bundan éunceki boliimde operator yontemi ile (4.43) denkleminin oo
coziimlerinin nasil  bulundugunu gorditk. Belirsiz katsayilar  yonteini
operatér yontemine gore uygulanabildigi problemlerde daha kullamsh
bir yontemdir. Bu béliimde, f(x) fonksiyonunun asaghdaki ozel halleri igin
belirsiz katsayilar yontemini gorecegiz.

1. f(2) = Ae* olsun. Bu durumda dzel ¢oziin icin uygun form.
v == P’ ™

dir. Burada r; v 6zel ¢oziimiindeki her terimi u tamamlayic fonksiyon-
daki her terimden farkh yapacak sekilde segilen en kiiglik pozitil tam-
sayidir. Ozel c¢oziim igin segilen uygun  form, yani v = B’ ¢®*



Ozel cozumu bulma yontemi 2: Belirsiz Katsayilar yontemi

y'" -3y +2y:4X2 Burada y icin bir tahmin yapmak zorundayiz. Tahmini y ifadesi
y= Ax*+Bx +C seklindedir.
y'=2AXx+B,

y'=2A,

y' -3y +2y=4x

2A — 3 (2Ax+B)+2(Ax?+Bx +C)= 4x*
2AX* + (-6A+2B)x+(2A-3B+2C) = 4x
2A=4 > A=2

-6A+2B=0 -> B=6

2A-3B+2C=0 >C=7

y= Ax*+BXx +C= 2X°+6xX +7

2

y'"-3 y +2y= 3 Buraday icin bir tahmin y= Ae>

y'" - 3y' +2y=6e* Buraday icin bir tahmin y= Ae>

y'" - 3y' +2y= 7e® + 10e> Buraday icin bir tahmin y= Ae** + Be™

y'" - 3y" +2y= 15x3+7e? + 10e> Burada y icin bir tahmin y= Ae®* + Be™ +Cx*+Dx*+Ex+F

y" - 3y +2y=sin3x+c0s8x Buraday icin bir tahmin y= Asin 3t+B cos 3t+C sin8t+Dcos8t

y'" - 3y' +2y=e¥sin3x Buraday icin bir tahmin y= €% (Asin 3t+B cos 3t)
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6. ' —y + Jy =3+
(Cevap: y = c16%/2 + cyze™/? + 12+ 1a2e%/2)

7. ' + 4y = 3sin2z
(Cevap: y = c1 00822 + cz8in 2% — 3x cos 22)

8. ¢ — 2y + 5y = €* cos 2x
(Cevap: y = c1€” cos 2x + cp€” 8in 2 + Lre* sin 27)

9, ¢’ + 2y +y =sinz + 3cos2x
(Cevap: y = cie” + cpze™ — jcosz -+ i3 yin 2z — 35 c08 22 )

10. " +y = cosz —sin2x, y(r/2) =0, Y (x/2)=0 baglangi deder

problemini ¢ozinuz.

(Cevap: y = —gcosx — Fsinz -+ tesing + § sin 2)

4.4.1 Belirsiz Katsayilar Yontemi

Bu boliimde ikinci tarafi dzdes olarak sifir olmayan n.mertebeden sahit
katsayih lineer

L(D)y = (aoD" + s D™ b a1 D an)y = J (x) (4.43)

denkleminin 6zel ¢oziimiiniin  bulunmasi problemini tekrar ele alacagz.
Bundan éunceki boliimde operator yontemi ile (4.43) denkleminin oo
coziimlerinin nasil  bulundugunu gorditk. Belirsiz katsayilar  yonteini
operatér yontemine gore uygulanabildigi problemlerde daha kullamsh
bir yontemdir. Bu béliimde, f(x) fonksiyonunun asaghdaki ozel halleri igin
belirsiz katsayilar yontemini gorecegiz.

1. f(2) = Ae* olsun. Bu durumda dzel ¢oziin icin uygun form.
v == P’ ™

dir. Burada r; v 6zel ¢oziimiindeki her terimi u tamamlayic fonksiyon-
daki her terimden farkh yapacak sekilde segilen en kiiglik pozitil tam-
sayidir. Ozel c¢oziim igin segilen uygun  form, yani v = B’ ¢®*
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fonksiyonu (4.43) denkleminin bir ¢bziimii olacagindan v ve tiirevieri
(4.43) denkleminde yerine yazihr ve x degiskeninin aym kuvvetten olan
katsayilar: birbivine egitlenirse 3 sabiti bulunur. Béylece, (4.43) den-
kleminin keyfi parametreden bagumsiz dzel coziimis bulunmus olur.

f(z) = box™ + bja™ 1 + -+ + by olsun. Bu durumda ézel ¢éziim icin
uygun form v = Aga"” + Apx""t -+ ... + A, dir. (4.43) denkleminde
v ve turevleri yerine yazihr ve 2 deffigkeninin ayni kuvvetten olan kat-
sayllar birbirine esitlenirse =" igin @,Ap = by, by # 0 elde edilir.
Buradan Ag = by/a, bulunur. Aym yolla Ay, Ag,..., A, sabitleri
de 271,272, . 2% terimlerinin katsayilarmdan hesaplanir.  Egor
(4.43) denkleminin homojen kisminn ¢Ozumii bir sabitse, A9 buluna-
maz. Bu durumda, v dzel ¢oziimiiniin derecesi bir artirlarak + -+ 1
olarak alinir. Daha genel olarak, eger 0 (sifir) karakteristik denklemin
s—kath kokii ise v i¢in uygun form

v=a*(Aox" + A"t .. 4 4,)

seklinde olur.

. Eger f(z) = ¢**(box™ + bia™! + - -+ 4 b,) seklinde ise, v izel ¢Ozlimii

icin uygun form,
v '™ (Agx” + A"l 4 - A,)

seklinde olacaktir.

. Bger f(z) = e (box” 4 byz*~1 4 - 4 b,){ SHEERS } seklinde ise, v

Cos fBx.
ozel ¢ozin icin uygun form,

v =2* | (Aox” + Ay 4.+ A, )cos fz
+ e (Box" - Bya""! + - .- + B,)sin az]

seklinde olacaktir.
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Ornek. 4.22.
Y —y =2z + 3

denkleminin genel ¢oziimiini bulunuz.

Coziim. Verilen denklemin karekteristik denklemi
a ~1=:0
olup, kokleri, a1 =1 ve ay = —1 dir. Béylece tamamlayici founksiyon
U= C1€° + e *

dir. Simdi 6zel ¢oziimii bulalim. Verilen denklem icin ikinci taraf bir polinom
oldugundan 6zel ¢oziim i¢in uygun form,

v =0a+ bx 4+ ce?
olarak alinabiliv. Bu tahmini 6zel ¢oztimiin tiirevleri,
vV =b+2cx, ' =2
dir. v ve tiirevleri verilen denklemde yerine yazihirsa,
y' =y = (2c~a) - bz — cz® = 2+ 32,
elde edilir. z degigkeninin aym kuvvetten olan katsayilar: esitlenirse,

2¢ - a == 0,
-b = 1,
~c=3

denklem gistemi bulunur. Bu denklem sistemi coziiliirse, a = —6, b = —1
ve ¢ = -3 bulunur. Buradan dzel goziim,

= =6 — 2 — 32
olarak bulunur. Boylece genel ¢oziim,

y=u-t+v
=¢16” + 22" — (6 + & + 3°)

olur.
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Ornck. 4.23.
y" — 3y 4 2y = 2 4 €¥ -+ 2xe” + 4e™
denkleminin genel ¢oziimiinii bulunuz.
Coziim. Verilen denklemin homojen kisnunm karekteristik denklemsi
a2 -3a+2=0
olup, kokleri, aq == 1 ve ag = 2 dir. Bdylece tamalayici fonksiyon,
w = et F e

olur. Simdi 6zel ¢ziimii bulalim. Verilen denklemin sag tarafindaki herbir
fonksiyon icin tahmini ézcl goziimler gu gekildedir.

2¢? icin tahmini ozel ¢oziim Az? + Bz + C
dir. Benzer gekilde,
¢* igin tahmini iizél ¢oziim Ge*
dir. Benzer sckilde,
2xe” igin tahmini Gzel giizi’im Fze* 4- Fe*
dir. Yine benzer sekilde,
| 4¢3 icin tahmini ozel ¢iziim De™

olur. ¢* icin tahmini 6zel ¢coziim 2xe® igin onerilen tahmini ¢éziimiin iginde
oldugundan bu iki tahmini ¢éziim birlegtirilebilir. Boylece € ve 2xe® igiu
tahmini ozel cozum

Exe” + Fe*
olarak alinabiliv. Fakat e* terimi tamamlayic fonksiyonda oldugundan ¢*
ve 2z¢” icin tahmini ozel ¢oziimi

x(Fze” -+ Fe*)



151

olarak almalyiz. Boylece verilen denklemin tahmini 6zel ¢oziimu
v = Az? + Bz + C' + De* 4 Ex*e® + Fxe” (4.44)
olarak alinabilir. Buradan,

o = 2Ax + B + 3De™  [a?e® + 2Fxe* + Fxe® + Fe* (4.45)
o = 2A + 9De>* + Ex?e® + dExe” 4 2Fe” + Fxe®™ +2Fe®  (4.46)

elde edilir. (4.44), (4.45) ve (4.46) ifadeleri verilen diferensiyvel denklemde
yerine yazibrsa,

{2A + 9De* -+ Ex?e® + 4Eze® + 2Ee® -+ Fae® + 2Fe*}
— 3{2Az - B+ 3De* + Ex*¢® + 2Exe” + Fae* + Fe*}
+2{Az? 4 Bz + C + De* + Ex?¢® + Fxe”}

= 297 . €% + 2pe” + 4™

olur Gerekli diizenlemeler vapilirsa,

{(2A — 3B - 2C) + (2B — 6 A)x + 2Az* + 2De*
+ (=2E)xe” + (2F — [)e*}
= 222 + ¢ | 2xe® + 4™

elde edilir. Benzer terumlerin katsayilan egitlenirse,

2A—-3B 4 2C =0,
2B - 6A =0,
2A = 2,

2D =4,

—2F == 2,
2E —~ F = 1

lineer deklem sistemi elde dilir. Bu denklem sistemi ¢oziilirse,

A, ol cm;, Dalt. Beosoll we
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bulunur. Bu degerler (4.44) de yerine yazilirsa,

v = 2% + 32 + -é- 1 2% — 2%e* — 3ze® (4.47)

ozel ¢oziimu bulunur. Boylece genel ¢oziim

y=u-iv
= ¢16® + e + 22 4+ 32 4+ -; 4 26% — 2%¢® — 3x¢*
olarak elde edilir.
Ornek. 4.24.

(D? - 3D + 2)y = 2sinz

denklemninin genel ¢oziimiinui bulunuz.

Coéziim. Verilen denklemin karekteristik denklemi
6? -3 +2=0

olup, kokleri, ay = 1 ve ag = 2 dir. Bdylece tamamlayic1 fonksiyon
u = c1e® + e

dir. Simdi 6zel coziimii bulalim. Verilen denklemin ikinci yam trigonometrik
bir fonksiyon oldugundan ozel ¢coziim i¢in uygun form,

= Asinx 4+ Beosz
olarak alinabilir. Bu tahimini dzel ¢oziimiin tiirevleri,
v’ == Acosx — Bsinz, 1" =—Asinz - Bceosx
dir. © ve tiirevleri verilen denklemde yerine yazilirsa,

(—Asginz — Beosa) — 3(Acosa — Bsinz) + 2(Asinz + Beosx) = 2sinz,
(A+ 3B)sinx + (B — 3A)cosz = 2sina
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elde edilir.  Kargihkh olarak aym tiirden olan terimlerin lkatsayilar
egitlenirse,

A-+3B =2,

B-3A=0

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi géziiliirse, A = ¢, ve B = §
bulunur. Buradan 6zel ¢oziim,

I . 3
vmgmnx+3msz
olur. Boylece genel ¢oziim,
y=ut+v
T 2z , 1 . 3
= e + 3¢ +-5-sma:+§cusa:

olur.

Ornek. 4.25. *
y & + " = 322 + 4sinz — 2cosx

denkleminin genel ¢oziimiint bulunz.

Coziim. Verilen denklemin homojen kisminin karakteristik denklemi
at+a=0

olup, kokleri, a3 = a2 =0, ag=-1 ve aq4=1i dir. Boylece tamalayic
fonksivon,
U =0+ %+ 38ingy 4 c4Co8x

olur. Simdi ozel ¢oziimii bulahm. Verilen denklemin sag tarafindaki her bir
fonksiyon icin tahmini 6zel ¢oziim gu sekildedir:

322 icin tahmini 6zel coziim Az? 4 Bz + C olmaldur,
fakat tamamlayici fonksiyonda 1 ve 2 oldugundan

32? ifadesinin tahmini dzel ¢oziimii 22(Az? + Bz + C)
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olmaldir.

4sinx — 2c08 2z icin tahmini 6zel cézlim Dsinx + Fcosz olmaldir,
fakat tamamlayica fonksiyonda sinr ve cosz oldugundan

4sinz — 2cosz icin tahmini ozel ¢oziim x(Dsina + Fcosz)
olmalidir. Boylece verilen denklemin tahmini 6zel goziimii
v = 2%(Az® + B2 + C) + 2(Dsinz -+ E cos )
= Azt + Ba® + C2® + Dzsine + Excosz
olarak alinabiliv. Buradan,
v = 4A2% 4 3Ba% + 2Cx + Dxcosz + Dsina — Exsinx + Ecosz,
v = 12A2% + 6Bz + 2C ~ Dxsinz + 2D cosx — Ex cosx — 2E sin z,
" = 2 Ax 4 6B — Daxcosx — 3Dsinz + Ezsinz — 3F cos z,
v = 24A4 Dasinz — 4Dcosx + Excosz +4Esinz

tirevlieri hesap edilir. v ve tiirevieri verilen denklemde yerine yazilirsa,

244 - Dasing —4D cosx + Frcosx +4Esinx + 12422
4+ 6Bx 4+ 2C — Dasina 4+ 2D cosx — Freosa — 2K gina

= 328 4-4sinz — 2cosx
olur. Benzer terimleri birlestirirsek,
WUA+20 + 12A22 +- 682 — 2D cosz + 2E sinx = 322 4 Asiny - 2cosx

clde edilir. Benzer terimlerin katsayilan egitlenirse,

24A +2C =0,
6B =0,
124 = 3,

Y T
oF =4

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziillirse,



A=%, B=0, C=-3, D=1, ve E=2
bulunur. Bu degerler,
v = Az + Ba® + C2? + Dasinz + Ex cosz
denkleminde yerine vazilirsa,
U= lz:" — 32 + zsinz + 2w cosw

4

ozel coziimi bulunur. Boylece genel ¢oziim

Y= u-tv
: 1 :
= ¢; + 32 + e3sinT 4 ¢y 008 T + Z:.r:‘ — 822 +xsinz + 2cosx
olarak elde edilir.
Ahsgtirmalar

Agaghdaki diferensiyel denklemlerin genel cézlimiinii bulunuz.

1. " =3y + 2y = 4x?

(Cevap: y = c1e” -+ cae® + 202 + 6z + 7)
2. ¥+ 2y + By == 6sin2x + Tcos 22

(Cevap: y == e"*(c) 8in 2% -+ ¢3 cos 2t) + 28in 22 — cos 2x)
3. ¢ 4+ 2y + dy = cosdx

(Cevap: y == e*(c1sinv3a + ¢ cosv/3x) + Side — Jcondx)
4. " + ¢+ 3y — 5y = 5sin2x -+ 1022 — 3z 4 7

(Cevap: y = ci1e” + e *(cg 8in 22 -+ ¢3 cos 2)

- R AR -t - - )
5 ¢ +y — 6y = 10e** — 18e¥* — G — 11

(Cevap: y = ¢1€% + o™ ¥ + 2we?® — 3e3% 4 o 4 92)

155
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10.

Y by =222 4 dsina

(Cevap: y == ¢; + ¢z8inz + cacosx | - — 4z — 2rsinz)

oY = 6y 4 11y = Gy = ze* ~ 4e?* 4 Ge¥®

(Cevap: y = c1€* + 22 + c3¢¥* + 4”3.1“: + —“f: + dze® 4 et*)

Y+ 4y = 1222 — 162 cos 22

(Cevap: y = ¢ sin2x+mcw2z+3zﬂ—i}—2:n’sin2w—xm2x)

Yy 4 2" — 3y = 1822 + 16xe” + 4¢3 — 9

(Cevap: y = ci + 22 + cae” 4 cye™F — 2 422
~ 122 + 202%* — 9ze* + &7 )

Y A4y 4 13y == Bsin2a, »(0) == 1, ¢(0) = -2
baglangic deger problemini coziintiz.

(Cevap: y = g5 [e"% (—22832 4 3708 82) + 9sin 2z — 8cos 27])



Ozel cozumu bulma yontemi 3: Sabitlerin Degisimi yontemi
Homojen cozumde bulunan sabitler degisken varsayilarak ozel cozum elde edilir.

(D" +ayD™ ' oot @py D + )y = B(z)
(aD" + a1 D" + -+ ap1 D+ an)y =0

diff denkleminin homojen cozumu

u=cfi +afa+- 4 cufn

olsun.
Asagidaki denklemleri olusturun

Afitcafat +fa=0
AN +afit ot fa=0

R T T TR I R R L]

AP+ G 4+ gD =0
AF P D 4 g g = BE)

ag
C1’, Cz’, C3’, C4’ cozulur.
Integraller alinarak C;, C,, C3, C4 hesaplanir.

Ornek:
y" -3y +2y=4x>

X

homojen cozum y=C; e**+ Cye*, fi=e™, fh=¢, fi=2¢", fr=c¢

Ci i+ CH=0 (1)

Ci fi+C b=4x> (2)

(1) nolu denklemden Cll yu cek (2) de yerine koy
Ci=C, i/ f),

(- Co £/ 1) fi + Cs 5 =4x

Co (B i+ £ )= 4x>

- f1'/ fi + le = -e"2e” /™ +e"=¢"

Cy (-e))= 4x>

Cy = 4x(-e") = - 4x>e™

Bu degeri yerine koyarak

Ci=-C, B/ fi= (- 4x* ™) &* [e¥ = 4x* ™

2
R [ 2r 2
re™dr =" | — - — + —
_ a a a

C2'= S 4x%e™

x* 2X 2 j
— +
-1 (-1)* (-1’

C,= J(— 4x* e )dx =- 4_[ x? e*dx =- 4e"‘(—

) 2 2
C, =4x"e™



2
C = j4x2 e?dx = 4JX2 e dx = e X _ 2X2 L2 3
-2 (-2 (2

y=Cie**+C, ¢
oldugundan C1 ve C2 yerlerine konularak

y0:4e-2x(x2 B 2X2 + 2 3jezx+(_4)e-x(X_2_ 2X2 N 2 3Jex
-2 (2 (2 1 (-1)® (=)

2

[ X2 2xX 2 ] (X 2x 2 ]
Yo=4 B 2+ ol ik B >t 3
-2 (=2) (-2) 1 (=1 (-]

Vo =2X> +6x+7
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6. " 4 of =222 +4sinz
(Cevap: y == ¢; -+ ¢z8inz + cycosx + & — 4z — 2z sin z)
7. " = 6y’ + 11y — 6y = ze* — 4e%* 4 Ge¥*
(Cevap: y = c1€* + c2e** + cae™ + 4‘%': + 3 4 4 4 t®)
8. ¢ + 4y = 1222 — 162 cos 22
(Cevap: y = ¢; sin 2z + ¢z c08 2z + 322 — 3 — 2¢? sin 22 — 2 cos 2r)
9. ¢y 4 29" — 3y = 1822 + 16ze” + de3* — 9
(Cevap: y = ¢ + a7 + cae® + cye ™% — & — 422
~ B4 4 222¢* — 9ze* + )
10, ¢ 4 4y + 13y = Bsin 2z, ¢(0) =1, ¢ (0) = -2
baglangic deger problemini coziiniz.
(Cevap: y == g5 [e72* (— 2223 4 37cos82) + 9sin 2z — 8cos2z))

4.4.2 Parametrelerin Degigimi Yontemi
Bu bolitnde,

(D™ + a1 D" Voo by D + ap)y = B(z) (4.48)

lineer diferensiyel denkleminin, homojen kismmun bir ¢oziimii bilindiginde
6zel goziimiiniin nasil bulunacagini girecegiz. Bagka bir ifadeyle, (4.48)
denkleminin tamamlayici fonksiyonu bilindiginde 6zel ¢éziimiiniin nasil bu-
lunacagun  aragtiracaghz. Bu  Ozel ¢ozimii  aragtinirken tamamlayics
fonksiyonu kullanacagiz. Bu yontem Belirsiz Kalsayilar yénteminden daha
genel bir yontemdir. Ancak baz durumlarda hesaplanmasi zor integrallerle
kargilagilabilir. Simdi bu yontemi acgilayalim:

lln'»-»ﬂ1f1+¢2f2+”'+(‘ﬂfn (4-49)

fonksiyonu (4.48) denkleminin homojen kisminmin tamamlayicr fonksiyonu
olsun, Yani :
(a0D™ + a1 D™ + -+ @y D + an)y = 0 (4.50)
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lineer denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu ¢oziimiin (4.48) denkleminin G&zel
bir ¢coziimii olabilmesi igin ¢, (¢ = 1,2,...,n) lerin nasil birer fonksiyon
olabileceklerini inceleyelim. (4.49) ifadesinde ¢;, (3 = 1,2,...,n) fonksiy-
onlarnni once sabit, sonra degigken kabul ederek tiirev alalim, bu durumda,

v =lefi+afit - +onfa] + Sy + Gfat A G fal (4.51)

0

=

elde edilir. (4.49) fonksiyonu (4.50) denkleminin bir gbziimii oldugfundan
(4.51) ifadesinin sag yanmndaki ikinci parantezin igcindeki terim sifir. olur.
Yani

dfi+chfat -+ fn=0 (4.52)

olur. Bu durumda,
8

u=afiftcfit+ - +eanfs (4.53)

olur. Bu denklemin yukandakine benzer sekilde (4.49) fonksiyonunun
ikinci tiirevini hesaplayabilmek icin (4.53) denkleminde ¢;, (i = 1,2,...,n)
fonksiyonlarini once sabit, sonra degisken kabul ederek tiirev alalim,

u' =lafftaf’ el A A ++ ] (4.54)

0

olur. Tkinci i)aramezin i¢ci yine sifir olacaktir. Ciinkii (4.49) fonksiyonu
(4.50) denkleminin bir ¢éziimiidiir. Boylece,

w=c ff +eafd + 0 +eafy (4.55)

elde edilir. Bu gekilde devam edilerek ¢, (¢ = 1,2,...,n) lerin tiirevlerinin
oldugu terimlerin toplam sifir olan n — 1 tane denklem elde edilir. Fakat
bizim ¢, (¢ = 1,2,...,n) gibi n tane bilinmeyenimiz var, n — 1 denklemden
n bilinmeyeni ¢ozemeyiz, bu nedenle bir denkleme daha ihtiyacimiz var. Bu
denklemi de wu ve tiirevlerini yani (4.53), (4.35) ,..., ile u nun n. tirevi
alinarak elde edilen

u* = af{V a4 A eafH SV 4 0D (4.56)
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ifadelerini (4.48) de yerine yazar ve (4.49) fonksiyonunu (4.50) denkleminin
bir ¢éziimii nlduﬁ;unu kabul ederek,
_ B(z)

GED g0 4 gD = x
geklinde elde ederiz. Boylece clde edilen n tane denklemin olusturdugu,
Afitcrfat  + fa=0

AI 4GSt bl =
................................ (4.58)

(4.57)

AR+ T 4 gD =

A D111 B

- denklem sisteminden ¢, ¢, ..., ¢, bilinmeyenleri ¢oziiliir ve integralleri
almusa, ¢;, (i:1,2,...,n) bulunur. Bu degetler (4.49) de yerine ynzilirsa,
(4.48) denkleminin keyfi sabit icermeyen ézel ¢oziimii bulunmug olur. (4.49)

fonksiyonu baglangigta 6zel bir ¢oziim kabul edildigi icin keyfi sabit icermesz,
yani ¢;, (i-=1,2,...,n) ler igin integral alinirken keyfi sabit eklenmez.

Ornck. 4.26.
V' +y=secx, 0<z < /2

denkleminin genel ¢céziimini bulunuz.

Coziim. Once verilen denklemin tamamlayvici fonksiyonunu bulalim. Karak-
teristik denklem
a?41:20

olup, kokleri a; =14, ag = —i dir. Boylece tamamlayicy fonksiyon
%= Ceo8x -+ y8ing

olarak bulunur. §imdi (4.58) denklem sistemini olugturalim, boylece
dycosz + dysina = 0

~¢} 8inz + ¢ cos = sec
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denklem sistemi bulunur. Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden
¢y =—tanz ve =1

bulunur. Bu ifadelerin integralleri alinirsa,
¢p =In(cosz) ve ==

bulunur. Buna.gore verilen denklemin 6zel ¢dziimil
v = In{cosx) cosz + zsinz

dir. Genel coziim ise

y=u-tv
=z ¢1 co82 + casinx + In(cosz) cosx + zsinz
seklinde elde edilir.

Ornek. 4.27.
Y’ — 4y +dy = **(z + 1) + (4.59)

denkleminin genel coziimiinii bulunuz.

Cozilim. Karakteristik denklem,
a?—-4a+4=0
olup, kokleri a; = ag = 2 dir. Boylece tamamlayic1 fonksiyon
u == 8% + cgre® (4.60)
olur. Simdi (4.58) denklem sistemini olugturalim, béylece,

che*® + e = ()
2, €** + ch(e® + 2xe®) = e**(z + 1)

denklem sistemi bulunur. Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden ¢} = —x—a?
ve ¢ =z + 1 elde edilir. Eger bu ifadelerin integralleri alinirsa,

12 134 oy ]
¢= -2~z ve o;-a:i—zz’



160 Boliim 4. Yiiksek Mertebeden Lineer Denklemler

bulunur. Buna gore verilen denklemin 6zel ¢oziimii

1, 1 1.\ o
v—-( 5% 3z)e"+(x+2z)we"'
Ll aggy. 1 g2,

—23:’& +6zez'

olarak bulunur. Genel ¢oziim ise

Cy=utv

= 1% + cze®® + %:c’e" + %a;ae“
seklinde elde edilir.

Ornek. 4.28. 3 —2¢y” —21y — 18y = 3+4e~* denkleminin genel ¢oziimiinii
bulunuz.

Coziim. Karekteristik denklem wve kdkleri
a®-2a°-21a—-18=0 = a;=-8, ap=—1, a3 =6
geklindedir. Boylece tamalayic: fonksiyon
u=cre™¥ + ezt + cge®
olarak elde edilir. §imdi (4.58) denklem sistemini olugturahm. Bu durumda

e +che™ +che® =0
9cie ™ + che™? + 36¢4e® = 3 + 4e™

seklinde lineer denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

o = BHae)Te) -, Brae)(-9¢¥) |, (3+der)2et)
. 126¢2 - 1262 . - 1262

elde edilir. Eger bu ifadelerin integralleri alinirsa

o= [CHENIT) o & [(3e 4 4kt = (e 426
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~t 3t * ’
= /(3“;’2615,9" dip = — 14j(3e*+4)&=-fz(3e*+4t)

(3+4e7)(2e74)

1 1 4
—G¢ —Tt — O LTt
Cc3 = 362 ﬁ3./(313 +4e™ ")dt 63( 5¢ e ")

7
coziimleri elde edilir. Buna gore verilen denklemin 6zel ¢oziimii

v=cre” + cze”t + cze®

o i(ea+2e”)e"3‘ (3e‘+4t) -t_l__(_l -8t 4 —Tt)e

" 2 a
1.5 e 2, -
=-gt1e® ~ 7%

olarak bulunur. Boylece genel ¢oziim

y=u+v

1 5 2
= g1e” - + (g8 +cse 6+49 7te.
geklinde elde edilir.
Aligtirmalar

Asagdaki diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimiinii bulunuz.
1. Y +y=cotz
(Cevap: y = c18inz + caco8% + (sinaf)[ln lescx — cot z||)
2. ¢ + 4y = sec? 2z
(Cevap: y = c1 8in 2% + ¢z cos 2z + U2 (In |sec 2z + tan 2z|] — 3)
. " -2/ +y=2e"Inz, (z>0)
(Cevap: y=cle’+cz:re'-%£+‘l'%h‘)
4. ' -2y + y = e arcsinz

(Cevap: y = c16® + caze® + épinz 4 £e"yaing 4 Jne"yl-a%)
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5 ¢+ 3+ 2y =1/(1 + ¢*)
(Cevap: y = c1e™" + 2% + (7% + £~ %) [In(1 + %))

6. " +y=1/(1+sinz)
(Cevap: y = ¢y sinz + c3co8z + (sin z) [In(1 +sinz)] — ccosz — ﬂ‘-zﬁt;)

7. Y + y =seca
(Cevap: y = cjcosz + ¢zsinz + 2sinz + cosz In |cos|)
8. Y+ y==sinz
(Cevap: y=c1cosz + c2s8inz - 3z cosz)

9. v +y=cos?x
(Cevap: y=cjcosa+cpsing + § — § cos2z)



Diferansiyel Denklem Sistemleri

Tomm 9.1. Bir diferensiyel denkl temi: iki yo da daha foda
diferensiyel denklemden meydana gelir ve iki yo da daha fazla soyrdaki
bagimls deffigkenlerin bir tek bajimsiz deffigkene gbre turevlerini igerirler.

8% = —6x+ 3y
3%*—-7::—@

-2+ y -7 =4

-y +42' =t

z+y -7 =t+2

Yukaridaki diff denklmeler birer lineer dif denklem
sistemidirler.

Operator Yontemi ile Cozum.

Ornek 348)

g—12x=0, d—X—?)y =0
dt dt

denklem sistemini cozun.

Cozum.

Denklemi D operatorleri ile yazalim.
Dy-12x=0,
Dx-3y=0

Denklemi iki bilinmeyenli iki denklem gibi dusunerek
cozeriz.
Dy-12x=0,===> |, _Dy
12
x in bu degerini ikinci denklemde yerine koyalim.
Dx-3y=0
DDy -3y=0, ==> D%y-36y=0;
12
Bu da bildigimiz turden bir diff denklemdir ve
cozebiliriz.
d2
=Y _36y =0,
dt

karakteristik denklem. a2-36=0, =6, 0,=-6

y(t)=C, 66t +C, 6_6t

Bulunan bu y degeri ilk denklemde yerine konursa

6t -6t

X:Di: D(C " +C,e ):Li(cl e +C,e™)

12 12 12 dt
1 C C

— 2 (C 6e + S6)e ) = —L bt 2 o6t

12(C1e C,(-6)e™) ze 2e

C, g

C
X(t) =—- ¢ -
® > 3

Ornek. 9.3.
Pd=3r—-y-1
=24+ y+4e
sisteminin genel ¢éziumiinii bulunuz.
X' = d—X = DX, ': —y = y
dt t
x'=3x-y-1,
y'=x+y+4e'

operator D ile diff denklemleri yazalim
Dx=3x-y-1
Dy=x+y+4¢'
(D=3)r+py =-1
—r +(D-1)y=4¢

Dx-3x+y=-1
- X + Dy-y = 4¢'
(D-3)x + y=-1

x+(D-1)y=4¢'
Iki bilinmeyenli iki denklem gibi dusunebiliriz.
ax+by=p
cx+dy=q
seklinde dusunup x ve y yi hesaplamaliyiz.

ilk denklemden y yi cekelim
=1-(D-3)x
ikinci denklemde yerine koy
x+(D-1) [ -1-(D-3)x] =4¢'
x-(D-1)1- (D-1)(D-3)x=4¢'

not: (D—I)I:%I-IXI:O—l

x+1- [D’x - 4Dx+3x ] =4¢'

1- [D*x- 4Dx+4x]=4¢'

1- [D*x- 4Dx+4x]=4¢"

1- (D-2)* x=4¢'

(D-2)*x =1-4¢' (567)

Benzer sekilde y ye bagl;iifade elde edebiliriz.
ilk denklemden

(D-3)x =-y-1 ------ -y-1
D-3

X = )

ikincide yerine koy

-y -1 t
—-——+(D-l)yy=4

D3 (D-Dy =4e
y+1 (D-3)D-Dy _, .
D-3 D-3
y+1+(D-3)(D-1)y = (D-3)e"
y+1+D?y-4Dy +3y = (D-3)4e'
D’y -4Dy + 4y = —1+ (D - 3)4e'

Burada (D-3)4¢', yi acalim
(D-3)4e' =4(D-3)e' =4(De' -3e') =4(e' -3e') =—8e'
yerine konulursa



(D-2)’y=—1-8e'
(D?- 4y+4)y = -1 -8¢'

Burada diff denklemi bilinen yontemlerle cozebiliriz.
(D?- 4y+4)y = -1 -8¢'

y"-4 y'+4y=-1 -8¢'

homojen cozum

a’-4a+4=0, a=2, a=2 (katli kok)

yi=C; e +Cyte™

ozel cozum icin Belirsiz katsayilar yontemini
uygulayalim.

y"-4 y+dy=-1ve y"-4y+dy=-8e'
cozumlerini bulmaliyiz.

-1 icin y=AX0=A

-8 ¢'icin y= Be'

y=A+ Be', y'=Be', y"=Be'

y"-4 y'+dy=-1 -8e'

Be'-4 Be' +4 (A+ Be")=-1 -8¢'

Be' +4A=-1-8¢'

B=-8, 4A=-1, A=-1/4,

ozel cozum y,=A+B e'=-1/4 -8 ¢'

genel cozum=homojen cozum+ozel cozum

y=C; e +Cyte® -1/4 -8 ¢' (661)

x 1 bulmak icin bulunan ya (567) cozulur. Veya (661)
de bulunan ilk denklemde yerine konur.

x hesaplanir.

y‘=x+y+4et

x=y'-y-4e'

y=C; e +Cote-1/4 -8 ¢'

y'=2C, e* +C, (¥ +2t ) -8 &'

x=y'-y-4e'

x=(2C; &*' + C, (¢ +2t ¢*) -8 ¢')-
(Cre® +Crte™-1/4-8¢") - 4e'

x=e"(2 C+ C, - C)) + t e (2C,-Cy)
8e'+1/4+8¢' - 4e' =

x=e"(Ci- Cy) + t & Cy+1/4 - 4¢'

Ornek. 9.4.

Dr+D:=#
2r+ D%y =¢
=2Dr~2y+ (D+1)z=0

denklemde x ve z yok edilirse
DD+ D* ~ 1)y =4e' — %% — 4¢

elde edilir. Bu diff denklem bilinenyontemle cozulur.
Bulunan y degeri denklemde yerine konur z ve z
hesaplanir.



Alstirmalar

Agagidaki diferensiyel denklem sisteinlerini ¢iziiniiz,

= —_ = ( .' “ ,"
N Dr=2r-y : (C‘evap: r=ce! + eate )

Dy=ux Y= (c| —)e! + caotel
Dr==-y+t _ r=epcost+casint +¢4+1
% Dy=.r-—t ' (Ce\‘np. y=csint —cpeost+t—1

(D +58)z-2y=0
-2+ (D?+2)y=0 '
(C‘emp' z = &c1slnt+1}ozcmt-2¢aﬂinm-2&l¢mm )

3.

y = ¢y sint + ¢y cost + cy sin V6t + ¢4 cos VBE

Dicr=4y+et
Diy=4dz—-¢ '
——— & = c10% + g2 + c38in 2t + cqcos 2t + c‘)
vap: y = c1e® + e — cysin2t — cyc082t — pet

4.

Dz + D%y = ¥ ,

(D+ 1)+ (D—1)y=de*

(CP . T == ¢ —cgco8t + css8ini + e )
s y=c1+casint + cycost — e¥

5.

(D*-1)z—-y=0
(D-1)x+Dy=0 '
z =c1et + e cos -‘?t + cze~t2 sin ’@t )

(Cemp: - (-—203 _ ,4;03) e~*/2 cos Y3t + (’?m - ic:) e~t/3 gin 3¢

6.



2Dz -5z + Dy =¢* | . x=cre¥ 4 det
" Dr-z+Dy=5* (Cm'" y =—fcie® + o3+ et

(D-Dz+(D*+1)y=1

5 (D* -z + (D+1)y=2
‘ . =01+t +cset + et — 32
(Cmp' y=(c1 —cat)+(ca+ )t +cee™ = §#2
Dr=y

9. Dy=sz ;
Di=zx

T = cre' -+ cee P gin 228 + cae~ 2 cos Kt
Covap: ¥ = cre’ + (—4e2 - 453 e~ */?sin 4‘4‘ #01 - '}t‘c) G—‘nﬂ"#‘
z=ere' 4+ (~Leo+ %oy e sin Yt 4 [~ lep ~ }c;) ¢~? cos L2t

Dz —6y=0 z = —Bcje~t — 3cpe % + 2c5e™
10. z~Dy+z=0 ; |Cevap: y=cie~t+cze”% + c3e¥

z+y-—Dz=0 z =5c1e™t + cge % 4 ey
Dz —6y=0 z = =Bcje~t — 3cge ™% + 2c3e™
10. z=-Dy+2z=0 ; Cevap: y=ciet 4 cze~% + c3e™
z+y-—Dz=0 z = bcre™t + cge ™ 4 cye™

2Dz +(D—-1)y=1t Lz =—cre”t +op+ §1° — 2% + 5¢
14 Dz +dy =12 (C! Py =cet 422 5t 45

Dy = -8z — y T = e-—&-r—:! — te-at'ld

12. Dﬂ =4z —y ’ (Cevap‘ y = —33‘+3 + Dpe—3t+3 )



Laplas Donusumu
£1g(0};=G(s)
£ {G(s) }=g(®)

G(s) = Tg(t)e"‘“dt

Laplas donusumu alinan fonksiyonlarin negatif kismi
sifir varsayilir. yani t<0 icin g(t)=0 dir.
Integralalinirken s degiskeni cok buyuk ve pozitif bir
sayi varsayilir.

A8
t<0 icin

g(H=0 Y

A
\/\/V

Muendislikte cok kullanilan fonksiyonlar
1)Birim basamak fonksiyonu u(t). t<0 icin g(t)=0, ve
t>0 icin g(t)=1 olan fonksiyondur.

4 g=u®

v

2)Impuls fonksiyonu 8(t). t#0 icin g(t)=0, ve

J5(t)dt =1 bagintisi varsayilir.

t=0

4 273

1“

v

Muendislikte cok kullanilan fonksiyonlar
1)Rampa basamak fonksiyonu r(t). t<0 icin g(t)=0, ve
t>0 icin g(t)=t olan fonksiyondur.

4 8=t
1 /

Ornek Problem: Birim basamak fonksiyonunun
Laplas donusumunu bulun.

»
»

t

Cozum:

0

G(s) = j e dr = [u(tyedr = [e*di =

t=0 t=0

L (eiOO

L (e*SDO

_ e—sO) —

s>0 varsayildigi icin e™*”

Sonuc: £{u(t)}= l

Ornek Problem 61: g(t)=e" seklinde verilen
fonksiyounun Laplas donusumunu bulun.

Cozum:

)

_eo):L(o_l):l
-8 S

e~ =0 olacaktir.

G(s) = jg(z)e St = j e“edt = j (@)t gt

t=0

Sonuc: £{e"}= ,
s

Ornek Problem 61: g(t)=t seklinde verilen rampa

fonksiyounun Laplas donusumunu bulun.

Cozum

G(s) = T g(t)e'dt = Tle”dt

=0 1=0
Kismi integrasyon kullanilarak
1 1
J.xe‘”dx =—xe" ——e”
a a

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla

G(s)= T g(H)e'dt

t=0

o0

J' _”dt—[—te (_L)z

1
Sonuc: £{t}= —,
s

Not: Butun fonksiyonlarin negatif kismi sifir

oldugundan Laplas donusumu alinan fonksiyonlar

u(t) ile carpilmis olarak gosterilirler.

—st

o]

t=0



£{e" u(t)=

S —

|

fltu) =

8]

S

a

Cok Kullanilan fonksiyonlarin Laplas Tablosu

g(t) | G(s) gt G(s)
1 b
O — in(bt
u(t) . sin(bt) ERyE
1 s
t - bt
e cos(bt) ERyE
| _ b
" e sinbt) | (s+a) +b’
S—da
1 _ sta
e ¢ cos(bt) | (s+a)’ +b7
Ss+a
5(t) | 1
Ornekler
1
£ 2t
{e” } 7
1
£ -5t —
e ) s+5
5 5
£{e™ cos(8t)}= S+2 > == St
(s+5)"+8 s +105s+89
8 8
£ -5t . St — —
e S ) 8 T +105489
Laplas Teoremleri.
X 5 ., ._. ._; - “_
S dx A
j: i
f@—a)u¢—a)a>0 e F(s)
e 1) . . FGa+a)
fGarr.a>0 e
() ,.%
d*F
=10 T
0 F(u)du

t

Ters Laplas Donusumu
Ters Laplas donusumu tablolar yardimiyla yapilir.

Ornekler

£1 {l} —
u(t)
N

£ 15
s—2

! }:15 et
2

20 2 .
=10£ =10sin(2t
s2+4} {32+4} Sin(21)

2
125 Lger) S L ogeas(an
s +4 s +4
{ =
+ 2
s +4
b )
s’ +4 s’ +4
2
=8¢ 1 +10£7
4 s +4

ST+

=28 cos(2t) +10 sin(2t)



Bir polinomun derecesi kadar koku vardir.
x+1=0 — tek koku var x=-1

x*-4=0 — iki koku var x=-2, x=+2

x>-5=0 — iki koku var x=-2.236, x=2.236
x*+3x+2=0 — iki koku var x=-2, x=-1
x*+1=0 — iki koku var x=i, x=-i

x> +4=0 — iki koku var x=2i, x=-2i

x*+5=0 — iki koku var x=-2.236i, x=2.236i
x*+2x+1=0 — iki koku var x=-1, x=-1
x*=0 — iki koku var x=0, x=0

x*—x=0 — iki koku var x=0, x=1

Bir polinomun bir koku kompleks ise onun eslenigi de muhakkak koktur.
X +1=0 — x=-i, x=-i

X2 A2X+2=0 — x=-1-i, x=-1+i

X2 -6x+25=0 — x=3+4i, x=3-4i
X>+6x+25=0 — x=-3+4i, x=-3-4i

X H4x+13=0 — x=-2+2i, x=-2-3i
X*-4x+13=0 — x=2+2i, x=2-3i

Pay ve paydasi polinom olan kesirlere rasyonel kesirler denir. Bir rasyonel kesir paydanin koku kadar
basit kesirlere ayrilabilir.

ax"+a, X"..+ax+a ax +a, X" ..+aX+a,
X" +b X"+ bx+b, (X X)X+ X)) (XX )

A

A2 Bl + BZ + BZ

+

+...+

X+X ~ X+X, X+X  (X+X) (X+X)
A ve B lerin toplami m adet
Ornekler
5x+7 2 3

X2 +3X +2 = X +1 + X 42> [usler,kok,bolum] = residue ([5 7], [1 3 2])

5x=7 2 N 3
X?=3X+2 Xx-1 x-2

[usler,kok,bolum] = residue ( [5 -7], [1 -3 2])

2x+1 3 N —1
X2 +3X+2 X+2 Xx+1°

Kokler kompleks ise carpanlara ayirma isleminde paya gelen terimler de kompleks ve esleniktir.

6XxX+ 20 3+4i 3-4i 6X—4 3+4i N 3-4i

X2 +4X+5 X+241 X+2-i X2 —4X+5 X—=241 X—=2-i




10x—32 5+3i N 5-3i

X? —4X+8 X—=2-2i X—2+72i

10x-8  5-3i N 5+ 3i

X2 —4X+8 X—2-21 X—-2+2i

14x* = 74x+72  5-3i L 5+3 4

X>—Ox> +28Xx—40 X—-2-2i X-242i X-5
[usler,kok,bolum] = residue ( [14 -74 72],[1 -9 28 40 ])

14x* + 26X -8 5-3i 5+3i 4
- -

XA X:—12X+40 X—2-2i X—-2+2i X+5

16X° +42x* —6X + 72 5-3i 54 3i 4 2

2 3 : = ~ + ~ + +
X"+2X —11x> +28Xx+40 X—-2-21 X—-2+2I X+5 x+1

12X’ —106X° + 434X — 440 5-3i 5+ 3i 1+ 3i 1-3i

Z 3 = -+ ~ + — + _
X' —10X" +57x> —148Xx+200 xX—-2-21 X—-24+21 X-3-41 x-3+4i
10X —8 2X—30
2 + 2
X" —4X+8 X —6X+25

3X+1 3 4

X2 2% 41 B X —1 + (X _1)2 : [usler,kok,bolum] = residue ([317],[1 -2 1])
X497 2 10x_ _ 10 10

X:+2X+1 X+1 (X+1) X:+2X+1 X+1 (X+1)
17X° =282~ 153 +1172x+344 1 5 6

X —4x> —15x* +50x° +100x° —168x—288 Xx+2 (X+2)° (x+2)

7 8 9
+ + >+
X-3 (x=3) (x—-4)




Use of Residues: Partial Fraction Expansion. || Z+5 B 3+5 8 16
= - = T —=—F="1
p(z) A B c 108 322-10z-2 3 (3)°-10(3)-2 5
f(z)= + + ot
q(z) z-a z-b z-c Note we get the same result by classical method
First residue Formula

] p(z) z+5 A B C
A=Res(z=a)= =
es(z=a) IZI_'II(Z e q(z) ® 512 27424 21-4 712 1-3
B:Res(z:b)=|zi£p(z— )p((z)) _A(z+2)(z-3)+B(z-4)(z-3)+C(z-4)(z +2)
0(2) (z-4)(z+2)(z-3)
C=Res(z=c)=|im((z-¢c)—=

250 q(z)

2 2 2
Second residue Formula _ A" -2-6)+B(z” ~72-12)+C(z” ~22-8)

- z2-4)(z+2)(z-3
A= Res(z—a) - [im 22 ] (2-4)z+2)(z-3)
2>a 0'(2)
. p@2) z2(A+B+C)+z(-7TA-B—-2C)+12A—-6B -8C
B:Res(z:b):||m— 4
b g'(2) (z-4)(z+2)(z-3)
p(2) 22(A+B+C)+2(-TA—B—-2C) +12A—6B-8C=2+5
C=Resz=c)=lim ' A+B+C=0, -7A-B-2C=1  12A-6B-8C=5
Example AE-611 Solving for AB,C we get A=15 B=0.1 C=-1.6
7+5 B 7+5 Z+5 _ 15 N 0.1 +—1.6
2252227424 (z-4)(z+2)(z-3) 2°-522-27+24 71-4 z+2 7-3
= A + B + ¢ Example AE-612
z-4 z+2 7-3 22+12 27 +12 _ 27 +12
A=lim@-422 - [im-4) Z+5 2212712 [2-(L+Dlz-(-1-0)] (z+Ll-i)z+1+0)
254 a(z) s (2-4)(z-3)(z+2) -_A B
- Z+5 B 4+5 _9_15 (z+1-1) (z+1+1i)
B IZI_(P (2-3)(z+2) (4-3)(4+2) 6 Using the first residue formula
. . 22+12 . 22+12
A= lim (z+1-i) : == lim :
8- lim(—(2) P2 fim@s2 2+ S (2+1-D)z+1+0) o0 (2+LeD)
m o TV e n -2 | 2(-1+D+12 21410 _2i 10, o
((-1+i)+1+1) 2i 2 2i
=lim Z+5 _ -2+5 :i:O.l B= [im(z+1+i) 22.+12 _—lim 22+12. 145
252 (2-3)(2-4) (-2-3)(-2-4) 30 i (z2+1-D)z+1+0) i (z+1-1)
Using the second reséidue formula
i p(2) 745 3+5 p(z)=2z+12, g(2)=z"+2z+2, Qq’(2)=2z+2
C= -3 =16 L
I 4 Me-aeea a2 0| as |jim REL 22012 20112,
1141 94'(2) 22+ 2 2(-1+i)+2
Using the Second residue Formula oy p(z) 2z+12 2(-1-i)+12 145
In our problem p(z)=z+5 q(z)= 2% —52z° -2z +24 and - Z_I)miq'(z) C2z+2  2(-1-i)+2
q'(2)=3z% —10z - 2 Using classical Method
Z+5 4+5 9 d
A=liMo s 0, 5 347 10 4.2 6 Y9 22+412 A B A@+l+i)+B(z+1-i)
o 1242242 (2+1-0)  (z+1+0)  (z+1-i)(z+1+1)
_ (A+B)=2  A(1+i)+B(1-i)=12 solution is A=1-5i,
B=lim Z+5  _ . 2+5 _ 3 _ofB=1+5i
HzSZ -10z-2 3 (-2)°-10 (-2)-2 30 2z+12  1+45i 1-5i

Result

; = —+ .
z2°+2z+2 (z+1-1) (z+1+10)




B T T R T T e
gqll L[x(t)] = X(s) ise L[x(t)ed] = X(s — a) oldugunu gosteriniz. (??.0zellik)
Cozum:
LX(D)] j e-Stx(t)dt = X(s)
oldugundan
cixe] = | :e-Stx(t)eatdt - | :e-<s-a>tx(t)dt — X(s—a)

olacagi aciktir.
qgl2 L{x(t)] = X(s) ise L[tx(t)] = dx(s) oldugunu gosteriniz.

Cozum:
X(s) = LIx(1)] j e-Stx(t)dt
oldugundan
dﬁgs) j e-Stx(t)dt = j L (ex(t))at
_ Iw—te‘“x(t)dt . j e-st(tx(t))dt = —L[tx(t)]
0 0
olacaktir.

qq13 L[x(H)] = X(s) ise L[ ox() ] = sX(s) - x(0) oldugunu gosteriniz.

Cozum:
dx(t) 1 _ [ aose OX(E) (P s OX()
‘C[ dt }‘joe —qr dt=lim | e =gt
u=e® du=-se® dv= d)é(tt) dt, v =x(t)

tanimi yapip kismi integrasyon uygulanirsa

E[ % } — lim (e—stx(t) P~ (-s) j z e—stx(t)dt)

= I'ig\ (e‘SPX(P) —x(0) +s IZ e‘Stx(t)dt)

e~ = 0 oldugundan Laplas donusumu alinabilen bir fonksiyon icin limp.,e="x(P) = 0
olmak zorundadir. Dolayisiyla



c[ dé(tt) J = s : e-tx(t)dt — x(0) = sx(s) — x(0)

olarak elde edilir.

gs50 x1(t) = esin(5t), xao(t) = eStcos(5t), xs3(t) = e~3(10sin(5t) + 20cos(5t))
ifadelerinin Laplas donusumlerini bulun.

Cozum: Laplas donusum tablosundan

- __ 5 _ s
L[sin(5t)] = T L[cos(5t)] T
olarak bulunur. (C.P.ref: xq7pcl1)'den
L[e3sin(5t)] = s} - )

(s+3)2+25 s2+6s+34

~ _ s+3 — __§+3
L[e3tcos(5t)] = (s+3)2 + 25 52465+ 34

olarak bulunur. Laplas donusumunun lineerlik ozelligi kullanilarak

L[e~3(10sin(5t) + 20cos(5t))] = 10 S 20—s+3  _ _20s+110
(e (10sIn(Y) + 200sG) | = 10 g T ar * 200 6+ 38~ 52+ 65 + 34

bulunur.
gs51 x(t) = t?e® olduguna gore X(s)'yi hesaplayin.

Cozum: Tablodan Z(s) = L[t?] = S% oldugu bulunarak,

X(s) = L[t%8] = Z(s - 8) = 5 2 ok

seklinde olacagi acikca gorulur.
L[x(t)] = X(s) olduguna gore L[x(at)] = 1X(<) oldugunu gosterin.

Cozum:
L[x@t)] = j:e—Stx(at)dt
t = u/a, dt = du/a donusumu yaparak
Lix@n) = [ esuaxu 4

_ % J.: e-suay(y)du

lyrs
- #X(3)
gs53 L[tsin(at)]'yi hesaplayin.



Cozum: L[sin(at)] = 52 ve Ltx(1)] = O oldugundan

s2+a2 ds

; __d a _ _2as
[tsin(at)] = ds ( s2 + g2 ) s? + a2

olarak eldeedilir.

_ _4s-16 ; H
X(s) = szim ise x(t) nedir.
Cozum: Payda polinomunun kokleri hesaplanirsa s1 =1+2j, S;=1-2j
olarak bulunur. O halde
4s — 16 A B
X(s) = = - -
)= 215 s+ s-a-2)
seklinde carpanlara ayrilabilir. A ve B katsayilari (Ek-ref: appx41) de gosterilen
yontemlerle hesaplanirsa

A=2+3j, B=2-3j
olarak bulunur. O halde

X(s) = 45—-16 _ 2+3] 2-3)

2-25+5  s—(1+2)  s—(1-2)
olacaktir. Her terimin ayri ayri ters Laplas donusumu alinirsa

o o 2 + 3] - 2-3j
(1) = L[X(S)] —El[m}+£l|:s—(l—2j):|

X(t) = (2 + 3j)e@ Dt 4+ (2 — 3j)ed-2t
= (2 + 3j)etedt + (2 - 3j)ete At
= e!'((2 + 3j)edt + (2 - 3j)e )

= e!(2eat + 272t + 3jedt — 3je~At)
= e!(2(e3 + e~AY) 4 3j(edt — gAY))

At e2]t + e_zjt . eZJt _ e—2jt
=e (4—2 +3) ZJ—Zj )

= e'(4cos(2t) — 65sin(2t))
olarak bulunur.
Simdi problemi baska bir yontemle cozelim. Payda polinomunun kokleri kompleks
oldugundan x(t)’nin sinuzoidal terimler ihtiva edecegi aciktir.

L —& | —e?sin(bt) £t —3+£& | = e-atcos(ht)
[ J [ J

(s+a)?+b? (s+a)?+b?

oldugundan verilen ifadeyi bu formlara benzetmeye calisalim. X(s)'nin paydasinin
yukaridaki forma benzemesi icin



(s+a)?+b? =s?+2as+a’>+hb?=s2-2s+5
olmalidir. Buradan acikca gorulecegi gibi
2a=-2 —a=-1, ve a’+h?’=5 —-b=2
olmalidir. x(t) ifadesi
L‘{Mﬁ} = etsin(2t) L“l[(s_slgﬁ} = etcos(2t)
terimlerini icinde bulunduracaktir. O halde X(s) ifadesini yukaridaki bilesenler cinsinden
yazmak gerekir.

X(s) = 4s=16 _ 4s-4-12 , (-1 6 2

s2-2s4+5 s2-2s+45 (s—1)%+22 (s—1)%2+22
X(s)'nin ters Laplas donusumu alinirsa
x(t) = e'(4cos(2t) — 65sin(2t))

olarak bulunur.
0921 x(s) = w5 ise x(t) = ?

Cozum: L[e @ = <L ve s(X(s) — x(0) = ix(t) bagintilari kullanilarak

s(s3g)] e = g™
e s5ks]
x]-

ar_s
L
olarak bulunur.

_ _12s3-14s241525-294 ; H
qgqld X(s) = e 15€ x(t) nedir.

et 1

—ae 41

Cozum: Payda polinomunun kokleri hesaplanirsa
S1 = 1+2j, Sy = 1—2j, S3 = 2+5j, Sy = 2—5j
olarak bulunur. O halde

X(s) = 12s% — 14s? + 1525 — 294
s* — 6s® + 42s2 — 78s + 145

A B C D
s—(1+2))  s-(1-2)) s-@2+5) @ s-(@2-5)

seklinde carpanlara ayrilabilir. A,B,C,D katsayilari hesaplanirsa
A=2+3], B=2-3j, C=4-5, ,D=4+5j

olarak bulunur. Bu adimdan sonraki kisim (C.P.ref: xq7pc153)'de oldugu gibi iki degisik
yontemle yapilabilir.
Birinci yontemde (C.P.ref: xq7pc153)’de oldugu gibi A, B, C, D katsayilari yerine konur




ve her terimin ayri ayri ters Laplas donusumu alinir.
2+3j N 2-3j N 4 —5j N 4 + 5]
s—(1+2)) s-(1-2)) s-(2+5) s—-(2-5)
X(t) = (2 + 3j)e®*2Dt 4 (2 — 3j)e-Dt + (4 — 5j)e?™ Dt + (4 + 5j)e? St
Daha sonra reel ve sanal kisimlar uygun sekilde guruplandirilarak sinuslu ve kosinuslu
terimler elde edilir.

x(t) = e'(4cos(2t) — 6sin(2t)) +e?(8cos(5t) + 10sin(5t))

X(s) =

olarak bulunur
X(s)'nin payi ve paydasi reel katsayili oldugundan elde edilecek x(t)’deki kompleks
degisken j carpani daima yok edilir ve x(t) hicbir zaman j carpani bulundurmaz.
Ikinci yontemde kompleks eslenik kokler birlestirilerek X(s) iki terim gibi dusunulur.

B 2+3j 2-3j 4 — 5j 4 + 5j )
- (i g ) (Cae e
4s—16 , _ 8s+34
$2-2s+5 s2-4s+29
Tipki (C.P.ref: xq7pc153)’de oldugu gibi iki terimin ters Laplas donusumleri alinir.
birinci terim (C.P.ref: xq7pc153)’de oldugu gibi Ikinci terim
s—2 5
1

Go2r52 W ETrie

haline getirilir. Sonucta x(t) fonksiyonu
X(t) = e'(4cos(2t) — 6sin(2t)) +e?(8cos(5t) + 10sin(5t))

olarak elde edilir.
qql5 X(s) = 28452 jse x(t) nedir.

s3(s+2)

Cozum: Payda polinomunun kokleris; = -1, s =0, s3=0, s4=0
seklindedir. Yani s = 0 da 3 katli kok vardir. O halde X(s) ifadesi

_20s?+55s-2 _ A B, C D
X(s) = s3(s + 2) _s+2+3+32+s3

seklinde basit kesirler halinde yazilabilir. A,B,C, D katsayilari hesaplanirsa
A=-9 B=9 ,C=2 D=1
olarak bulunur. O halde X(s) fonksiyonu

_ 9 9 2 1
X(S)— S+2 +?+S—2+S—3

seklinde olacaktir. Laplas donusumleri tablosuna bakarak

cf3]-w. 3] o [3]-4

oldugu gozonune alinip X(s)nin ters Laplas donusumu alinirsa




x(t) = —9e2t + 9u(t) + 2t + %tZ

elde edilir.

_ _7s%43653+44152-2s-1 ; ;
qgqle X(s) = St 0T g 1S€ X(t) nedir.

Cozum: Onceki problemlere benzer sekilde X(s) fonksiyonu

X(s) = 7s* +365% +41s2 - 251
s +4s% +s3-10s2 - 45+ 8

2 4 1 5 3
512 (5422  (5+27 s5-1  (5-1)0

seklinde yazilabilir. L, S% S% fonksiyonlarinin ters Laplas donusumleri
(C.P.ref: xq7pcl71)de verilmisti.

L[edx(t)] = X(s—a)
oldugu gozoune alinirsa

R R ol R e s R

olarak bulunur. Sonuc olarak x(t) fonksiyonu

X(t) = 2672 + 4te~2t + —%tze*2t + Set + 3tet

seklinde elde edilir.

_ _ 4s%-16s2-4s-64  ; i
qgl7 X(s) = e o 1S€ X(t) nedir.

Cozum: Payda polinomunun kokleri hesaplanirsa
S1=1+2), $2=1-2) s3=1+2), sS4=1-2]
olarak bulunur. O halde

4s3 — 1652 — 4s — 64
X =
©) s* —4s® + 14s% — 20s + 25
A n A* B n B*
s—(1+2)  s-(1-2) [s-1+2))*  [s-(1-2))°
seklinde carpanlara ayrilabilir. A ve B katsayilari (Ek-ref: appx41) de gosterilen
yontemlerle hesaplanirsa

A=2+3), B=4+5;
olarak bulunur ve X(s) ifadesi
2+3j 2-3j 4 +5j 4 —5j
X(s) = . -
Oy a2 -+ T B-a-2)7
seklinde olacaktir. Ik iki terimin ters Laplas donusumu (C.P.ref: xq7pc153)de oldugu
gibi hesaplanir Son iki terimin ters Laplas donusumu
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Lesidues: i'artial Fraction Expansion.

p(z) . B
f(z)_q(z) z -~ a+z b
First residue Formula
4=Res(z=a)=im(- a) z:))
22
)q(z)
C=Res(z=c)=]jm(z- ) 22

20¢ q(z)
Second residue Formula

A=Res(z=a)=im£Z

b — b

B=Res(z=b)=}im(z -
z=>b

"Nl‘

zZ+5 3+S§ 8
C=lim =—=

e 322-10z-2 3 (3 -10(3)-2 -5

Note we get the same result by classical method

zZ+S A B C
= + +

z’—Szz—Zz+24 z2—-4 z+2 2z-3

_A(Zz+2)z-3)+B(z-4)z-3)+C(z -4 z +2)
(z-4)z+2)z-3)

=A(zz -z -6)+ B(z* -7z-12) + C(z* -2z -8)
(z-4)z +2)z-3)

:3a 4 (2) =2 '
5 p(2) 2°(A+B+C)+2(-7TA-B-2C)+124-6B -8C
B=Resz=b)=lim_; -, (z—4)(z + 2z -3)
p(2) z’(A+B+C)+z(—7A-B-2C)+lZA—6B-—8C=z+5
C=Res(z=c)= hmq'(z) A+B+C=0, -74-B-2C=1 124-6B-8C-=
Example AE-611 Solving for A.B,C weget A=15 B=0.1 C=16
zZ+5 _ z4+5 zZ+ 95 - 1.5 . 0.1 +—l6
2’ -522-2:+24 (z-4Xz+2)z-3) £2-522_-2:424 z-4 2+2 z-3
- + - + & Example AE-612
) z-4 z+2 z-3 : 2z 412 2z +12 2z +12
4 zZ 4 2 n o~ ——
A-llm(z 4)~——= —lim(z_4)____ 22 +22+42 [z (-1+D)[(z-(-1- i)] (z+l i)(z+l+
24 ) e (z-4)z-3)z+2) = A B
-1 45 45 9 . @+1-0)  z+1+0)
Tz -3)z+2) (4-3)4+2) 6 Using the first residue formula
A= fim (z+1-1) 2z +12 hm 2z+12
B=Jim(:—(-2)22) =lim(=+2) = 2 s 2(_“;1-:;-!)(;-:1; 2 :: T
2=b=2 «) 2=p=2 (3—4)(3-3)(3"' S e——— — e 2= | = §f
(-1+D+1+D) 2i 21 21
zZ+S5 -2+5 3 2z+12 2z+12
=lim———=———"—"_=—_-2-0.1 |B= +l+f)——mMmM8M ——= =1+5
l,..“?,’ (z-3Xz-4) (-2-3)(-2-9 30 hm(z (@ +1-Dz+1+i) ,_,_,_,(z+l-l)
Uang thc second residue formula
C=] 111:1(3-3)”(’)']' 245 __ 345 . JPEFH2, qaere2z42, qa)2z42
3 @ :"9¢+2) G-96+2) A= lip &2 (2) _ 2:+12_2(-1+H+12 5i
s-1419(2) 2242 2(-1+i)+2
Using the Second re-duerom-u; : B=lim p(2) 22412 _ 2(-1- -D+12 _ o
In our problem p(z)=2z+5 qfz)= z° —52° -2z +24 and z-1-19(2) 2z4+2 2(-1-§)+2
q'@)=3z* -10z -2 Using classical Method
,1_1,1}323—102-2 342 -10 4-2 6 2:-!-12 A B _Az+1+i)+B(z+1-1

= +
2242242 (2+1- i) (:-l-l-l-l) (z+1- l)(z-l-l-l-l)

(A+B)=2 A(l-H)-l-B(l-l)-lZ solution is A=1-51 ,
1+5i

[ 22412 _ 1+5 1-5/

+
2242242 (2+1-0) (z+1+0)

B=}j __.z_té__ _._its_____:’_—o :
:-»113}32 -10z-2 3 (-2)*-10 (-2)-2 30
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152° +1 4 4 4 p=152+1 p'=457 1
E+2P(E-1*(E+10 (+2) (z+2)° (z+2)° g=(z-1%(2+10)  g'=2(z-1)(z+10) +(2z-1)* |
B B, C q’=32°+162-19

o+

+ +
(z=1) (z-1)* (z+10

152° +1
C = (z + lO)F(zL-lo = (z + 2;3 (:- 1)2 10

3
=———15('lf) tl 02421
(-10 + 2)°(-10-1)?
3
B. =(z -1 2F _ 1527 +1
2 =(=-1) (z)L‘l (z+2)3(z+10)|2_| '5234- A e
| LA S ——
=_&+_l_=0_0539 (:u-'z.)s( ¢ "‘)x(‘z"‘m)
(1+2)°(1+10) 004 2
~ 0,33 {,bo4 -1.£52 + -
. 152 +1 — T v (241)* 24
B, -—[(z -1) F(z)l ——— 1+ (2+1)
(z+2) (z-l-lO)
p=152'+1 p'=457 0 0529 9. 242
g=( z+2)*( z+10) =3(z+2)*(z+10) + (2+2)° 1 - -_—__——';-— {0
z 2z q=3(z z 4 -
q’-4z’+48z’+144z+128 Q% *) =T

(2] (2]

_ -152° +1080z* + 38362° + 355222 -144z-128
(z+2)° (z +10)?

-15z° +1080z* + 38362> + 355222 -144z -128
' (z+2)° (z+10)* -

-151°+1080 1* +38361° +355212-1441- 128_
(1+2)° (1+10)

=(.092

B| = 0.092

' 15z° +1
Ay =(z+ 2)3F(ziz-2 ) (z -l)‘;(z +10),,

15(-2)° +1
(-2-1)%(-2+10)

=2 ke +)F _d|_1527+1
A = k:+ )" F(z) . dt{(z-l)z(zHO)Jz__z

=-1.6528
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yakinsakhgina baghdir. Teoremdeki 2. hipotezden dolay: , ¢t 2 M igin
Iem“f (t)l < K e""e"‘ = K e(““')‘

olur. Buna gore, [r e(®~*)dt integralinin yakinsak olmasi durumunda F(s)
de yakinsak olur. Ornek 6.1 de ¢ yerine a—s alinirsa, a—s < 0 oldugunda
Jur e*=®)dt integrali yakinsak olur ki bu durumda da F(s) yakmsaktir.

Tersi soylenmedikce bu béliimde yalmzca Teorem 6.2 nin kogullarim
saglayan fonksiyonlar gozbniine alinacaktir. Baz elementer [onksiyon-
lanin Laplace doniigiimleri agagidaki orneklerde verilmigtir.

Ornek. 8.3. f(t) =1, t > Oolsun. Bu durumda
£{1}=Fe'“&=l, §>0
0 8

olur.

Ornek. 8.4. f(t) = €*, t 2 0 olsun. Bu durumda (z) fonksiyonunun
Laplace doniigiimii,

n{ea} f“" ~st ot gy _ / o—(o—a)t gy

. 8>a

: T i—a
olarak bulunur.

Ornek. 8.5. f(t) =sin at, ¢ >0 olsun. Bu durumda,
L{sinat} = F(s) = /m e *sin atdt, 8> 0
o 0

olur.

F(s) = h ] **sin at dt,
oldugundan, kismi integrasyon ya.rghmlyh

A, A
F(s) = lim | - — = | e *cosatdt
A-r00 a ‘

1
=——£Fe"“cmatdt
a aJy

e~ *toosat
a
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yvazilir. Yine kismi integrasyon ile,

_1 &2
F(a)-;-;ijo e *‘sin atdi
1 &
“a @'

bulunur, Buradan da
| a
F (3) = m, 8>a
elqe edllu- |

gimdi 8 > a; ves > a igin fi; ve fy fonksiyonlannmin Laplace
donligimlerinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda s deferi a; ve
az nin maksimumundan biiyik olmak tizere,

Llan®)+an®) = [ eahi@)+an@)d

_— /:' e~*f1(t) dt + c3 ju T et fy(t)) e
 yaailir. Buna gore,
Licifi(t) + cafa(t)} = t’flﬁ{fl )} + e L{fa(t)} (8.5)

olup, bu ise Laplace doniigiimiiniin bir lineer operatér oldugunu gosterir.
Laplace do niigiimiiniin bu dzelligini oldukca sik kullanacaghz.

Ornek: 8.6. f(t) =t fonksiyonunun Laplace dﬁnii.gﬁmﬁnii bulunuz.

Cosiim. Lt} = / ~%4ds  integralini kismi integral kuralini uyguls-
yarak hesaplayahm. (Bunun i¢in e *dt =dv ve ¢ = u, s > 0 almz).

Buna gore,
te"‘ 1 .I™ 1 i 1
+;/0 e &-;Lll]—;(;)——?

L{t}] =

olur.
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Ornek. 8.7. f(t) = e~ fonksiyonunun Laplace déniigiimiinii bulunuz.

Coziim. Laplace doniigiiniin tanimindan,

bulunur.

Ornek. 8.8. f(t) = 3t — 5sin2t fonksiyonunun Laplace déniigiimiinii bu-
lunusz,

Coziim. Laplace doniigiimiiniin lineer olma &zelligi kulanlirsa,

L{37 — 5sin2t} = 3L{t} — 5L{sin 2t}

1 2
palor allor yr
=T +12 -
T 82(s2 + 4)° '

bulunur.

Ornek. 8.9. Agajidaki fonksiyonlarin laplace doniigiimiinii bulunuz.
1. f(t) <te~®
2. f(t) =t3e~ 2

Coziim. Burada ¢oziim, Laplace doniigimiiniin tamum ve kismi inte-
grasyon yontemi kullanilarak agafidaki gibi yapilir.



—te—(s4+2)t 1
— 2 —(s+2)t
8+ 2 . T 8+2 [ € at
_c_("i'a)‘ * 9
= Tarod | ¢ §2>
(s -II- 2) A
T (5 +2)7 g

olur.

2. Birinci gikta gbz oniine ahnirsa,

42— (s+2)¢ |*°
9 -2ty _ —t°e —(s+2)t
o L e s+2/¢t" @
" 722. [ e""(te"‘)dt 5> —2
T e+ 2 J+2 2F
2
-(,_'_2), 8> -2,
bulunur.
| 0, 0<t<3 . e
Ornek. 8.10. f(t) = 9 t3 fonksiyonunun Laplace doniigiimiinii

bulunuz.

Cozliim. f(t) fonksiyonu parcah siirekli oldugundan Laplace doniigiimii
agafwdaki gibi bulunur.

et = [ o= [ eraas [ etroa

f e~ (0)dt + /,, e~ (2)dt = 2’:‘ o

= 8> 0%

3
olur.
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Ornek. 8.11. L{{"} = — presy n=12,.. oldugunu gosteriniz.

Cbziim. Laplace déniigiimiiniin tamimindan,

C{t"} = /"“ o—styn 1y

— —st n —st m—1 LI RO,
_.—--e t" + - e " dt = — e " dt
§ Jo 8 Jo +

8
olur. Buradan, L{t"} = Et{t""l}, n=1,2,3,..  yazlabilir. Boylece,

0

£{1} =

1
r

n=1 ign L{t}=1L{1} =
2
n —
8

2 igin L{$?) = {:}:%(%):33

n

3 icin £{t3}=;£{t’}

olur. Bu gekilde devamla, genel olarak,

L{t"} = L{tn_l}__[(n—l)!] nl

8" ’ﬂ"i"l

elde edilir.
Ornek. 8.12. L{sin’t} fonksiyonunun laplace déniigiimiinii bulunuz.

Codzim. Laplace doniigiimiin tammindan,

1 — cos2t

L{sin? t} =L[ =

] = 3L{1) - 5 Ljcos24

1o
2 s8°+4

> X
2

8(s

il
.:l“ulr-ﬁ

4)
eldg edilir.
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| Alhstirmalar
Asagidaki fonksiyonlarin Laplace dontigimlerini bulunuz.
-1, 0<i<1 ~j4, 0<E<2
1. f(t)={:: T 250=10 452
]t o0<t<1 ~fet+1, 0<t<1
3. J@) = 1 131 4. f(t) = 0, > 1
_Jsint 0<ti<m 0, 0<t<n/2

5. f(t) = 0, t>= 6. 7(t) = sin ¢t &> /2

7. f(t) = T 8. f(t) =e%°
9. f(t) =te 10. f(t) = t%e*
11. f(t) = e *sint 12. f(t) = e cost
13. f(t) =tcos t 14. f(t) = tsint
15. f(t) = 4t — 10 16. f(t) =Tt+3
17. fit) = ¢+ 1)* 18. f(t) =1+e*
19. f(t) = 4t® — 5sin 3¢ 20. f(t) = cos 5¢ + 8in 2¢
21. f(t) = (et — e7*)? 22. f(t) = sinh kt
23. f(t) = cosh ki 24. f(t) = e*sinht
25. f(t) = e"*cosht 28. f(t) = cost x cos2t
27. f(t) =sint x sin 2¢ 28. f(t) = cost X cos2t
29. f(t) =sin®t

30. Gamma fonksiyonu: Gamma fonksiyonu I'(p) ile gosterilir ve
Cp+1) = fome"':z"dz

integrali ile tamimlanir. Bu integral p nin her degeri i¢in sonsuzda yakinsaktir.
p < 0 icin ise has olmayan integraldir. Ciinkii z — 0 igin integrand sinirsiz
olur. Bununla birlikte p > —1 igin bu integralin 2 = 0 da yalansak oldugu
gosterilebilir. Buradan

(a). p > 0 igin ['(p + 1) = pI'(p) oldugunu gosteriniz.

(b). I'(1) = 1 oldugunu gésteriniz.

(c). Eger p pozitif n tamsayis ise I'(n + 1) = nl oldugunu gosteriniz.
(d). p>0igin, plp+1)(p+2)---(p+n~1)=T(p+n)/T(p)
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oldugunu gosteriniz.

Buna gore, uzunlugu bir birim olan 0 < p < 1araliinda I'(p) biliniyorsa,
her pozitif p degeri igin I'(p) degeri hesaplanabilir. Buna gére I'(3)= /x
oldugunu gosteriniz.

8.2 Ters Laplace Doniigiimii

Laplace dontigiimii, sabit katsayih bir lineer diferensiyel denklemin z = 0
noktasindaki baglangic kogullarin: saglayan ve z > 0 igin tamml olan
¢Ooziimini bulmada kullanilir. Bu yontemle, verilen bir diferensiyel denklem
cebirsel denkleme déniigtiiriiliir. Bu cebirsel denklem g¢oziildiikten sonra,
ters Laplace dontgiimii alinarak verilen diferensiyel denklemin ¢oziimii bu-
hunur.

Tamim 8.1. Ters Laplace doniigiimdi,
I e -

f(t) = i ) F(s)e®ds (8.6)
formiili ile tansmlansy.
Burada a 6yle bir pozitif sayidir ki, u = a' diigey dogrusunun iizerinde F(s)
fonksiyonunun kutbu yoktur ve F(s) nin s;,82, -, 8, ile gosterilen ku-
tublari bu dogrunun solunda bulunur (s = u + iv). Ters Laplace déniisiimii
f@&) = L7YF(s)] = L7YF(s)} yada f(t) = L7'(s)] = L{(s))
geklinde gosterilebilir. Ters Laplace clﬁniiqjimii lineer bir doniigiimdiir.

Baz fonksiyonlarin ters Laplace doniigiimleri:

8

1 a
at __ p-1 : _ -1
c). =L {s-a} d). sinat =L {s”+n2}
g 8 . | G
e). cosat=L {m} f). sinhat =L {—-——32_“2}

_ 8
g). coshat=L l{32_‘:‘,}

!
a). 1=z:-1{1} b). t"=c-1{af;l}, n=12,.. l




298

Ornek. 8.183. ,

P
fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii bulunuz.

Fla)=

Coziim. Bizden istenen f(t) = E“l{;} deﬁuinin bulunmasidir.

Tablodaki (b) ifadesinden f(¢) = c-l{ } c-l{ } LY .
bulunur.

Ornek. 8.14. |

8% + 64
fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii bulunuz.

F(s) =

Coziim. Tablodaki (d) ifadesi kullamilirsa ¢oziim,

1 1 8 1
— -1 == — . = — a2t
ft) =L {a’+64}” B'C {s§+64} s

olarak bulunur.

Ornek. 8.15.
3s+5

s2+7
- fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii  bulunuz.

F(s) =

Cozlim. Verilen fonksiyon dnce,

3s+5  3s % 5
24+7 247 247

geklinde yazilir. Tablodaki (e) ve (d) uygulanirsa, verilen fonksiyonun ters
Laplace doniigtimii,

et lem e 75
-3msft+—\/—_ sin /Tt

geklinde bulunur,
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Ornek. 8.186. :

' (8 — 1){(s+ 2)(s+4)
fonksiyonunun ters Laplace déniigiimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen fonksiyon basit kesirlere ayrilirsa,

M. S IO .
(s—1)(s+2)(s+4) s—1 s+2 s+4

yazilir, buradan A =1/15, B=~1/6 ve C=1/10 bulunur. Béylece
fonksiyon,

F(s) =

1 _ Y15 1/6 | 1/10
(s—1)(s+2)(s+4) s—-1 s+2 s+4

geklinde yazilir. Tablodaki (¢} uygulanirsa,
N o=nermera) =55 ooy} - (o) + 55 (o n )

l ¢ 1 90, 1 _4
15 "8 *10°
elde edilir.
Ornek. 8.17.
s+1

Fls) = (s +2)3
fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii bulunuz.
Coztim. Verilen ifade énce basit kesirlere ayirilirsa,

s+1 A B C + D + E
2(s +2)% (s+2)2 " (s+2)3

bulunur. Buradan,
s+1=As(s+2)°+ B(s+2)° +Cs?*(s+2)% + Ds?*(s + 2) + E5*

~1/16, B=1/8, C=1/16, D=0 ve E = —1/4 olarak elde
ecmm Tablodaki (a), (b) ve (c) ozellikleri kullanihrsa,

ﬁ-l{ s+1 } L-.{_1&+1!i3+1/15 ;/4_}

s2(s + 2)3 8 s+2 (s+2)3
D) eI e f 1\ 1paf 2
lﬁc {a} s {‘} EL {l+2j 8‘: {(l-!-?)"’}
B S 1 =2t 1:-::
= lﬁ+3t+ at

bulunur. Burada ayrica £7[2/(s + 2)%] = t2e™%  esitligi de kullamilda.
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Ornek. 8.18.

38 - 2

Flo) = St

fonksiyonunun ters Laplace doniigiimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen ifade basit kesirlere ayirilirsa,

3-2 _A B _C Ds+E
$(s2+4) s 82 8 s2+4

yazilir. Boylece, A =1/8, B=3/4,C =-1/2,D=-1/8 ve E = -3/4
bulunur. Bulunan bu degerler yerlerine yazilirsa,

of 8s—-2 ) ._.f1/8 3/4 1/2 -—3s/8—3/4
“{m}-“{T’“,—a'?*W}

Jiaf1), 3 1) 11
=g~ {,}+4‘ {s’} 3~ {r‘}

-5 @) e}

1 3 1 1 3 .
—§+zt—-4-t2--§ms2t—§m2t

elde edilir.

Ahstirmalar
Agsafdaki fonksiyonlarmn ters Laplace doniigiimlerini bulunuz.

L c-l{%} 2. 1:-1{%}



301

1 48 2 1)\?
o8 ofid)
8 s &
_1 (s+1)3} _1{ a+l)’}
5. L7 6.L 3
refa-itims) S e{iea-sh)
9. £ 10 c—-l{,}_,}
af 5 J
WL Nar s 2. £ 1{;};!_13}
13.£7 E;'_% 4. LY e
8 o im} 16. £-14 Jo
1
- | -1
uale (82 + 1)(s +4)} 18. L7 e
19. £~ ’41_ - 20. L7'4 oty
' §—1 -1
1. £ ’2(‘25})}4 2. L ;,G;;,,}l
] + ] s+
B L NG +_4a+3)} 0. L (-09"—'45}(3+5)*}
-1 8 o |
25. L ""‘“"'_(324—23-3)} 26 L :’r-‘:m

8.3 Baslangic Deger Problemlerinin Coziimii

Bu kesimde sabit katsayili lineer diferensiyel denklemlerinin ¢éziimlerinin
Laplace doniigiimii yardim1 ile nasil elde edilecegini inceleyecegiz. Bunun
icin onee f’ niin Laplace doniigiimii ile f nin Laplace doniiglimii arasindaki
iligkiyi verelim.

Teorem 8.3. Kabul edelim ki herhangi bir 0 < ¢ £ A aralifinda f siirekli
ve f'de parcal siirekli olsun. Fazladan, ¢ > M igin |f(t)| < Ke* olacak
gekilde K, a ve M sabitlerinin olduklarimi kabul edelim. Bu durumda s > a
icin L{f/(t)} vardir ve iistelik,

L{f'(®)} = sL{f ()} - F(O) (8.7)

olur.
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ispat. Teoremi ispat etmek icin

/ﬂ ® et povat

integralini gozoniine alahm. 0 <t < A arahnda f' fonksiyonunun siireksiz
oldugu noktalan tg, ¢,...,t,ile gosterelim. Bu durumda,

A A
/u e *t f!(t)dt = e (t)dt+ -+ / e % f'(t)dt

tn
yagiir. Bu ifadenin saf tarafindaki her terime kismi integrasyon uygu-

- lanirsa,
t1
/ ‘ e " f'(t)dt = e +e " f(t)| +---+e *f(t)
0 0 1 in

+8 ( /0' Cemttf(t)dt + /: et f(t)dt + -+ [ ! e"‘f(t)dt)

. bulunur. f(t) siirekli oldugundan yulm.ndakn ifadenin integral araliklan tek
bir aralikta birlegtirilirse,

i3 . to
A fz f(t)dt+/

1

t2 A

A

/ % sty = et Ap(A) - £(0) + 5 [ (0L
0 0

- yazilir. 8 > a oldugunda, A — oo icin e~*Af(A4) — 0 olup, buradan s > a
igin

L{f ()} = sL{f(t)} — f(0)
elde edilir. Bu da teoremin ispatidir.

Eger bu teoremde f ve f’ lizerine konan kogullar sirasiyla [’ ve f” tizerine
konulursa 8 > a igin f” niin Laplace doniigiimii

L{f"(t)} = s°L{f(t)} ~ 87 (0) — /'(0) (8.8)
olur. Bu teorem () tiirevi igin de ardigik olarak genellestirilebilir.

1. Genelleme: Kabul edelimki 0 <t < A aralifh lizerinde f, f,
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cow ™1 fonksiyonlan siirekli, f(® ise parcah siirekli olsun. Ayrca,
£ 2> Migin |f(t)] < Ke®, |f'(t)] < Ke%,...,|f™V(t)] < Ke* olacak
gekilde K, a ve M sayilar var olsun. Bu durumda, s > a i¢in L£{f™(¢)}
vardir ve,

LU0} = " L{ @)} - 8" 1(0) = - — 8/ D(0) - fD(0)  (8.9)
formiilii ile tanimlanr.
Simdi, Laplwé dﬁﬂﬁ:}iirhiiniifl baglangi¢ deger probleminin ¢ézlimii igin -
kullanilacagim inceleyelim. ilk énce
V' -y -2y=0 (8.10)
diferensivel denidemini ve |
y(0) =1, ¢/ (0) =0 (8.11)

baglangic kogullarini gézdéniine alalim. Bu problem daha 6nceki boliimlerde
verilen yontemler kullamlarak kolaylikla céziilebilir. Verilen diferensiyel
denklemin karakteristik denklemi

r—r—2=(r-2)(r-1)=0 (8.12)
olup, (8.10) denkleminin genel ¢6ziimii
y=cie”t +cze™¥ S (8.13)

olur. Baglangi¢ kogullarindan ¢; +-¢3 =1 ve —¢; + 2c = 0 yazilir, buradan

= 8 ve 3 = $ bulunur. Buna gére (8.10)-(8.11) baglangic deger

probleminin ¢oéziimii
‘ 2 ;.1 4
= ¢(t) = 3¢ . §e (8.14)

olarak elde edilir.

Simdi (8.10)-(8.11) baglangic deger problemini Laplace déniigiimii yardima
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ile gozelim. Bunu yaparken oncelikle verilen problemin y = ¢(t) seklinde
bir ¢ozlim fonksiyonuna sahip oldugunu ve bu fonksiyonun ilk iki tiirevinin
1. Genellemenin kogullarimi sagladigim kabul etmek zorundayz. Buna gore
(8.10) denkleminin Laplace doniigiimii aliir ve Laplace doniigiimiiniin li-
neerlik ozelligi kullanilirsa,

L{y"} - L{y'} - 2L{y} =0 (8.15)

bulunur. 1. Genellemedeki, £{y"} ve £{y'} doniigiimiiniin degerleri (8.15)
de yerlerine yazilirsa,

s°L{y} — sy(0) — ¥/(0) — [sL{y} - y(0)] - 2£{y} =0
veya buradan
(82 — s —2)Y(s) + (1 — 8)y(0) — ¢/(0) =0 (8.16)

yazilir. Burada Y (s) = £{y} dir. (8.16) ifadesinde y(0) ve 3'(0) yerine (8.11)
baglangig kogullarindaki degerleri yazilir ve (8.16) dan Y'(s) coziiliirse,

s§—1 s§—1

Yo = e 2~ e-9e+D (8.17)
elde edilir. Y(s) ifadesi basit kesirlere ayrilirsa,
s—1 a b
Xl = G-2)e+1) 2-2 s+1 (8.18)
olur, buradan a = 1/3 ve b =2/3 bulunur. Buna gére
o 1/3 . 2/3
Y(s) =L{y} = e i (8.19)

olur. Sonucta, y = ¢(t) fonksiyonunu bulmak igin (8.19) ifadesinin ters
Laplace doniigiimii alimirsa,

gy L3 2

elde edilir. Aymn iglemleri

ay’ +by/ + cy = f(¢) 82
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geklindeki ikinci mertebeden genel diferensiyel denklemlere uygulayabiliriz.
n = 2 icin y = ¢(¢) fonksiyonunun 1. Genellemenin kogullarn sagladigin
kabul ederek (8.20) ifadesinin Laplace doniisiimii alinirsa,

a[*Y (s) — 8y(0) — ¥/ (0)] + b{sY (s) — y(0)] + ¥ (8) = F(s)  (8:21)

yazilir. Burada F(s) ile f(¢) fonksiyonunun Laplace donigiimii
gosterilmigtir. (8.21) denkleminde Y (s) c¢oziiliirse,

as + b)y(0) + ay/'(0 F(s

Yo = e e OB
elde edilir. Buradan Laplace déniigiimi Y(s) olan bir g(¢) fonksiyonu bu-
lunabilirse, baglangic degfer problemi c¢oziilmiig olur. Bdylece Laplace -
déniigiimiinii kullanarsk bilinmeyen y = ¢(t) fonksiyonunu bulmak icin,
diferensiyel denklem yerine cebirsel denklem ¢ozmiig olduk. Dikkat edile-
cek olursa (8.22) denkleminin sag tarafindaki ifadelerin paydasinda bulunan
as® + bs + ¢ boleni, (8.20) denkleminin karekteristik denkleminin aymsidur.
Fakat burada karekteristik denklemin koklerini bulmaya gerek yoktur.

Daha yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler ele alindifinda dzellikle
karekteristik denklemin koklerinin kompleks ya da irrasyonel olmas: halinde
ortaya cikan cebirsel problem zor olabilir. Burada (8.10)-(8.11) problem-
ini ¢ozerken (8.16) denklemi ile verilen ve (8.19) Laplace doniigiimiine sahip
olan fonskiyondan baska bir fonksiyonun da aym (8.19) Laplace doniigiimiine
sahip olup olmayaca@ sorusu sorulabilir. Efer f fonksiyonu siirekli ve
onun Laplace déniigiimi de F ise, bu durumda ayn: Laplace donligimiine
sahip bagka bir siirekli fonksiyon yoktur. Bir bagka ifade ile fonksiyobnlar
ile onlarin Laplace doniigiimleri arasinda birebir bir egleme vardir. Bazi
onemli fonksiyonlarin Laplace doniigiimleri Tablo 6.1 de verilmigtir. Bu
tabloya bakarak, verilen bir diferensiyel denklemin Laplace dﬁniiéﬁmﬁ bu-
lundugunda bu déniigiime kargihk gelen fonksiyon bulunabilir.

Ornek. 8.19.
y! +y=sin2¢ (8.23)
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tonklemini |
- y(0) =0, ¥(0) =1 (8.24) .

baglangi¢ kogularim saglayan ¢oziimiini bulunuz.

Céziim. Problemin y = ¢(t) seklinde bir ¢oziime sahip oldugunu ve bu
¢oziimiin 1. Genellemenin kogullarimi sagladifim kabul edehm Buna gore
diferensiyel denklemin Laplace doniligiimii almirsa,
2
. . 2y - W
Y (s) - (0) - ¥/ (0) + Y (6) = 7

bulunur. (8.24) baglangic kogullarr burada kullamilir ve bu ifadeden
. Y(s) coziilirse,

52 +6
Y(J) = m (325)
elde edilir. Y (s)ifadesi
Y(s) = g——i: + j;—:_—g- (8.26)

seklinde basit kesirlere ayrilirsa, buradan a = 0, b= £,c =0 ve d = —§
bulunur, buradan

5/3 2/3
ol dr s Y
olarak yazilir. Y'(8) nin ters déniigiimii alimirsa Tablo 6.1 den
5 . 2
y=¢(t) = §smt— :—i-sln2t
elde edilir.
Ornek. 8.20.
dy

Coziim. Verilen diferensiyel denklemdeki her terimine ayr ayr Laplace
doniigiimi uygulanirsa,

c{%} - 3L{y} = L{*}



307

elde edilir. Buradan L {dy/dt} = sY(s9 — y(0) = sY(s) —1 wve
L {e*} = 1/(s—2) bulunur. Budegerler verilen denklemde yerine yazilirsa,

sY(s)—1-3Y(s) = - 1 5

s§—1

(8 —2)(s—3)

Y(») =

elde edilir. Bu egitlifin sag yan,
' s—1 A B
(G-2)(s—3) 35-2 35-3
seklinde basit kesirlere ayriirsa, A = —1 ve B = 2 olarak ¢oziilmisg olur.
Buradan, : .

Y =-7=3+5=3

bulunur. Bu ifadeye ters Laplace doniiglimil uygulanirsa,
' 1 1
N _ _p-1) L -1)_ 1
y(t) = —C {’_2}+2£ {’_3}
= —e% 4 2%
elde edilir.
Ornek. 8.21.

y' -6y +9y =t'e¥, y(0)=2, y'(0)=86
baglangic deger problemini gézinuz.

Coziim. Verilen denklemin her bir terimine ayn ayn Laplace donugimi
uygulanirsa,

L{y"} — 6L{y'} + 9L{y} = L{t*™}

¥ (5) = ay(0) = ¥/(0) ~6(sY (s) — y(0)] + 9Y (8) = 2/(s ~ 3)°

L{y"} L{y'} L{y} L{t?e>}
olur. Baglangic degerleri kullanilirsa,
2

(a’-ﬁs+9)r(a)=2s-s+m

(s — 3)2Y (s) = 2(s — 3) + -(ﬁ;

2 2
rO=i5 e




S0¢
elde edilir. Buradan,

y(t) = 2071 {,lfa} + gt {(. j!3)5}

1
— o3t 4 3¢

L1

¢ozimii bulunur.

Teorem 8.4. Baz temel fonksiyonlarin Laplace doniigiimleri:

1. £{1} =1
2. L{t"} = 2h,n=1,2,3,...
3. L{e*} =L

4. L{sinkt} = i
5. L{coskt} = zip

6. L{sinhkt} = ok
7. £L{coshkt} = -2

‘Teorem 8.5. Baz1 temel fonksiyonlarin Ters Laplace doniigiimleri:
1 1=£(1})

2 t"=L1{B)}, n=1,2,3,...
3. et =L L

4. sinkt = £ { 7hp |
5. coskt = £~ { oty
6. sinh kt = £ { rpy )

7. coshkt = £ { ztp }



Tanim 8.2.

0,t <
te(t) = {l:t > ::c 20 (8.27)

seklinde tansmlanan fonksiyona birim adim fonksiyonu denir.

4 birim adim fonksiyonunun Laplace doniigiimu,

L{uc(t)} = /: ey (t)dt = [ e % dt = ?, s>0 (8.28)
geklindedir.

Teorem 8.8. Effer s > a 2> 0 igin F(s) = L{f(t)} var ve ¢ pozitif bir
sabit ise, bu durumda ‘

L{uw(t)f(t—0)}=e"L{f()} = “F(s), s>a  (829)
olur. Tersine, effer f(t) = L™ {F(s)} ise, bu durumda,
ue()f(t — ) = £ {¢™*F(s)} (8.30)
olur.
Bu teorem kisaca f(t) nin pozitif ¢ yoniinde ¢ birim yer degigtirmesinin

F(s)nin e~ ile carpimina kargilik geldigini soyler. Bu teoremi ispat etmek
icin uc(t)f(t — ¢) yi hesaplamak yeterlidir. Buna gore; |

L{u®f(t-0) = [ etudf(t- o
= /: e " f(t — c)dt
olur. Burada £ = t — ¢ deisken defisimi yapilirsa,
CluOf-a} = [ e € e

= e [o T et (e)de
= e~ F(s)
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elde dilir. Bu durumda (8.29) denklemi saflanir. (8.30) iin dogrulugunu
gostermek icin ise (8.29) ifadesinin ters Laplace doniigiimiinii almak yeter-
lidir. Bu teoremden faydalanarak fonksiyonlarin Laplace doniigimleri ve
ters Laplace donigliimleri bulunabilir.

Ornek. 8.22.

__ | sint, 0<t<n/4
1) = { sint 4 cos(t —w/4), t>=/4

- - Lol i L

Coziim. Eger

|0, 0<t<n/A
9(‘)“{m(t-w/4), t>n/h

olarak tamimlanirsa,
f(t) =sint + g(t)
olur. Bu durumda,

9(t) = g yq(t) cos(t — = /4)

olup,
LA{f(#)} = L{sint} + L {ug/4(t) cos(t — x/4) }
= L {sint} + e "™/4L {cos(t)}

olur. Bu ifadede sint ve cost nin doniigiimleri yerlerine yazilirsa,

1 8
EUOY =gt @

1+ ge—"8/4
T 8241
elde edilir.
Ornek. 8.23.
] —e %
F(s) = T8

fonksiyonunun ters Laplace déniigiimiinii bulunuz.
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Coziim. Ters Laplace doniigiim lineer bir donigiim oldugundan,
f(t) = L™ {F(s)} +
AN [

- {3} - %)

=t — ug(t — 2)
olur. Buradan f fonksiyonu,

)t 0Lt 2

olarak elde dilir.

Teorem 8.7. Eger, s >a 2 0icin F(s) = L{f(t)} vece Zt ise, bu
durumda
L{etf(t)} =F(s—¢), s>a+c (8.31)

olur.
Tersine, effer f(t) = L~! {F(s)} ise, bu durumda,

(1) = L7 {F(s— )} = L {F($)}, s ar ft) =L {F(s)} (8.32)

olur.

Ispat.  Bu teoreme gore f(t) fonksiyonunun e ile carpimi, F(s)
dénligiimiiniin pozitif s yoniinde ¢ birim yer degigtirmesini verir. Bu
teoremi ispat etmek igin £ {e®f(t)} = F(s ~¢) oldugunu gostermek yeter-
lidir. Buna gore,

L{e*f®)} = [eetst= [ fe)dt = Fla-0)
0 G

olur. Buda (8.31) ifadesine egittir. Bu teorem kullamlarak fonksiyonlarin
ters Laplace doniigiimleri daha kolay hesaplanir.

Ornek. 8.24. .

o Py
fonksiyonunun ters Laplace doniiglimiinii bulunuz.
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CBziim. Verilen fonksiyon

G(s) = ——

(8—2)2+1

. geklinde yazilabilir. Burada F'(s) = ;,1;{ dir. £~ {F(s)} = sint oldugundan
yukaridaki teoreme gore

= F'(s — 2)

g(t) = L7 {G(8)} = e*sint
elde edilir.
Ornek. 8.25.
N et
(s—1) 82428 ~8
ifadesini hesaplayimaz.

Coziim. Ilk énce ikinci ifadenin paydasini kareye tamamlayalm ve sonra
Laplace doniiglimiiniin lineerligini kullanalim, bu durumda,

e S (e e
-5 o) 3¢ (o)

1, [ 2 1. [ s |
mL {‘sl—u-wl}-*.s[l {’a-g:—-ﬂ-l}

_1 1 ¢
—2c‘t’+se sinh 3¢

bulunur.

8.3.1 Konviilasyon Integral

Bu bdlimde carpim seklindeki ifadelerin ters donlsgimlerini hesaplamak
icin daha kolay bir yontem geligtirecegiz. Bazen f(t) ve g(t) gibi
iki  fonksiyonun F(s) ve G(8) déniigiimlerinin ¢arpimi olarak verilen H(s)
déniigiimiiniin Laplace doniigimiinii hesaplamak gerekir. Boyle durumlarda,
H(s) nin f ve g nin garpimlarnin Laplace déniigimii oldugu diigiiniilebilir.
Fakat bu dogru bir durum degildir. Yani Laplace déniigiimii adi garpma ile
yer defigtiremez. Agikca, £{f - g} ile £{f} L {g) syn: degildir.
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Teorem 8.8. Eger her s > a > 0 icin F(s) = L {f(t)} ve G(t) = £{y(t5}
ise , bu durumda

H(s) = F(s)G(s) = L{h(t)}, 8> a (8.33)

dir. Burada h(t) ye f ve g fonksiyonlarimin konviilasyonu denir ve

4 4
M) =20 = [ S¢-nio)ar = [ f(ote-rrdr  (830)

ile tammlanir. Bu integrale konviilasyon integral denir.

(8.34) formiiliindeki iki integralin esitligi, ¢ — 7 = { degigken degigtirmesi
- yapilarak bulunur. Bu teoremin ispatini vermeden once konviilasyonun
baz: dzellikleri iizerinde duralm. Bu teoreme gore iki fonksiyonun
konviilasyonunun déniigiimii onlarn adi garpimlarimn doniigimii yerine,
ayr1 ayrl déniigiimlerinin carpimiile verilir. Klasik anlamda konviilasyon
integral, “genellegtirilmis carpim” olarak digiiniilebilir. (f » g)(t)
notasyonu adi carpimin sahip oldugu bir ok ozellige sahiptir. Ornegin:

1. feg=g=*f (degigme Gzelligi)

2 fe@ta)=fom+fro (dafima Saellifi
3. (f#g)#h=f}(gth) (birlegme ozelligi)

4 f40=08f=0

dir. Konviilasyonun bu dzelliklerinin adi carpma igleminin ozellikleriyle aym
olmasina ragmen, adi carpma igleminin baz Gzellikleri konviilasyon igin
gecerli degfildir. Ornegin, genelde f # 1 konviilasyonu f ye egit degildir. Bunu
gormek icin,

-
(f:l)(t)=/o f(t—f).l#=£f(t-f)h
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integralini goz oniine alalm. Efer f(t) = cost ise bu durumda,

4
(4 1)) = [ cos(t = 7)ar
= —gin(t —7)|7=4
= —8in0 4 sint
= gint

elde edilir. Yani, (f+1)(t) # f(t) dir. Konviilasyon integralleri, ele alinan sis-
temin ¢ amindaki davramglarnin, yalmzca dikkate alinan ¢ amindaki duruma.
bagh olmayip, ¢ nin gecmisteki degferlerine de bagh oldugu cesitli alanlarda
ortaya cikarlar. Bu tip sistemlere bazen kalitimsal sistemler denir ve nétron
yayilimi, niifus dinamigi gibi gegitli alanlarda kargilagihr. Simdi teoremin
ispatim1 verebiliriz.

ispat. Eger, =

F(o) = [ e s)dg
ve

G(s) = [ e*ng(n)dn
ise, bu durumda |

F(s)G(s) = /o et f(e) de j: e~*"g(n) dn (8.35)

olur. Birinci integralin integrant: ikincisinin integrasyon degfiskeninden
bagimsiz oldugundan, F(s)G(s)’i kath integrasyon olarak

F(s)G(s) = ]: o(n)dn j: e~*(€40) £(¢) dg (8.36)

geklinde yazabiliriz. Bu ifadeyi, n y1 sabit tutarak £ = ¢ — n degisken
degigtirmesi yapmak siiretiyle daha uygun sekilde yazabiliriz. Bu durumda
(8.36) ifadesindeki { degigkenine gére alinan integral ¢ degigkenine gore
alinan integrale doniigiir. Boylece,

F(s)G(s) = j: g(n)dn [: e~*f (¢ — ) dt (8.37)
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olur. Burada 7 = n olarak alinirsa, (8.37) ifadest,

F(s)G(s) = /: gl [ e~ f(t — 1) dt (8.38)

olur. Buradan,

F(8)G(s) = /u " e *dt /ﬁ t f(t — 7)g(T)dr (8.39)

- fo e=*h(t)dt
= L {h(t)}
elde edilir. Burada h(?) ifadesi (8.34) ile tammlanmstir.

Ornek. 8.26.
a

1) = aervay -
ifadesinin ters déniigiimiinii bulunuz,

Coziim. Bir kere H(s) ifadesi 1/5% ve a/(s? + ¢?) nin carpimu olarak
diigliniiliirse, sirasiyla ¢t ve sin at fonksiyonlarinin donigiimleri olur. Teorem
8.8’¢ gore H(s) nin ters doniigiimii

h(t) =f(t—r)sinard'r= g%nﬁ
0

dir.

Ornek. 8.27.
" + 4y = g(t) (8.40)
y(0) =3, ¥/ (0) = -1
baglangic deger probleminin ¢éziimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen diferensiyel denklemin Laplace doniigimii ahmr ve
baglangic kogullan kullamlirsa,

8°Y (3) — 35+ 1 + 4Y (8) = G(s),
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e 3s—1 G(s)

Yo =aratard
elde edilir. Burada Y(s) ifadesini
| s 1 2 1 2
YO =3 g~ 37+ T340
seklinde yazahm. Béylece, baz: temel fonksiyonlarin ters Laplace déniisii
teoreminden ve teorem (8.8) den,

y = 3cos 2t — -;-sin2t+ % fsin2(t - 1)g(r)dr
0

coziimii bulunur.
Ornek. 8.28. ¢ + 2y + 5y = e *sint diferensiyel denklemini y(0) = 0

ve {/(0) =1 baglangic kosullar: altinde Laplace doniigtimiinii kullanarak
¢oziiniz.

Cozim. Verilen diferensiyel denklemin Laplace déniigimi alinir ve baglangic
kogullan kullanihirsa,

Y (5) — sy/(0) —4/(0) +2[6¥ (s) ~ y(0)] +5Y (s) = ﬁﬂ

Y(S)(32+2J+5)—1=(’T1])m

elde edilir. Son egitlikten Y'(s) coaiiliirse.

3 (s+1)%+2
Y = 1T 07 4

bulunur. Bu son egitlifin ters Laplace doniigiimii alinirsa,

2
g =1 8° +2
v=<c {5
elde edilir. Sag taraftaki ifade basit kesirlere ayrilirsa,

8+ 2 _astd cs+d
(s2+1)(s2+4) s2+1 s2+4
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yazilir.Burdan, a =¢ =0, b=4 ve d=$§ bulunur. Boylece,

y=e 'L {?Ui- + (—352-{:—”} = E; (sin i + sin 2¢)

genel ¢oziinii bulunur,

Ornek. 8.29. ¢/ + y = te™® diferenaiyéi denklemini ¢(0) = 0 baglangig
kogullan altinda Laplace doniigiimiinii kullanarak coziinuz.

Coziim. Verilen diferensiyel denklemin Laplace doniigiimii alinir ve baglangig
kogullan kullanilirsa,

8Y(s) ~y(0) + Y(s) = m
Y(a)(s+1) = oo

elde edilir. Son esitlikten Y (s) goziiliirse.

1
(8+1)3

Y(s) =

bulunur. Bu son egitligin ters Laplace doniigiimii alinirsa,

1 1 1 4.9

¢oziimi bulunur.

Alistirmalar
Asagrdaki baglangic deger problemlerini Laplace doniiglimimii kullanarak
coziniiz.

dy B B

(Cevap: y = —1+ ¢€%)

2. +4y = e %, y(0) =2
(Cevap: y = te™¥ 4 2¢~ %)
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3. ¢ +5/ +4y=0, y(0)=1, ¢(0)=0

1
(Cevap: y = ge“‘— %e““ )

4. y"—ﬁy’+9y==t, y(0) =0, ”’(0)=1

10
& el e e E— m
(Cevap: y = 9t+ 57 ~a7¢ T < te’*)

5 ¢ — 4y + 4y = t3%*, y(0)=0, ' (0)=0
(Cevap: y = %t"e") |

6. y" +y=sint, y(0)=1, y(0)=-1
(Cevap: y-_mt—%sint-%tmt)

7. ' =y =efcost, y(0)=0, ¢(0)=0
1 1 1

(Cevap: y = 1 Ea‘mt+ Ee‘sint)

3. 2" 43y =3y 2y =, y(0)=0, Y(0)=0, y(0)=

i m.___s_-t/a l-:n it lnt
(Cevap: y = 3° +ge +188 +2e )

9. g —y=0, y(0) =1, Y(0)=0, y"(0)=—1,1"(0) =0
(Cevap: y = cost) ' |

10. ¥ +y = f(t), burada f(t)=={§; AN OR

(Cevap: y =[5~ 5e~E-D]u(t - 1)



Diferansiyel Denklemin Genel cozumunu
Laplas Donusumu ile bulma:

£1=Y()

{ L y=ey1=5v 90
d’y
dr?
d®y

H s FH y"}=5°Y(s)- $Y(0) — s y'(0) - y"(0)

baslangic kosullari sifir ise y(0)=0, y'(0)=0, y"(0)=0
denklemler basitlesir

£{y}=Y(s)

£{y'}=sY(s)

£{y"}=s°Y(s)

£y"}=5°Y(s)

£ =5 Y=y }=s"Y(5)- s Y(0) - Y'(0)

Ornek Problem 271) y' +2y =0, diff
denkleminin baslangic kosullari y(0)=5
olarak veriliyor. Diff denklemin genel
cozumunu bulun.

Cozum:

£{y}=Y(s)

{ D y=ey)= sV ¥0) =5Y(9) -5

y'+2y =0, ==> sY(s)-5+2Y(s)=0
Y(s) [s+2] =5

5 __ 2t
Y = — __> =
(s) <12 y(t)=5¢e",

Ornek Problem 272) y*' +2y =2u(t), diff
denkleminin baslangic kosullari y(0)=5 Diff
denklemin genel cozumunu bulun.

Cozum:

£Hy}=Y(s)

{ L y=6y1= Y0¥(0) =5Y6) -5
{03

y' +2y =2u(t), ==> sY(s)-5+2 Y(s)= 2%

Y(s) [s +2] - 5= %
Y(s) [s +2] =5+ %

Y(9) [s +2] = 5s+2

55+2

Y(s) =
©) s(s+2)
A B _As+2)+Bs
S S+2 s(s+2)
A+B=5,
2A=2
A=1, B=4
Y(s):Lri
S s+2

y(t)=u(t) + 4%

Ornek Problem 273) y* +2y =8sin(6t) , diff
denkleminin baslangic kosullari y(0)=0, Diff
denklemin genel cozumunu bulun.

Cozum:

£{y}=Y(s)

£ D y=6y1= YOO =5¥60

£{ sin(5t) }= ﬁ

y' +2y =8sin(6t) , ==>

sSY(s) +2 Y(s)=8

48
$2 +36

_ 48

"~ (s+2)(s* +36)

s2 +36
Y(s) [s+2] =

Y(s)

48 A +BS+C
(s+2)(s*+36) (s+2) s*+36

_ A(s? +36)+(Bs+C)(s+2)

- (s+2)(s* +36)

_ (A+B)s? +(2B+C)s+36A+2C
B (s+2)(s* +36)

A+B=0, 2B+C=0, 36A+2C=48
inv([110;021; 360 2])*[0; 0; 48]

A=12, B=-12, C=24

12 -12s+24

Y(S):(s,+2)+ 5% +36

y(t)=1.2e%+7?



-12s+2.4

136 nin Laplas donusumu nedir.
S? +

-1.2s+24  -1.2(s-2) __12(3—2)

s?+36 s?+36 57 +36
:-1.2( s___ 2 j
s2+36 s2+36
_qq_S 3 2
"1s2+36 352+36
_qo S 16
"1s?+36 3s52+36
] S
= cos(6t
(52+36j (61
£ (Lj =sin(6t)
s2 +36
oldugundan, los+24 ifadesinin Laplas
+36
donusumu

1 .
-1.2(cos(6t) - Esm(Gt) )
-1.2 cos(6t) - %sin(Gt)
elde edilir.
Bu ifade y(t) de yerine konuluirsa

y()=1.2e? + -1.2 cos(6t) - %sin(Gt)

elde edilr.

y'(0)=0 olarak veriliyor. Diff denklemin genel cozumunu bulun.

y" -3y +2y =4t
£{y" - 3y' +2y }=£{41)}
£{y" } - H3Y'} HE2y}=£{417

2
s2Y(s) - 3sY(s)+2Y(s)=4—3=%
N S
2 8
(s°-3s+2)Y(s)= —
S
8
YO = 5o
s°(s°- 3s+2)
Y(S):#ZA'FEZ'F%'FL'FL
s°(s°-3s+2) s s s° s-2 s-1
A B C D E
— - + 5 At
S s—-2 s-1

S2(S2)(S1) S(S-2)(S1) (S)(S1) S3(S1)  S3(S2)

=ASZ(S-2)(S-1)+BS(S-2) (s-1))+C(s-2)(s-1))+Ds® (s-1) + Es*(s-2)

s(s-2)(s-1)

_A(s* —35° +25°) + B(s* —38% +25) + C(s? =35+ 2) + D(s* —5°) + E(s" — 25°)

s*(s-2) (s-1)

_ (A+D+E)s* +(-3A+B-D-2E)s’ + (2A-3B+C)s? + (2B—3C)s+2C

s°(s-2)(s-1)
A+D+E=0
-3A+B-D-2E=0
2A-3B+C=0
2B-3C=0



2C=8,
A,B,C,D,E bilinen yontemlerle hesaplanir.
A=7, B=6, C=4, D=1, E=-8

vo-248,8, 0 E
s §° s s-2 s-1

S+t

7 6 4 1 -8
~tZT3
s s s s-2 s-1

y(X)=7+6t+ 4 U +e? -8el=7+6t + 22 + ¥ -8 ¢'
2
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Dy = <bx —

12 ey

om b3 | po=3b+3
v, (Ce\'np: r=e te )

y = _63t+3 b 2“—3‘1'3

9.2 Laplace Dontigiimii Yontemi

Baglangic  kosullan  verilmis  bir diferensiyel denklem  sistemine,
Laplace doniistimii uygulanarak denklem sistemi sabit katsayili lineer
cebirsel denklem sistemine indirgenmig olur. Daha sonra lineer denklem
sistemlerinin ¢oziim yontemine gore denklem sistemi ¢ozilliir. Bu yontemi

agagidaki ornekler izerinde agiklayalim.
Ornek. 9.5. S o o
:z’++ y -yt’ =0 (R16)

denklemini 2(0) = 1, y(0) = 0 baglangi¢ kogullan altinda ¢oziiniiz.

Cozlim. X(s) = [z(t)] ve Y(s) = [y(t)] yazip, verilen denklemlere Laplace
donilgiimii uygulayalim, bu durumda,

2{s X (s) — x(0)| + sY (s) — y(0) — Y(8)
8X(s) — z(0) + sY (s8) — y(0)

1
pe]
2
Pl

25X (8) + (8= 1)Y(s) =2+1/s°
3-; (Og.:' ¢ sY;s) =1+2/8 (9.17)

elde edilir. (9.17) ifadesinin ikinci denklemi 2 ile carpiliv ve taraf tarafa

cikarilirsa, 1 4
(o =1)Y(s) = = — =
bulunur. Bu ifade aadelqtirilirée,

4-—-38

OY(J) — ;(’Tl) (91.13)
elde edilir. Bu son ifade basit kesirlere ayrilirsa,

4-~8 A B C D
Patl) 2 T ETAEATIA
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olur. Buradan,
4-35=As*(s+1)+ Bs(s+1)+C(s+1) + Ds*
yazihir. Egit kuvvetten terimlerin katsayilan esitlenirse,
A=5 B=-5 C=4 v D=-§

bulunur. Buradan (9.18) denklemi,

a & 4 3
e =2t d o1

geklinde yazilir ve ters Laplace donugiimii alinirsa,

O e S E R )
=5— 5t + 2t* ~ fe™*

bulunur. (9.17) denklem sisteminin ikinei denklemi,

X()=-Y(8) 4 1+ %

geklinde yazihr ve ters Laplace doniigiimii uygulanirsa,
z(t) = ~L 1 {Y(8)} + L} {-1-} + %L"“ {%‘}

8§
=-4+5t—2t’+%t3+5e"‘

elde edilir. Boylece verilen denklem sisteminin coziimii,

m(t)=—4+5t-2tz+ét3+5¢"

y(t) = 5 — 5t 4+ 2% — 5¢~*
olur.

Ornek. 9.6.
"+ 10z -4y =0

—dz+y" +y=0
z(0) =0, £(0)=1, y(0) =0, ¢ (0)=~1

(9.19)
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Codziim. Verilen denklemlere ayn ayri Laplace doniigiimii uygulanirsa,

82X (s) — 82(0) — 2(0) + 10X () — 4Y (s) = 0
—4X(s) + 82Y (8) — sy(0) — ¢/(0) +4Y(8) =0

elde dilir. Verilen basglangic kogullar1 kullamhrsa,

(8% + 10)X (8) —4Y(s) = 1
—4X(8)+ (s +4)Y(s) = -1

“elde edilir. Bu iki denklem arasinda Y yokedilirse,

(9.20)

2
8
X(s) = FE 1@ 119 (9.21)
bulunur. Bu ifadeyi basit kesirlere ayirmaya caligalim,

82 _As+B Cs+D
(82 +2)(s2 +12) 242 2412

yazilir ve paydalar egitlenirse,
8% = (As + B)(8* +12) + (Cs + D)(s* +2)
bulunur. Aym kuvvetten terimlerin katsayilar egitlenirse,

A+C=0
B-+D=1
12A42C =0
12B+4-2D =0

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziiliirse,

1 6
A""‘"ﬂj BH_E, C—Hoi Dmg

bulunur. Boylece (9.21) denklemi,

_1/5 . 6/5
Xlo)= a§+2+09+12
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olur. Bu ifadenin ters Laplace déniiglimii alinirsa,

)] V2 V12
:r(t) —75 l{"2+2} 5712 {,§+12}
=-—1"{-0_-sin\/3t+ -\g—jsmm/-t

elde edilir.  2:(¢) nin degeri (9.20) denklem sisteminin birinci denkleminde

yerine yazilirsa,
Y(s) = - 816
(8% +2)(s% + 12)

bulunur. Bu denklem basit kesirlere ayrilirsa,

Y(s) = — 2/5 _ 3/5
82+ 2 82412

olur. Bu ifadenin ters Laplace déniigiimii alunrsa,

2 L[ VE\_ 3 [ Vi
W ‘{m}'z:r—‘ {m}
V2 V3

o= —Tm\/_t - —lﬁainm@t
elde dilir. Boylece verilen denklem sisteminin ¢oziimii,
z(t) = --‘-/-o—al ft+?mn2\/_t
y(t) = -imn V2t — %-gsinm/—t
olur.
Alistirmalar

Asaidaki diferensiyel denklem sistemlerini Laplace déniisiimii yontemini
kullanarak ¢oziiniiz.

Dr=-z+4y ( a:=—§e""+ }e‘
1. Dy=2z i Cevap:
z(0) =0, 0) =1 §= ie"‘ -} je‘ )
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Dz =z -2y z = —cos3t — §sin 3¢
2. Dy=5z—y - Cevap:
z(0) = -1, y(0) = 2 y = 2c08 3t — £ sin 3¢
2Dz + Dy — 2z == 1 :n=—2e“+ge”-§
3. Dx+Dy-3a~-3y=2 ; Cevap:
2(0) =0, y(0) =0 y="3e% - ¥ -}
Dz4g—y=0 :
D’y-aﬂ-:mo _ _ %= —jt—§V2sin V2
L 2(0) =0, z(0)=-2, ' ceree: y = —4t+ 3v2sin V2t
y(0) =0, y/(0)=1 - Tathavash
D3z + D%y = ¢2
D22 — D3y = 4¢ a:=8+§|t3+;ﬁt‘
5 z(0)=8, 2/(0)=0, Cevap:
y(ﬂ) = (), I/(ﬂ) =1
2 =
) Béiifiﬁ’i”“ (c r=gt+t+1-et )
©2(0) =0, 2(0)=2, ° s - y
-0 O y=h e+

9.3 Birinci Mertebeden Lineer Denklem
Sistemleri

Bu baéliimde,

Pn(D)zy + Pia(D)xg + - -+ + Pyy(D)z,, = by (2)
Pa1(D)zy + Poa(D)xa + - + Pau(D)2 = by(t) (9.22)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Foa (D)-Tl -+ Pn2(0)32 + o Pnn(D)xn o bn(t)

geklinde yiiksek mertebeden lineer diferensiyel denklem sistemi ele alinacaktsr.
Burada Fi;, D tiirev operatoriiniin polinomlaridir. Bu denklem  sis-
temi  birinci mertebeden denklem sistemine déniigtiiriilebilir. Fakat (9.22)
geklindeki her denklem sistemi birinci mertebeden degildir. Birinci mertebe-
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